
 

ΔΘΝΗΚΟ ΜΔΣ΢ΟΒΗΟ ΠΟΛΤΣΔΥΝΔΗΟ 

ΣΜΖΜΑ ΜΖΥΑΝΟΛΟΓΧΝ ΜΖΥΑΝΗΚΧΝ 

ΓΠΜ΢ – ΤΠΟΛΟΓΗ΢ΣΗΚΖ ΜΖΥΑΝΗΚΖ 

 

 

 

ΜΔΣΑΠΣΤΥΙΑΚΗ ΔΡΓΑ΢ΙΑ 

 

NURBS ΠΑΡΑΜΔΣΡΟΠΟΗΖ΢Ζ ΚΑΗ ΒΔΛΣΗ΢ΣΟΠΟΗΖ΢Ζ 

ΜΟΡΦΖ΢ ΠΣΔΡΤΓΑ΢ ΑΔΡΟ΢ΚΑΦΟΤ΢ 

 

 

Κσρηάθος Υ. Εώηος 

 

 

 

Δπηβιέπωλ θαζεγεηής : Κσρηάθος Υ. Γηαλλάθογιοσ 

 

Οθηώβρηος 2016 



 

ΔΘΝΗΚΟ ΜΔΣ΢ΟΒΗΟ ΠΟΛΤΣΔΥΝΔΗΟ 

ΣΜΖΜΑ ΜΖΥΑΝΟΛΟΓΧΝ ΜΖΥΑΝΗΚΧΝ 

ΓΠΜ΢ – ΤΠΟΛΟΓΗ΢ΣΗΚΖ ΜΖΥΑΝΗΚΖ 

 

 

 

ΜΔΣΑΠΣΤΥΙΑΚΗ ΔΡΓΑ΢ΙΑ 

 

NURBS ΠΑΡΑΜΔΣΡΟΠΟΗΖ΢Ζ ΚΑΗ ΒΔΛΣΗ΢ΣΟΠΟΗΖ΢Ζ 

ΜΟΡΦΖ΢ ΠΣΔΡΤΓΑ΢ ΑΔΡΟ΢ΚΑΦΟΤ΢  

 

 

Κσρηάθος Υ. Εώηος 

 

 

 

Δπηβιέπωλ θαζεγεηής : Κσρηάθος Υ. Γηαλλάθογιοσ 

 

Οθηώβρηος 2016 



Δσταρηζηίες 

 Θα ήζεια λα εθθξάζσ ηηο επραξηζηίεο κνπ ζηνλ επηβέπνληα θαζεγεηή Γξ. 

Κπξηάθν Γηαλλάθνγινπ γηα ηελ ζσζηή θαζνδήγεζε, ηελ επξύηεξε θαηαλόεζε ηνπ 

ζέκαηνο κε ην νπνίν θαηαπηάζηεθα ζε απηή ηελ εξγαζία θαη ηελ θαιιηέξγεηα ηνπ 

εξεπλεηηθνύ πλεύκαηνο ζε εκέλα. 

 Δπίζεο, αμίδεη έλα κεγάιν επραξηζηώ ζηα κέιε ηεο ΜΠΤΡ&Β θαη ηδηαίηεξα ζηνλ 

ππνςήθην δηδάθηνξα Σζηάθα Κσλζηαληίλν γηα ηελ πνιύηηκε βνήζεηά ηνπ κε ηνπο 

ππνινγηζηηθνύο θώδηθεο ηνπ εξγαζηεξίνπ. 

 Σέινο επραξηζηώ ηελ νηθνγέλεηά κνπ γηα ηελ πνιύηηκε ζηήξημή ηεο ζε όιε ηε 

δηάξθεηα εθπόλεζεο ηεο κεηαπηπρηαθήο απηήο εξγαζίαο. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 

 

 



ΠΔΡΗΛΖΦΖ 

 ΢θνπόο ηεο κεηαπηπρηαθήο απηήο εξγαζίαο είλαη ε αλάπηπμε ππνινγηζηηθνύ 

θώδηθα γηα ηελ παξακεηξνπνίεζε ηεο γεσκεηξίαο πηέξπγαο αεξνζθάθνπο κε θακπύιεο 

θαη επηθάλεηεο B-splines ή NURBS (Non-Uniform Rational B-Splines), ζηελ ίδηα ινγηθή 

κε απηή πνπ ρξεζηκνπνηείηαη θαη αλαγλσξίδεηαη από ηα παθέηα ζρεδίαζεο ζε 

ππνινγηζηέο. Σν επηζπκεηό απνηέιεζκα είλαη ε παξαγόκελε από ηνλ θώδηθα γεσκεηξία 

λα κπνξεί λα εηζαρζεί ζε παθέην ζρεδηάζεο, από όπνπ ζα δεκηνπξγείηαη πιέγκα πνπ 

ζα πεξηγξάθεη ηε γεσκεηξία θαη ην πιέγκα απηό ζα κπνξεί λα κπεη ζε θύθιν 

βειηηζηνπνίεζεο κέζσ ηεο ζπδπγνύο κεζόδνπ. Σν θέξδνο ζε απηήλ ηελ πεξίπησζε είλαη 

όηη νη κεηαβιεηέο ζρεδηαζκνύ ή βειηηζηνπνίεζεο είλαη ηα ζεκεία ειέγρνπ ηεο 

παξακεηξνπνίεζεο θαη όρη νη ζπληεηαγκέλεο ησλ θόκβσλ ηνπ πιέγκαηνο. 

 ΢πγθεθξηκέλα, ζην πξώην ηκήκα ηεο εξγαζίαο δεκηνπξγήζεθε ππνινγηζηηθόο 

θώδηθαο πνπ δέρεηαη ζε θαξηεζηαλέο ζπληεηαγκέλεο αεξνηνκέο (airfoils, γεσκεηξία ζε 

θάζεηεο ηνκέο ηεο πηέξπγαο), ζηα άθξα θαη εζσηεξηθά ηεο πηέξπγαο, πξνρσξά ζηελ 

παξεκβνιή θακπύιεο NURBS ζηα ζεκεία θάζε αεξνηνκήο θαη, ζηε ζπλέρεηα, ζηελ 

παξεκβνιή  επηθάλεηαο NURBS, ζην ζύλνιν ησλ θακππιώλ πνπ δεκηνπξγήζεθαλ, κε 

ηε κέζνδν skinning. Σέινο ε παξακεηξνπνηεκέλε επηθάλεηα NURBS εμάγεηαη ζε κνξθή 

αξρείνπ ηύπνπ IGES (Initial Graphics Exchange Specification), ε νπνία ρξεζηκνπνηείηαη 

επξέσο ζηελ αληαιιαγή δεδνκέλσλ αλάκεζα ζε ζπζηήκαηα CAD/CAM/CAE. 

 ΢ην δεύηεξν ηκήκα ηεο εξγαζίαο εηζήρζε ην αξρείν ηύπνπ IGES ζην ινγηζκηθό 

αλνηρηνύ θώδηθα SALOME ζην νπνίν πινπνηήζεθε ε γεσκεηξία ηεο πηέξπγαο γύξσ 

από ηελ νπνία δεκηνπξγήζεθε ρσξίν κεγάιεο δηάζηαζεο ζην νπνίν ιακβάλεη ρώξα ε 

ξνή. Έπεηηα, δεκηνπξγήζεθε πιέγκα ζην ηξηδηάζηαην απηό ρσξίν, κε ηξηγσληθά ζηνηρεία 

ζηηο επηθάλεηεο θαη ηεηξάεδξα ζην ρώξν. 

  ΢ην ηξίην θαη ηειεπηαίν ηκήκα ηεο εξγαζίαο, ην πιέγκα πνπ δεκηνπξγήζεθε από 

ην ινγηζκηθό Salome εηζήρζε ζηνλ θώδηθα πνπ βαζίδεηαη ζηε ΢πλερή ΢πδπγή Μέζνδν 

θαη έρεη αλαπηπρζεί ζηελ ΜΠΤΡ&Β (Μνλάδα Παξάιιειεο Τπνινγηζηηθήο 

Ρεπζηνδπλακηθήο & Βειηηζηνπνίεζεο) ηνπ Σνκέα Ρεπζηώλ ηνπ Δζληθνύ Μεηζόβηνπ 

Πνιπηερλείνπ.  ΢ηνλ θώδηθα απηό ππνινγίζηεθαλ νη παξάγσγνη επαηζζεζίαο ηεο 



αληηθεηκεληθήο ζπλάξηεζεο (κεηαβνιή αεξνδπλακηθήο δύλακεο σο πξνο ηηο 

ζπληεηαγκέλεο ησλ θόκβσλ ηνπ πιέγκαηνο). ΢ηε ζπλέρεηα, κε επηπιένλ αλάπηπμε 

θώδηθα ππνινγίζηεθαλ νη παξαγσγνη επαηζζεζίαο σο πξνο ηα ζεκεία ειέγρνπ ηεο 

παξακεηξνπνίεζεο ηεο επηθάλεηαο. Σέινο, ππνινγίζηεθαλ νη λέεο ηηκέο ησλ 

κεηαβιεηώλ ζρεδηαζκνύ κε ηε κέζνδν ηεο απόηνκεο θαζόδνπ θαη πινπνηήζεθαλ θύθινη 

βειηηζηνπνίεζεο. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



Abstract 

 The purpose of this MSc thesis is the development of computational code for the 

parameterization of the geometry of an aircraft wing, with the aid of B-splines or NURBS 

(Non-Uniform Rational B-Splines) curves and surfaces. This concept is principally of 

interest to the computer aided design community, where they have become the 

standard for curve and surface description. The desired outcome of this process is a 

parameterized geometry, which can be imported in a CAD type open license software, 

with which the mesh that represents the geometry can be created. The mesh being 

created then can be embedded in an optimization cycle process, based on adjoint 

methods. The gain finally attained is that the control points constituting the 

parameterized geometry are being used as design variables in the optimization cycle 

instead of the coordinates of the mesh nodes. 

 Specifically, the first part of this thesis is comprised of the development of 

computational code which takes as input the Cartesian coordinates delineating the 

airfoils (geometry in vertical projections along the wing) at the tip, the root and internal 

wing, proceeds to NURBS curve interpolation along the coordinates of each airfoil and 

the interpolation of NURBS surfaces along the NURBS curves previously being created, 

based on skinning method. The last process of the code is the export of the NURBS 

surfaces in IGES (Initial Graphics Exchange Specification) file format, which is widely 

used to exchange data among CAD/CAM/CAE systems. 

 In the second part of this thesis the IGES file format is imported in Salome, an 

open license software, in which initially the geometry of far field around the imported 

surfaces is being created. Subsequently, a mesh is being created in this passage, with 

triangles on surfaces and tetrahedron elements in 3D, to be used to conduct the 

numerical flow analysis. 

 In the third and last part of this thesis, optimization of the mesh created in 

Salome is carried out with the aid of a computational code, developed by PCOpt/LTT 

based, on the Continuous Adjoint Method. This code utilizes the computation of the 

sensitivity derivatives of the objective function (variation of the aerodynamic force with 



respect to the variation of the mesh nodes coordinates). Subsequently, an additional 

development of code takes part for the computation of sensitivity derivatives with 

respect to the variation of the control points constituting the parameterized geometry. 

Finally, the new variables of the control points are computed utilizing the steepest 

descent method and the same processes constitutes the following optimization cycle. 
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 1 

 ΔΗ΢ΑΓΧΓΖ 

 ΢ην θεθάιαην απηό παξνπζηάδνληαη εηζαγσγηθέο πιεξνθνξίεο ζρεηηθά κε ην 

θίλεηξν θαη ηνλ ζθνπό ηεο εξγαζίαο θαη πεξηγξάθνληαη ζπλνπηηθά ην πεξηερόκελν 

ησλ θεθαιαίσλ. 

 

1.1 Κίλεηρο θαη ΢θοπός 

 Πνιιέο θνξέο ζηε βηνκεραλία, γηα ηε βειηηζηνπνίεζε ηεο γεσκεηξίαο ελόο 

αληηθεηκέλνπ, πξέπεη αξρηθά λα κεηαζρεκαηηζηεί ε ηειεπηαία από ηε κνξθή πνπ 

δίλεηαη από ηα παθέηα ζρεδίαζεο ζε ππνινγηζηή ζε θαξηεζηαλέο ζπληεηαγκέλεο, λα 

βξεζνύλ νη βέιηηζηνπνηεκέλεο ζπληεηαγκέλεο θαη, κε ηε ζεηξά ηνπο, λα κεηαηξαπνύλ 

πίζσ ζε κνξθή πνπ δέρνληαη ηα παθέηα ζρεδίαζεο. Γελ ππάξρεη όκσο θάηη πνπ λα 

εμαζθαιίδεη όηη ε βέιηηζηε γεσκεηξία, (ζύκθσλα κε ηα θξηηήξηα πνπ ηίζεληαη) ζε 

θαξηεζηαλέο ζπληεηαγκέλεο, ζα είλαη θαη ε βέιηηζηε ζηε κεηαζρεκαηηζκέλε κνξθή. Ο 

ζθνπόο ινηπόλ ηεο εξγαζίαο απηήο είλαη ε αλάπηπμε ππνινγηζηηθνύ θώδηθα γηα ηελ 

παξακεηξνπνίεζε ηεο γεσκεηξίαο πηέξπγαο αεξνζθάθνπο κε θακπύιεο θαη 

επηθάλεηεο B-splines ή NURBS, νη νπνίεο ρξεζηκνπνηνύληαη θαηά θύξην ιόγν θαη από 

ηα παθέηα ζρεδίαζεο ζε ππνινγηζηέο. Σν επηζπκεηό είλαη λα εηζαρζνύλ ζε δηαδηθαζία 

βειηηζηνπνίεζεο νη παξακεηξηθέο κεηαβιεηέο σο κεηαβιεηέο ζρεδηαζκνύ θαη όρη νη 

θαξηεζηαλέο ζπληεηαγκέλεο. 

 

1.2 Γηάρζρωζε κεηαπηστηαθής εργαζίας 

 Αθνινπζνύλ ζην ππόινηπν ηεο εξγαζίαο ηέζζεξα θεθάιαηα, ην πεξηερόκελν 

ησλ νπνίσλ δίλεηαη πεξηιεπηηθά ζε απηή ηελ ππνελόηεηα. 
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 ΢ην δεύηεξν θεθάιαην παξαηίζεηαη νη έλλνηεο θαη ε καζεκαηηθή δηαηύπσζε ησλ 

θακππιώλ θαη επηθαλεηώλ B-splines θαη NURBS θαη ε ρξεζηκόηεηά ηνπο γεληθά, αιιά 

θαη εηδηθά ζηελ εξγαζία απηή. Αξρηθά πεξηγξάθεηαη ε βαζηθή ζπληζηώζα ηεο 

καζεκαηηθήο ηνπο δηαηύπσζεο, νη ζπλαξηήζεηο βάζεο, θαη νη ηδηόηεηέο ησλ 

ζπλαξηήζεσλ βάζεο, από ηηο νπνίεο πεγάδνπλ θαη νη πεξηγξαθόκελεο ζηε ζπλέρεηα 

ηδηόηεηεο ησλ θακππιώλ θαη επηθαλεηώλ B-splines θαη NURBS. Δπίζεο 

πεξηγξάθνληαη θάπνηα ζεκαληηθά εξγαιεία κνξθνπνίεζεο ησλ πξνεγνύκελσλ, ε 

καζεκαηηθή ηνπο δηαηύπσζε θαη νη δπλαηόηεηεο θαη ε επειημία πνπ παξέρνπλ ζηε 

ρξήζε. Σέινο πεξηγξάθεηαη ν ππνινγηζηηθόο θώδηθαο πνπ αλαπηύρζεθε γηα ηελ 

εξγαζία θαη ηα βήκαηα από ηελ εηζαγσγή ησλ αξρηθώλ δεδνκέλσλ πεξηγξαθήο ηεο 

γεσκεηξίαο ηεο πηέξπγαο αεξνζθάθνπο, έσο ηελ εμαγσγή ηεο πεξηγξαθήο ηεο κε 

επηθάλεηεο NURBS ζε αξρείν ηύπνπ IGES. 

 ΢ην ηξίην θεθάιαην αλαθέξεηαη ε εηζαγσγή ηνπ αξρείνπ πνπ πεξηγξάθεη ηε 

γεσκεηξία ηεο πηέξπγαο κε επηθάλεηεο NURBS ζην ππνινγηζηηθό παθέην ζρεδίαζεο 

Salome θαη γίλεηαη αλαιπηηθή πεξηγξαθή ηεο δεκηνπξγίαο πιέγκαηνο ζηελ 

ζπγθεθξηκέλε γεσκεηξία, αιιά θαη ζε απηή πνπ ζρεκαηίζηεθε κε ηε βνήζεηα ηνπ 

Salome θαη πεξηγξάθεη ην ρώξν έσο ην επάπεηξνλ όξην γύξσ από ηελ πηέξπγα. 

 ΢ην ηέηαξην θεθάιαην πεξηγξάθεηαη ε ΢πλερήο ΢πδπγήο Μέζνδνο, ε νπνία 

πινπνηείηαη ζηνλ θώδηθα πνπ ρξεζηκνπνηήζεθε γηα ηελ αλάιπζε ηεο ξόεο ζην πιέγκα 

πνπ δεκηνπξγήζεθε ζην παθέην ζρεδίαζεο Salome θαη παξέρεη πιεξνθνξία γηα ηελ 

αιιαγή ηεο γεσκεηξίαο ηεο πηέξπγαο. Αλαθέξεηαη επίζεο ν επηπιένλ θώδηθαο πνπ 

αλαπηύρζεθε γηα ηελ επεμεξγαζία ηεο πιεξνθνξίαο απηήο θαη ν ηξόπνο πνπ 

κεηαθηλείηαη ην πιέγκα γηα λα πεξηγξάθεη ηε λέα γεσκεηξία. Σνλίδεηαη όηη ε δηαδηθαζία 

απηή απηνκαηνπνηήζεθε γηα λα πξαγκαηνπνηεί θύθινπο βειηηζηνπνίεζεο κε ηα 

πξναλαθεξζέληα βήκαηα ζε θάζε θύθιν. 

 Σέινο, ζην πέκπην θεθάιαην παξαηίζεληαη ηα απνηειέζκαηα ηεο 

βειηηζηνπνίεζεο θαη δηαγξακκάηα γηα ηελ παξαηήξεζή ηνπο θαη θαηαγξάθνληαη ηα 

ζπκπεξάζκαηα πνπ εμάγνληαη από ηελ εξγαζία απηή. 
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 2 

 ΘΔΧΡΖΣΗΚΟ ΤΠΟΒΑΘΡΟ 

 ΢ηε κνληεινπνίεζε ηεο γεσκεηξίαο αληηθεηκέλσλ από νπνηνδήπνηε 

ππνινγηζηηθά παθέηα ζρεδίαζεο ρξεζηκνπνηνύληαη θαηά θόξνλ παξακεηξηθέο 

θακπύιεο θαη επηθάλεηεο (NURBS, B-splines, Bezier θ.ά.). Πξνηηκνύληαη από ηηο 

πεπιεγκέλεο πεξηγξαθέο (εμηζώζεηο πνπ πεξηγξάθνπλ ηε ζπζρέηηζε ησλ 

ζπληεηαγκέλσλ ηεο γεσκεηξίαο κεηαμύ ηνπο) ιόγσ ησλ πιενλεθηεκάησλ πνπ 

παξνπζηάδνπλ. 

 ΢ην θεθάιαην απηό αλαθέξεηαη ε ζεσξία ησλ παξακεηξηθώλ θακππιώλ θαη 

επηθαλεηώλ B-splines θαη ηεο πην γεληθήο κνξθήο, ησλ NURBS, πνπ είλαη απαξαίηεηε 

γηα ηελ θαηαλόεζε ησλ βεκάησλ ηνπ θώδηθα πνπ αλαπηύρζεθε. Πεξηιεπηηθή 

πεξηγξαθή ησλ βεκάησλ απηώλ γίλεηαη ζην ηέινο ηνπ θεθαιαίνπ κε παξαπνκπή θάζε 

θνξά ζηελ αληίζηνηρε ζεσξία. ΢πλνπηηθά, κπνξεί αξρηθά λα αλαθεξζεί όηη δίλνληαη 

σο δεδνκέλα ζηνλ θώδηθα ηα ζεκεία πνπ πεξηγξάθνπλ αεξνηνκέο (airfoils) ζε 

δηάθνξα ζεκεία θαηά κήθνο ηνπ εθπεηάζκαηνο ηεο πηέξπγαο θαη ηα επηζπκεηά κεγέζε 

απηνύ. Από ηα δεδνκέλα ππνινγίδνληαη νη παξακεηξηθέο θακπύιεο πνπ πεξηγξάθνπλ 

θάζε αεξνηνκή θαη, ζηε ζπλέρεηα, ε παξακεηξηθή επηθάλεηα πνπ εκπεξηέρεη όιεο ηηο 

ππνινγηζζείζεο θακπύιεο. 

 

2.1 Κακπύιε B-spline 

 Μία θακπύιε B-spline p-βαζκνύ ζηνλ 3Γ ρώξν δίλεηαη από ηελ παξαθάησ 

ζρέζε [1]: 

n

i,p i

i 0

C(u) (x(u),y(u),z(u)) N (u)P ,        a u b       (2.1) 


     
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όπνπ ηα x(u),y(u) θαη z(u) είλαη νη θαξηεζηαλέο ζπληεηαγκέλεο ηεο θακπύιεο C σο 

ζπλάξηεζε ηεο παξακέηξνπ u, ηα Pi(x,y,z) είλαη ηα ζεκεία ειέγρνπ (control points) θαη 

νη Ni,p(u) είλαη νη ζπλαξηήζεηο βάζεο (basis functions) p-βαζκνύ,νη νπνίεο νξίδνληαη 

ζην κε-πεξηνδηθό (nonperiodic) θαη κε-νκνηόκνξθν (nonuniform) δηάλπζκα θόκβσλ 

(knot vector) m+1 θόκβσλ (knots) [1] 

p 1 m p 1

p 1p 1

U {a,...,a,u ,...,u ,b,...b}         (2.2)
  



   

 ΢ην ζρήκα 2.1 θαη 2.2  παξαηεξείηαη όηη ε θακπύιε C, πνπ πεξηγξάθεη ηελ 

επηζπκεηή γεσκεηξία, είλαη κηα παξακεηξηθή σο πξνο u δηαλπζκαηηθή ζπλάξηεζε ηνπ 

γξακκηθνύ ζπλδπαζκνύ ησλ ζπλαξηήζεσλ βάζεο πνιιαπιαζηαζκέλσλ κε ηνπο 

ζπληειεζηέο P. Από ηηο ηδηόηεηεο ησλ επηκέξνπο ζπληειεζηώλ απηνύ ηνπ γξακκηθνύ 

ζπλδπαζκνύ, πεγάδνπλ θαη νη επηζπκεηέο ηδηόηεηεο ησλ B-spline θακππιώλ. 

 

΢τήκα 2.1: Κπβηθέο ζπλαξηήζεηο βάζεο ζην δηάλπζκα θόκβσλ 

U={0,0,0,0,1/4,1/2,3/4,1,1,1,1}. Η γξαθηθή παξάζηαζε ησλ ζπλαξηήζεσλ βάζεο 

ελαιιάζζεηαη από εληαία ζε δηαθεθνκκέλε γξακκή αλάκεζα ζηα δηαθνξεηηθά δηαζηήκαηα ηνπ 

δηαλύζκαηνο θόκβσλ. [1] 

 

2.1.1 ΢πλαξηήζεηο Βάζεο 

 ΢ηε ζρέζε (2.2) νξίδεηαη ην δηάλπζκα θόκβσλ σο κία κε-κεηνύκελε αθνινπζία 

πξαγκαηηθώλ αξηζκώλ σο εμήο [1]: 

i i 1u u , i 0,...,m 1


  
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΢πλήζσο ιακβάλεηαη a=0 θαη b=1, ρσξίο απηό λα ηζρύεη πάληα. ΢ηηο πεξηπηώζεηο πνπ 

δελ ηζρύεη, ην δηάζηεκα [a,b] κπνξεί θαη πάιη λα θαλνληθνπνηεζεί ζηε κνλάδα κε ηε 

ζρέζε 

i
i

u a
u     , i=0,..,m

b a





  

΢πλεπώο, ην δηάλπζκα θόκβσλ 
1 2 2

{0,0,0, , , ,1,1,1}
3 3 3

 είλαη ηαπηόζεκν κε ην δηάλπζκα 

{2,2,2,3,4,4,5,5,5}  . 

Δπίζεο ππάξρνπλ δηάθνξνη ηύπνη δηαλπζκάησλ θόκβσλ, αιιά ζηελ εξγαζία απηή 

ρξεζηκνπνηνύληαη ηα κε-πεξηνδηθά, γηα ηα νπνία ηζρύεη, όπσο θαίλεηαη θαη ζηε ζρέζε 

(2.2), όηη νη πξώηνη p+1 θόκβνη έρνπλ ηελ ίδηα ηηκή θαη ην ίδην ηζρύεη θαη γηα ηνπο p+1 

ηειεπηαίνπο. Δλαιιαθηηθά αλαθέξεηαη όηη ε πξώηε θαη ε ηειεπηαία ηηκή έρνπλ p+1 

πνιιαπιόηεηα. Σέινο κε ηνλ ραξαθηεξηζκό κε-νκνηόκνξθνη πεξηγξάθεηαη ε ηδηόηεηα 

νη εζσηεξηθνί θόκβνη λα κελ ηζαπέρνπλ πάληνηε θαη λα επηηξέπεηαη δύν δηαδνρηθνί 

από απηνύο λα έρνπλ ηελ ίδηα ηηκή. 

 

΢τήκα 2.2: Κπβηθή B-spline θακπύιε πνπ ρξεζηκνπνηεί ηηο ζπλαξηήζεηο βάζεο πνπ 

παξνπζηάδνληαη ζην ζρήκα 2.1. Η γξαθηθή παξάζηαζε ηεο θακπύιεο ελαιιάζζεηαη ζε εληαία 

θαη δηαθεθνκκέλε γξακκή αλάινγα κε ην δηάζηεκα ηνπ δηαλύζκαηνο θόκβσλ ζην νπνίν 

αληηζηνηρεί. [1] 
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 Με ηε βνήζεηα ηνπ δηαλύζκαηνο θόκβσλ νξίδνληαη θαη νη B-spline ζπλαξηήζεηο 

βάζεο p-βαζκνύ (p+1 ηάμεο) σο εμήο [1]: 

i i 1

i,0

i p 1i
i,p i,p 1 i 1,p 1

i p i i p 1 i 1

1   αν u u u
N (u)   

0  αλλιώς

                                                                            (2.3)

u uu u
N (u) N (u) N (u)

u u u u



 

  

   

 
 



 

 

 

Από ηνλ νξηζκό απηό ζεκεηώλνληαη ηα παξαθάησ [1]: 

i. Σα Ni,0(u) (ζρήκα 2.3a) είλαη θιηκαθσηέο ζπλαξηήζεηο θαη ηζνύληαη κε ην 0 

παληνύ εθηόο από ην εκηαλνηρηό δηάζηεκα i i 1u [u ,u )



.
 

ii. Γηα p>0, ηα Ni,p(u) (ζρήκαηα 2.3b θαη 2.3c)  είλαη γξακκηθόο ζπλδπαζκόο δύν 

(p-1) βαζκνύ ζπλαξηήζεσλ βάζεο.   

iii. Ο ππνινγηζκόο ελόο ζπλόινπ ζπλαξηήζεσλ βάζεο απαηηεί ηνλ πξνζδηνξηζκό 

ελόο δηαλύζκαηνο θόκβσλ θαη ηνπ βαζκνύ p. 

iv. Η εμίζσζε (2.3) κπνξεί λα νδεγήζεη ζην πειίθν
0

0
 , ην νπνίν νξίδεηαη ίζν κε 0.     
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(a) 

 

(b) 

 

(c) 

΢τήκα 2.3: Παξάδεηγκα ζπλαξηήζεσλ βάζεο ζην δηάλπζκα θόκβσλ 

U={0,0,0,1,2,3,4,4, 

5,5,5} (a) Μεδεληθνύ βαζκνύ, (b) Πξώηνπ βαζκνύ θαη (c) Γεπηέξνπ βαζκνύ. [1] 

v. Σα Ni,p(u) είλαη ηκεκαηηθά πνιπώλπκα πνπ νξίδνληαη ζην ζύλνιν ησλ 

πξαγκαηηθώλ αξηζκώλ u, αιιά γεληθά ην δηάζηεκα πνπ καο ελδηαθέξεη είλαη ην 

[u0,um]. 

vi. Σν εκηαλνηρηό δηάζηεκα i i 1[u ,u )
   θαιείηαη i-νζηό δηάζηεκα θόκβσλ (knot span) 

θαη κπνξεί λα έρεη κεδεληθό κήθνο, θαζώο επηηξέπεηαη δύν δηαθνξεηηθνί 

θόκβνη λα έρνπλ ηελ ίδηα ηηκή. 
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2.1.2 Ιδηόηεηεο ζπλαξηήζεσλ βάζεο 

 Παξαθάησ πξνζδηνξίδνληαη νη ζεκαληηθέο ηδηόηεηεο ησλ ζπλαξηήζεσλ βάζεο 

p-βαζκνύ θαη δηαλύζκαηνο θόκβσλ U={u0,…,um} [1]: 

Ηδ 2.1.2.1 Ni,p(u)=0 αλ ην u βξίζθεηαη εθηόο ηνπ δηαζηήκαηνο [ui,ui+p+1). Απηή ε ηδηόηεηα 

δείρλεη ηνλ ηνπηθό ραξαθηήξα ησλ ζπλαξηήζεσλ βάζεο. 

Ηδ 2.1.2.2 Ni,p(u)  0 γηα όια ηα i, p θαη u (νη ζπλαξηήζεηο βάζεο δελ έρνπλ αξλεηηθέο 

ηηκέο). 

Ηδ 2.1.2.3 Γηα έλα απζαίξεην δηάζηεκα θόκβσλ [ui,ui+1), 
i

j,p

j i p

N (u) 1
 

  γηα όια ηα 

i i 1u [u ,u )


  (ηδηόηεηα ηνπ δηακεξηζκνύ ηεο κνλάδαο). 

Ηδ 2.1.2.4 ΢ε θάζε δνζέλ δηάζηεκα θόκβσλ [ui,ui+1), ην πνιύ p+1 από ηα Ni.p είλαη κε 

κεδεληθά. ΢πγθεθξηκέλα ηα Ni-p.p,…,Ni.p. Γηα παξάδεηγα, ζην δηάζηεκα 3 4[u ,u )  νη 

θπβηθέο ζπλαξηήζεηο πνπ είλαη κε κεδεληθέο είλαη νη N0,3,...,N3,3. 

Ηδ 2.1.2.5 Όιεο νη παξάγσγνη ησλ Ni,p(u) ππάξρνπλ ζην εζσηεξηθό ελόο δηαζηήκαηνο 

θόκβσλ. ΢ηνπο θόκβνπο όκσο νη Ni,p(u) είλαη p-k θνξέο ζπλερώο παξαγσγίζηκεο, 

όπνπ k είλαη ε πνιιαπιόηεηα ηνπ θόκβνπ (δειαδή πόζνη θόκβνη έρνπλ ηελ ίδηα ηηκή). 

Η πνιιαπιόηεηα ηνπ θάζε θόκβνπ όκσο εληνπίδεηαη μερσξηζηά γηα θάζε ζπλάξηεζε 

βάζεο θαη κόλν γηα ηνπο θόκβνπο πνπ βξίζθνληαη ζην δηάζηεκα πνπ απηή είλαη κε-

κεδεληθή. 

Ηδ 2.1.2.6 Δθηόο από ηελ πεξίπησζε όπνπ p=0, ηα Ni,p(u) έρνπλ κόλν κία κέγηζηε  

ηηκή γηα θάπνην u0.  

Ηδ 2.1.2.7 Γηα m+1 θόκβνπο ππάξρνπλ n+1 ζπλαξηήζεηο βάζεο, όπνπ n=m-p-1. 

Δπίζεο ηζρύεη όηη Ni,p(u0)=0 γηα i≠0 θαη  Ni,p(um) γηα  i≠n. 
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2.1.3 Ιδηόηεηεο θακππιώλ B-spline 

 Από ηηο ηδηόηεηεο ησλ ζπλαξηήζεσλ βάζεο πνπ πεξηγξάθεθαλ ζηελ 

πξνεγνύκελε ππνελόηεηα πεγάδνπλ νη παξαθάησ ηδηόηεηεο ησλ θακππιώλ B-spline. 

Ηδ 2.1.3.1 Αλ n=p θαη U={0,…,0,1,…,1}, ηόηε ε C(u) είλαη κία θακπύιε Bezier. Οη 

θακπύιεο Bezier απνηεινύλ εθθπιηζκέλε πεξίπησζε ησλ B-spline θη έρνπλ ηελ 

ηδαηηεξόηεηα όιεο νη ζπλαξηήζεηο βάζεο λα είλαη κε-κεδεληθέο εληόο ηνπ δηαζηήκαηνο 

[0,1] ηνπ δηαλύζκαηνο θόκβσλ. Όπσο θαίλεηαη ζηα ζρήκαηα 2.4 θαη 2.5, απηό 

ζεκαίλεη όηη ζην ζρεκαηηζκό θάζε ζεκείνπ ηεο θακπύιεο ζπλεηζθέξνπλ όια ηα 

ζεκεία ειέγρνπ Pi. 

Ηδ 2.1.3.2 H C(u) είλαη κία ηκεκαηηθή πνιπσλπκηθή θακπύιε (εθόζνλ ηα Ni,p(u) είλαη 

ηκεκαηηθά πνιπώλπκα). Ο βαζκόο p, ν αξηζκόο ησλ ζεκείσλ ειέγρνπ, n+1, θαη ν 

αξηζκόο ησλ θόκβσλ ζπλδένληαη κε ηε ζρέζε  

       m=n+p+1 . 

Ηδ 2.1.3.3 Σν πξώην θαη ην ηειεπηαίν ζεκείν ειέγρνπ ζπκπίπηεη κε ηελ αξρή θαη ην 

ηέινο ηεο θακπύιεο αληίζηνηρα. C(0)=P0 θαη C(1)=Pn. 

Ηδ 2.1.3.4 Οπνηνζδήπνηε κεηαζρεκαηηζκόο ζηε γεσκεηξία ηεο θακπύιεο γίλεηαη 

καηαθηλώληαο κόλν ηηο ζέζεηο ησλ ζεκείσλ ειέγρνπ. 

Ηδ 2.1.3.5 Η θακπύιε εκπεξηέρεηαη εληόο ηεο επηθάλεηαο ηνπ πνιπγώλνπ ειέγρνπ 

(control polygon) πνπ ζρεκαηίδνπλ ηα ζεκεία ειέγρνπ Pi (ζρήκαηα 2.6 θαη 2.7). 

΢πγθεθξηκέλα γηα i i 1u [u ,u )


  ε θακπύιε C(u) εκπεξηέρεηαη εληόο ηεο επηθάλεηαο πνπ 

ζρεκαηίδνπλ ηα i p iP ,...,P
 . Δηδηθά ζην ζρήκα 2.7 παξαηεξείηαη ην πόζν ηζρπξή είλαη 

απηή ε ηδηόηεηα, θαζώο γηα ηα ζπλεπζεηαθά ζεκεία ειέγρνπ 2 3 4P ,P  και P  ην ηκήκα ηεο 

θακπύιεο, πνπ ζρεκαηίδεηαη απνθιεηζηηθά από απηά, ζπκπίπηεη κε ηελ επζεία πνπ ηα 

ελώλεη. 
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Ηδ 2.1.3.6 Σνπηθό ζρήκα δηακόξθσζεο (ζρήκα 2.8): κεηαθηλώληαο ηα Pi αιιάδεη ε 

θακπύιε C(u) κόλν ζην δηάζηεκα i i p 1[u ,u )
 

 , ην νπνίν ζπκβαίλεη γηαηί ηα i,pN (u) 0  

γηα i, i p 1u [u u )
 

  (Ιδηόηεηα ηδ 2.1.2.1). 

 

΢τήκα 2.4: Κπβηθέο ζπλαξηήζεηο βάζεο ζην δηάλπζκα θόκβσλ U={0,0,0,0,1,1,1,1} [1] 

 

΢τήκα 2.5: Κπβηθή θακπύιε Bezier πνπ αληηζηνηρεί ζηηο ζπλαξηήζεηο βάζεο ηνπ ζρήκαηνο 

2.1. [1] 

Ηδ 2.1.3.7 Σν πνιύγσλν ειέγρνπ απνηειεη κία ηκεκαηηθή γξακκηθή πξνζέγγηζε ηεο 

θακπύιεο , ε νπνία βειηηώλεηαη κε εηζαγσγή λένπ θόκβνπ (knot insertion) ή κε 

αύμεζε ηνπ βαζκνύ ησλ ζπλαξηήζεσλ βάζεο (degree elevation) (βι. ππνελόηεηεο 

2.4.1 θαη 2.4.3). Γεληθά, όζν πην κηθξόο είλαη ν βαζκόο ησλ ζπλαξηήζεσλ βάζεο, 

ηόζν πην θνληά αθνινπζεί ην πνιύγσλν ειέγρνπ ε θακπύιε B-spline (ζρήκα 2.9). 
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Απηό ζπκβαίλεη γηαηί όζν κηθξόηεξνο είλαη ν βαζκόο, ηόζν ιηγόηεξα ζεκεία ειεγρνπ 

ζπκκεηέρνπλ ζηνλ πξνζδηνξηζκό ελόο ζεκείνπ C(u0) ηεο θακπύιεο γηα δνζέλ u0. 

Αθξαία πεξίπησζε απνηειεί ε πεξίπησζε p=1, ζηελ νπνία θάζε ζεκείν C(u0) είλαη 

γξακκηθή παξεκβνιή αλάκεζα ζε δύν ζεκεία ειέγρνπ. Σόηε ε θακπύιε είλαη ην 

πνιύγσλν ειέγρνπ. 

 

΢τήκα 2.6: Παξαηεξείηαη ε ηδηόηεηα Ιδ2.1.3.5 γηα ην δηάζηεκα 3 4u [u ,u )  , όπνπ ε θακπύιε 

εκπεξηέρεηαη ζην ηξίγσλν πνπ ζρεκαηίδνπλ ηα ζεκεία 1 2 3P,P  και P . [1] 

 

΢τήκα 2.7: Παξαηεξείηαη ε ηδηόηεηα Ιδ2.1.3.5 ζε ηεηξαγσληθή B-spline θακπύιε ζην 

U={0,0,0,1/5,2/5,3/5,4/5,1,1,1}. Η θακπύιε είλαη κία επζεία γξακκή αλάκεζα ζηα C(2/5) θαη 

C(3/5). [1] 
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Ηδ 2.1.3.8 Γηαζρίδνληαο ην κήθνο ηεο θακπύιεο από ην u=0 ζην u=1, θάζε θνξά πνπ 

ην u πεξλά έλαλ θόκβν, κεδελίδεηαη κία i,pNi (u)  ζπλάξηεζε (θαηά ζπλέπεηα θαη ε 

ζπλεηζθνξά ηνπ αληίζηνηρνπ ζεκείνπ ειέγρνπ Pi) θαη απόθηα ηηκή κία άιιε i,pNi (u) . 

 

 

΢τήκα 2.8: Μία θπβηθή θακπύιε ζην U={0,0,0,01/4,1/2,3/4,1,1,1,1}. Μεηαθηλώληαο ην 

4 4P  ζηο P  επεξεάδεηαη θαη αιιάδεη ε θακπύιε ζην δηάζηεκα [1/4,1). [1] 

 

΢τήκα 2.9: B-spline θακπύιεο δηαθνξεηηθώλ βαζκώλ πνπ ρξεζηκνπνηνύλ ην ίδην πνιύγσλν 

ειέγρνπ. [1] 
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Ηδ 2.1.3.9 Καλέλα επίπεδν δελ ηέκλεη ηελ θακπύιε ζε πεξηζζόηεξα ζεκεία από απηά 

πνπ ηέκλεη ην πνιύγσλν ειέγρνπ (αληηθαζίζηαηαη ε ιέμε επίπεδν κε ηε ιέμε γξακκή 

γηα 2Γ θακπύιε). Απηή ε ηδηόηεηα επηηξέπεη  κία δηαηζζεηηθή πξόβιεςε ησλ αιιαγώλ 

θαηεύζπλζεο ηεο θακπύιεο, νη νπνίεο δελ πξόθεηηαη λα είλαη πεξηζζόηεξεο από απηέο 

πνπ παξαηεξνύληαη ζην πνιύγσλν ειέγρνπ. 

Ηδ 2.1.3.10 Η ζπλέρεηα θαη ε δηαθνξηζηκόηεηα ηεο C(u) θακπύιεο αθνινπζεί απηή ησλ 

ζπλαξηήζεσλ βάζεο i,pNi (u)  (βι. Ιδ 2.1.2.5, θαζώο ε C(u) είλαη γξακκηθόο 

ζπλδπαζκόο ησλ i,pNi (u) ). Έηζη ε C(u) είλαη απείξσο δηαθνξίζηκε ζην εζσηεξηθό ησλ 

δηαζηεκάησλ ησλ θόκβσλ θαη ηνπιάρηζηνλ p-k θνξέο ζπλερώο δηαθνξίζηκε ζε έλαλ 

θόκβν πνιιαπιόηεηαο k. Σν ηνπιάρηζηνλ ρξεζηκνπνηείηαη γηαηί κπνξεί λα απμεζεί ν 

αξηζκόο πνπ είλαη ζπλερσο δηαθνξίζηκε ε θακπύιε ζε έλαλ θόκβν, ηνπνζεηώληαο ζε 

ζπγθεθξηκέλεο ζέζεηο ηα ζεκεία ειέγρνπ. 

Ηδ 2.1.3.11 Δίλαη πηζαλό (θαη κεξηθέο θνξέο ρξήζηκν) λα ρξεζηκνπνηνύληαη πνιιαπιά 

ζπκπίπηνληα ζεκεία ειέγρνπ Pi. ΢ε απηήλ ηελ πεξίπησζε, ζην ζεκείν όπνπ 

ζπκπίπηνπλ δύν ζεκεία ειέγρνπ κπνξεί λα παξαηεξεζεί κία αηρκή (νπηηθή 

αζπλέρεηα), παξόιν πνπ ε θακπύιε εθεί κπνξεί λα είλαη C1 ζπλερήο. 

 

2.2 Κακπύιε NURBS (Non-Uniform Rational B-Splines) 

 Μία θακπύιε Nurbs (κε-νκνηόκνξθε ξεηή B-spline) p-βαζκνύ δίλεηαη από ηελ  

παξαθάησ ζρέζε: 

n

i,p i i

i 0

n

i,p i

i 0

N (u)w P

C(u) (x(u),y(u),z(u)) ,      a u b     (2.4α)

N (u)w





   



 

ή αιιηώο 



14 
 

n
i,p i

i,p i i,p n
i 0

i,p j

j 0

N (u)w
C(u)= R (u)P,    όποσ    R (u)   και  a u b    (2.4β)

N (u)w



  


 

Με ηηο ζπλαξηήζεηο βάζεο θαη πάιη νξηζκέλεο, όπσο θαη ζηηο B-spline θακπύιεο, ζην 

δηάλπζκα θόκβσλ p 1 m p 1

p 1p 1

U {a,...,a,u ,...,u ,b,...b}.
  



 
 

 Η δηαθνξά κε ηηο B-splines πξνθύπηεη από ηα βαζκσηά βάξε (weights) wi 

(όπνπ wi>0). Παξαθάησ επηρεηξείηαη ε απνζαθήληζε πξώηα ηνπ όξνπ “ξεηή” θαη, ζηε 

ζπλέρεηα, ν ηξόπνο κεηάβαζεο από ηηο B-spline ζηηο NURBS. 

 

2.2.1 Ρεηέο ζπλαξηήζεηο (rational functions) – Οκνγελείο ζπληεηαγκέλεο 

(homogeneous coordinates) 

 Οη απιέο πνιπσλπκηθέο θακπύιεο αδπλαηνύλ λα πεξηγξάςνπλ κε αθξίβεηα 

θσληθέο θακπύιεο ζπκπεξηιακβαλνκέλνπ θαη ηνπ θύθινπ. Γηα ηελ αλαπαξάζηαζε 

ησλ ηειεπηαίσλ γίλεηαη ρξήζε ξεηώλ ζπλαξηήζεσλ, νη νπνίεο νξίδνληαη σο ην πειίθν 

δύν πνιπσλύκσλ. ΢πγθεθξηκέλα έρνπλ ηε κνξθή 

X(u) Y(u) Z(u)
x(u) ,       y(u)=     και     z(u)=     (2.5)

W(u) W(u) W(u)


 

όπνπ ηα X(u),Y(u),Z(u) θαη W(u) είλαη πνιπώλπκα θαη θάζε ζπλάξηεζε 

ζπληεηαγκέλσλ έρεη ηνλ ίδην παξνλνκαζηή.  

Οη ξεηέο ζπλαξηήζεηο κε ηελ παξαπάλσ κνξθή ησλ ζπλαξηήζεσλ ζπληεηαγκέλσλ 

κπνξνύλ λα νδεγήζνπλ ζε απνηειεζκαηηθέο δηαδηθαζίεο θαη ζε ζπκπαγή 

απνζήθεπζε δεδνκέλσλ. Γηα ηελ επίηεπμε απηνύ ηνπ ζθνπνύ γίλεηαη ρξήζε ησλ 

νκνγελώλ ζπληεηαγκέλσλ γηα ηελ αλαπαξάζηαζε ξεηώλ θακππιώλ ζηνλ n-δηάζηαην 
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ρώξν σο πνιπσλπκηθή θακπύιε ζηνλ (n+1)-δηάζηαην ρώξν. Αξρηθά ζεσξείηαη έλα 

ζεκείν ζηνλ 3Γ Δπθιείδεην ρώξν, P=(x,y,z). Σόηε, ην P γξάθεηαη σο 

Pw=(wx,wy,wz,w)=(X,Y,Z,W) ζηνλ ηεηξαδηάζηαην ρώξν, κε w≠0. Γηα λα ιεθζεί ην P 

από ην Pw, δηαηξνύληαη όιεο νη ζπληεηαγκέλεο ηνπ ηειεπηαίνπ κε ηελ ηέηαξηε 

ζπληεηαγκέλε, W, δειαδή κε αληηζηνίρηζε ηνπ Pw από ηελ αξρή ησλ αμόλσλ 

ζπληεηαγκέλσλ ζην ππεξεπίπεδν W=1 (ζρήκα 2.10). Απηή ε αληηζηνίρηζε, ε νπνία 

ππνδειώλεηαη κε ην H, είλαη κία πξννπηηθή απεηθόληζε κε θέληξν ηελ αξρή ησλ 

αμόλσλ ζπληεηαγκέλσλ 

w

X Y Z
( , , )               αν W 0

P H{P } H{(X,Y,Z,W)}    (2.6) W W W

καηεύθσνζη (X,Y,Z)  αν W=0




   



 

Παξαηεξείηαη όηη γηα απζαίξεηα x, y, z, w1, w2, όπνπ w1≠w2 

1 2w w

1 1 1 1 2 2 2 2H{P } H{(w x,w y,w z,w )} (x,y,z) H{(w x,w y,w z,w )} H{P }      

 

΢τήκα 2.10: Αλαπαξάζηαζε Δπθιείδεησλ ζεκείσλ ζε νκνγελή κνξθή γηα ηε δηδηάζηαηε 

πεξίπησζε P(x,y) 
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2.2.2 Από ηηο B-spline ζηηο NURBS 

 Γηα έλα ζύλνιν ζεκείσλ ειέγρνπ, {Pi}, θαη βαξώλ {wi}, θαηζθεπάδνληαη ηα 

ζηαζκηζκέλα ζεκεία ειέγρνπ, w

i i i i i i i iP (w x ,w y ,w z ,w ).  Σόηε νξίδεηαη ε κε-ξεηή 

(πνιπσλπκηθή) B-spline θακπύιε ζηνλ ηεηξαδηάζηαην ρώξν, κέζσ ηεο ζρέζεο (2.1) 

γηα ηα ζεκεία ειέγρνπ w

iP , σο εμήο: 
n

w w

i,p i

i 0

C (u) N (u)P


  . Δθαξκόδνληαο ηελ 

πξννπηηθή απεηθόληζε, H, ζην Cw(u) (ζρήκα 2.11) πξνθύπηεη ε ξεηή B-spline (όπνπ 

ζε ζπλδπαζκό κε κε-νκνηόκνξθν δηάλπζκα θόκβσλ είλαη ε NURBS θακπύιε). 

΢πγθεθξηκέλα, γξάθνληαο ηηο ζπλαξηήζεηο ζπληεηαγκέλσλ ηεο ζρέζεο (2.6), 

πξνθύπηνπλ: 

n n

i,p i i i,p i i

i 0 i 0

n n

i,p i i i,p i

i 0 i 0

X(u) N (u)w x ,    Y(u) N (u)w y ,

Z(u) N (u)w z ,    W(u) N (u)w ,

 

 

 

 

 

 
  

Βξίζθνληαο ζηε ζπλέρεηα ηηο ζπληεηαγκέλεο ζηνλ 3Γ ρώξν πξνθύπηνπλ ηα: 

n

i,p i i

i 0

n

i,p i

i 0

n

i,p i i

i 0

n

i,p i

i 0

n

i,p i i

i 0

n

i,p i

i 0

N (u)w x
X(u)

x(u)
W(u)

N (u)w

N (u)w y
Y(u)

y(u)
W(u)

N (u)w

N (u)w z
Z(u)

z(u)
W(u)

N (u)w













 

 

 













  

Σέινο ρξεζηκνπνηώληαο δηαλπζκαηηθή γξαθή πξνθύπηεη : 
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n n

i,p i i i i i,p i i

i 0 i 0

n n

i,p i i,p i

i 0 i 0

N (u)w (x ,y ,z ) N (u)w P

C(u) (x(u),y(u),z(u))

N (u)w N (u)w

 

 

  
 

 
 

όπνπ είλαη θαη ε ζρέζε (2.4α) πνπ δίλεη ηηο θακπύιεο NURBS.  

 

΢τήκα 2.11: Γεσκεηξηθή θαηαζθεπή ηεο θακπύιεο NURBS ζηνλ 2Γ ρώξν από κία θακπύιε 

B-spline ζηνλ 3Γ [1]. 

 

2.2.3 Ιδηόηεηεο ξεηώλ ζπλαξηήζεσλ βάζεο 

 Αθνινπζνύλ, ζε ζπληνκία, νη ηδηόηεηεο ησλ Ri,p(u) ξεηώλ ζπλαξηήζεσλ βάζεο, 

νη νπνίεο πξνθύπηνπλ από ηε ζρέζε (2.4) θαη ηηο αληίζηνηρεο ηδηόηεηεο ησλ Ni,p(u) 

ζπλαξηήζεσλ βάζεο πνπ αλεθέξζεθαλ ζην ππνθεθάιαην 2.1.2: 

Ηδ 2.2.3.1 Με-αξλεηηθέο ηηκέο: i,pR (u) 0 για όλα ηα i,p και u [0,1].    

Ηδ 2.2.3.2 Γηακεξηζκόο ηεο κνλάδαο : 
n

i,p

i 0

R (u) 1 για όλα ηα u [0,1].


    

Ηδ 2.2.3.3 0,p n,pR (0) R (u) 1.   
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Ηδ 2.2.3.4 Γηα p>0, όια ηα i,pR (u)  έρνπλ αθξηβώο κία κέγηζηε ηηκε ζην δηάζηεκα 

u [0,1].  

Ηδ 2.2.3.5 Σνπηθό πεδίν νξηζκνύ: i,p i i p 1R (u) 0 για u [u ,u ).
 

   Δπηπιένλ, ζε θάζε 

δηάζηεκα αλάκεζα ζε δύν δηαδνρηθνύο θόκβνπο  (δηάζηεκα λνείηαη θαη απηό αλάκεζα 

ζε θόκβνπο κε ηελ ίδηα ηηκή), ην πνιύ p+1 από ηα i,pR (u)  είλαη κε κεδεληθά (γεληθά 

ηζρύεη όηη ηα i p,p i,p i i 1R (u),...,R (u) είναι μη μηδενικά ζηο [u ,u )
  ). 

Ηδ 2.2.3.6 Όιεο νη παξάγσγνη ησλ i,pR (u)  ππάξρνπλ ζην εζσηεξηθό ελόο δηαζηήκαηνο 

θόκβσλ, όπνπ απηέο είλαη ξεηέο ζπλαξηήζεηο κε κε-κεδεληθό παξνλνκαζηή. ΢ε έλαλ 

θόκβν, νη i,pR (u)  είλαη p-k θνξέο ζπλερώο δηαθνξίζηκε, όπνπ k είλαη ε πνιιαπιόηεηα 

ηνπ θόκβνπ. 

Ηδ 2.2.3.7 Αλ i i,p i,pw 1 για όλα ηα i, ηόηε R (u) N (u) για όλα ηα i  , δειαδή νη B-spline 

είλαη εηδηθή πεξίπησζε ησλ NURBS. Γεληθά γηα θάζε a≠0, αλ iw a  γηα όια ηα i, ηόηε 

i,p i,pR (u) N (u)  γηα όια ηα i. 

 

2.2.4 Ιδηόηεηεο θακππιώλ NURBS 

 Οη ηδηόηεηεο ησλ ξεηώλ ζπλαξηήζεσλ βάζεο νδεγνύλ ζηα ζεκαληηθά 

γεσκεηξηθά ραξαθηεξηζηηθά ησλ θακππιώλ NURBS πνπ απνηππώλνληαη ζηηο 

παξαθάησ ηδηόηεηεο: 

Ηδ 2.2.4.1 0 nC(0) P  και C(1)=P , ην νπνίν πξνθύπηεη από ηελ ηδηόηεηα Ιδ 2.2.3.3. 

Ηδ 2.2.4.2 Οπνηνζδήπνηε κεηαζρεκαηηζκόο (κεηαθνξά, παξακόξθσζε, πεξηζηξνθή 

θηι.) εθαξκόδεηαη ζηελ θακπύιε κέζσ ηεο εθαξκνγήο ηνπ ζηα ζεκεία ειέγρνπ. 

Δπίζεο νη θακπύιεο NURBS είλαη ακεηάβιεηεο θαη θάησ από νπνηαδήπνηε 

πξννπηηθή πξνβνιή, γεγνλόο πνιύ ζεκαληηθό ζηα γξαθηθά ππνινγηζηώλ. 



19 
 

Ηδ 2.2.4.3 Αλ i i 1u [u ,u )


 , ηόηε ε C(u) βξίζθεηαη εληόο ηνπ θπξηνύ θειύθνπο πνπ 

ζρεκαηίδνπλ ηα ζεκεία ειέγρνπ i p iP ,...,P


, δειαδή ηνπ πνιπγώλνπ ειέγρνπ. Η ηδηόηεηα 

απηή πξνθύπηεη απν ηηο αληίζηνηρεο Ιδ 2.2.3.1, Ιδ 2.2.3.2 θαη Ιδ 2.2.3.5. 

Ηδ 2.2.4.4 Η C(u) είλαη απείξσο παξαγσγίζηκε ζην εζσηεξηθό ελόο δηαζηήκαηνο 

θόκβσλ θαη p-k παξαγσγίζηκε ζε έλαλ θόκβν πνιιαπιόηεηαο k. 

Ηδ 2.2.4.5 Η ηδηόηεηα ηεο κεησκέλεο δηαθύκαλζεο (όπσο θαη ζηελ ηδηόηεηα Ιδ 2.1.3.9): 

θαλέλα επίπεδν δελ ηέκλεη πεξηζζόηεξεο θνξέο ηελ θακπύιε από όηη ην πνιύγσλν 

ειέγρνπ (αληηθαζηζηνύκε ηε ιέμε επίπεδν κε ηε ιέμε γξακκή γηα 2Γ θακπύιε). 

Πξαθηηθά απηή ε ηδηόηεηα ζεκαίλεη όηη ε θακπύιε δελ έρεη πεξηζζόηεξα ζεκεία 

θακπήο από όηη ην πνιύγσλν ειεγρνπ. 

Ηδ 2.2.4.6 Μία θακπύιε NURBS ρσξίο εζσηεξηθνύο θόκβνπο είλαη κία ξεηή Bezier 

θακπύιε. Όπσο αλαθέξζεθε θαη ζηελ ηδηόηεηα Ιδ 2.1.3.1, απηό ζεκαίλεη όηη ζηε 

δεκηνπξγία ηνπ θάζε ζεκείνπ ηεο θακπύιεο ζπλεηζθέξνπλ όια ηα ζεκεία ειέγρνπ. 

Ηδ 2.2.4.7 Σνπηθή πξνζέγγηζε: αλ ην ζεκείν ειέγρνπ Pi κεηαθηλεζεί ή ην βάξνο wi 

αιιαρζεί, επεξεάδεηαη κόλν ην ηκήκα ηεο θακπύιεο ζην δηάζηεκα i i p 1u [u ,u )
 

 , ην 

νπνίν πξνθύπηεη από ηελ ηδηόηεηα Ιδ 2.2.4.5. 

 Η ηδηόηεηα Ιδ 2.2.4.7 είλαη πνιύ ζεκαληηθή γηα ηνλ δηαδξαζηηθό ζρεδηαζκό 

ζρεκάησλ. Υξεζηκνπνηώληαο ηηο θακπύιεο NURBS, είλαη δπλαηόλ λα γίλεη ρξήζε είηε 

ηεο κεηαθίλεζεο ησλ ζεκείσλ ειέγρνπ είηε ηεο κεηαβνιήο ησλ βαξώλ γηα λα 

επηηεπρζεί ηνπηθόο έιεγρνο ησλ ζρεκάησλ. ΢ηα ζρήκαηα 2.12 θαη 2.13α-γ 

παξαηεξείηαη ην απνηέιεζκα πνπ έρεη ε κεηαβνιή ελόο κόλν βάξνπο ζην ζρήκα ηεο 

θακπύιεο θαη ζηηο ζπλαξηήζεηο βάζεο. Αλ ην i i p 1u [u ,u )
 

 , ηόηε αλ απμεζεί ή κεησζεί 

ην wi, ην ζεκείν C(u) θηλείηαη πην θνληά ή πην καθξηά αληίζηνηρα ζην Pi. Δπηπιένλ, ε 

θίλεζε ηεο C(u) γηα ζηαζεξό u γίλεηαη όπσο θαίλεηαη θαη ζην ζρήκα 2.14 θαηά κήθνο 

επζείαο γξακκήο. ΢ην ζρήκα απηό, παξαηεξνύληαη επίζεο ηα ζεκεία 

3B C(u,για w 0)   θαη 3N C(u,για w 1)  , ηα νπνία ζρεκαηίδνπλ κία επζεία πνπ 
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πεξλά από ην ζεκείo P3. Γηα έλα ηπραίν βάξνο 3 3 30 w , ηο ζημείο B C(u,w )     

βξίζθεηαη πάλσ ζην γξακκηθό ηκήκα πνπ ζρεκαηίδνπλ ηα ζεκεία B θαη P3. 

 

΢τήκα 2.12: Ρεηή θπβηθή B-spline (NURBS) θακπύιε κε ην βαξνο w3 λα κεηαβάιιεηαη. 

 

(a) 

 

(b) 
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(c) 

΢τήκα 2.13: Οη θπβηθέο ζπλαξηήζεηο βάζεο γηα ηηο θακπύιεο ηνπ ζρήκαηνο 2.12 κε (a) w3=1, 

(b) w3=3/10 θαη (c) w3=0. 

 

΢τήκα 2.14: Μεηαθίλεζε ηνπ ζεκείνπ ηεο θακπύιεο γηα ζηαζεξό u θαηά κήθνο επζείαο 

γξακκήο. 

 

2.3 Δπηθάλεηα NURBS 

 Μία επηθάλεηα NURBS p-βαζκνύ ζηελ u θαηεύζπλζε θαη q-βαζκνύ ζηελ v 

θαηεύζπλζε είλαη κία δηπαξακεηξηθή δηαλπζκαηηθή ηκεκαηηθή ξεηή ζπλάξηεζε ηεο 

κνξθήο: 
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n m

i,p j,q i,j i,j

i 0 j 0

n m

i,p j,q i,j

i 0 j 0

N (u)N (v)w P

S(u,v) ,       0 u,v 1      (2.7)

N (u)N (v)w

 

 

  




 

Σα Pi,j ζρεκαηίδνπλ έλα “πιέγκα ειέγρνπ” (control net) δύν θαηεπζύλζεσλ, ηα wi,j είλαη 

ηα βάξε θαη νη 

Ni,p(u) θαη Nj,q(v), είλαη νη κε-ξεηέο B-spline ζπλαξηήζεηο βάζεο ζηα 

δηαλύζκαηα θόκβσλ 





p 1 r p 1 0 r

p 1p 1

q 1 s q 1 0 s

q 1q 1

U {0,...,0,u ,...,u ,1,...,1} {u ,...,u }   (r+1 κόμβοι)

V {0,...,0,v ,...,v ,1,...,1} {v ,...,v }  (s+1 κόμβοι)

  



  



 

 




 

όπνπ ηζρύεη r=n+p+1 θαη s=m+q+1 γηα U θαη V αληίζηνηρα, ζηελ ίδηα ινγηθή κε ηελ 

ηδηόηεηα Ιδ 2.1.3.2 γηα ηηο θακπύιεο B-splines.   

Η ζρέζε (2.7) κπνξεί λα γξαθηεί θαη σο εμήο: 

n m

i,j i,j

i 0 j 0

S(u,v) R (u,v)P                           (2.8)
 



 
i,p j,q i,j

i,j n m

k,p l,q k,l

k 0 l 0

N (u)N (v)w
όποσ  R (u,v)    είναι οι ρηηές ζσναρηήζεις βάζης.

N (u)N (v)w
 



  

Δπίζεο, ζε ζπκθσλία κε όζα πεξηγξάθεθαλ γηα ηηο θακπύιεο, κπνξνύλ λα 

πεξηγξαθνύλ νη NURBS ρξεζηκνπνηώληαο νκνγελείο ζπληεηαγκέλεο. Έηζη πξνθύπηεη 

ε παξαθάησ ζρέζε γηα ηελ επηθάλεηα Sw(u,v) ζηνλ 4Γ ρώξν: 

n m
w w

i,p j,q i,j i,j

i 0 j 0

S (u,v) N (u)N (v)w P ,      0 u,v 1      (2.9)
 

  
 

 Όπσο ηζρύεη θαη γηα ηηο θακπύιεο, νη B-splines απνηεινύλ εθθπιηζκέλε 

πεξίπησζε ησλ NURBS, θαζώο κία NURBS θακπύιε, γηα ηελ νπνία ηζρύεη wi,j=a γηα 
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θάζε i,j κε a≠0, είλαη θακπύιε B-spline. Σν ίδην ηζρύεη θαη γηα ηηο επηθάλεηεο, νπόηε ζε 

απηή ηελ ππνελόηεηα θάζε ηδηόηεηα πνπ αλαθέξεηαη γηα ηηο NURBS ζα ηζρύεη θαη γηα 

ηηο B-spline επηθάλεηεο αλ επηβεβαηώλεηαη ε πεξίπησζε γηα ηα βάξε πνπ 

πξναλαθέξζεθε. Η κόλε δηαθνξά έρεη λα θάλεη κε ην όηη νη ζπλαξηήζεηο βάζεο ησλ 

επηθαλεηώλ B-spline ιακβάλνληαη από ην ηαλπζηηθό γηλόκελν ησλ  Ni,p(u)Nj,q(v), ελώ 

νη αληίζηνηρεο ησλ NURBS επηθαλεηώλ ιακβάλνληαη από ηε ζρέζε (2.8) πνπ δελ 

απνηειεί ηαλπζηηθό γηλόκελν. 

2.3.1 Ιδηόηεηεο δηπαξαγνληηθώλ ξεηώλ ζπλαξηήζεσλ βάζεο 

 Αθνινπζνύλ νη ηδηόηεηεο ησλ δηπαξακεηξηθώλ ξεηώλ ζπλαξηήζεσλ βάζεο ηεο 

ζρέζεο (2.8), ζηελ νπνία ζηνλ αξηζκεηή εκθαλίδεηαη ην ηαλπζηηθό γηλόκελν ησλ 

Ni,p(u) θαη Nj,q(v). Οη ηδηόηεηεο απηέο πξνθύπηνπλ από ηηο αληίζηνηρεο πνπ 

πεξηγξάθεθαλ μερσξηζηά γηα θάζε ζπλάξηεζε βάζεο ζηελ ππνελόηεηα 2.1.1: 

Ηδ 2.3.1.1: Με-αξλεηηθέο ηηκέο: i,jR (u,v) 0  γηα όια ηα i,j,u θαη v. 

Ηδ 2.3.1.2: Γηακεξηζκόο ηεο κνλάδαο: 
n m

i,j

i 0 j 0

R (u,v) 1
 

  γηα όια ηα (u,v) [0,1] [0,1]  . 

 Ηδ 2.3.1.3: Σνπηθό πεδίν νξηζκνύ: i,jR (u,v) 0 , αλ ηα (u,v) βξίζθνληαη εθηόο ηνπ 

νξζνγσλίνπ παξαιιεινγξάκκνπ i i p 1 j j q 1[u ,u ) [v ,v )
   

  (ζρήκα 2.15). 

Ηδ 2.3.1.4: ΢ε θάζε νξζνγώλην παξαιιειόγξακκν ηεο κνξθήο 
0 0 0 0i i p 1 j j q 1[u ,u ) [v ,v )

   
  

ην πνιύ (p+1)(q+1) ζπλαξηήζεηο βάζεο είλαη κε-κεδεληθέο. ΢πγθεθξηκέλα νη i,jR (u,v)

γηα 0 0 0 0i p i i  και j q j j       είλαη κε κεδεληθέο. 

Ηδ 2.3.1.5: Αλ p>0 θαη q>0, ηόηε νη i,jR (u,v)
 
απνθηνύλ αθξηβώο κία κέγηζηε ηηκή 

(ζρήκα 2.15). 

Ηδ 2.3.1.6: 0,0 n,0 0,m n,mR (0,0) R (1,0) R (0,1) R (1,1) 1    . 
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Ηδ 2.3.1.7: Δζσηεξηθά ησλ παξαιιεινγξάκκσλ πνπ ζρεκαηίδνληαη από ηηο u θαη v 

γξακκέο θόκβσλ, όπνπ ε ζπλάξηεζε ηνπ ηαλπζηηθνύ γηλνκέλνπ είλαη δηπαξακεηξηθό 

πνιπώλπκν, όιεο νη κεξηθέο παξάγσγνη ππάξρνπλ. ΢ε έλαλ u ή v θόκβν, είλαη (p-k) ή  

(q-k) θνξέο παξαγσγίζηκε ζηελ u ή v θαηεύζπλζε, όπνπ k είλαη ε πνιιαπιόηεηα ηνπ 

θόκβνπ. 

 

  

(a) 

 

(b) 
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΢τήκα 2.15: Οη ζπλαξηήζεηο βάζεο R4,2(u,v) κε U={0,0,0,0,1/4,1/2,3/4,1,1,1,1} θαη 

V={0,0,0,1/5, 

2/5,3/5,4/5,1,1,1}. Ιζρύεη wi,j=1 γηα όια ηα (i,j)≠(4,2). (a) w4,2=2/5, (b) w4,2=6 [1]. 

2.3.2 Ιδηόηεηεο επηθαλεηώλ NURBS 

 Οη επηθάλεηεο NURBS έρνπλ ηηο εμήο ηδηόηεηεο: 

Ηδ 2.3.2.1: Αλ n=p, m=q, U={0,…,0,1,…,1}, V={0,…,0,1,…,1} θαη

 

wi,j=a γηα θάζε i,j κε 

a≠0 ηόηε ε S(u,v) είλαη κία επηθάλεηα Bezier. Απηό όπσο έρεη αλαθεξζεί ζεκαίλεη όηη 

εληόο ηνπ δηαζηήκαηνο [0,1] όιεο νη i,jR (u,v)
 
είλαη κε-κεδεληθέο θαη ζπλεηζθέξνπλ 

όιεο ζην ζρεκαηηζκό θάζε ζεκείνπ ηεο επηθάλεηαο. 

Ηδ 2.3.2.2: Η επηθάλεηα ζπλαληά ηα ηέζζεξα γσληαθά ζεκεία ειέγρνπ: S(0,0)=P0,0, 

S(1,0)=Pn,0, S(0,1)=P0,m θαη S(1,1)=Pn,m (ζρήκαηα 2.16, 2.17 θαη 2.18). Απηό 

πξνθύπηεη απν ηηο ηδηόηεηεο Ιδ 2.3.1.2 θαη Ιδ 2.3.1.6. 

Ηδ 2.3.2.3: Δθαξκόδεηαη έλαο κεηαζρεκαηηζκόο ζηελ επηθάλεηα κέζσ ηεο εθαξκνγήο 

ηνπ ζηα ζεκεία ειέγρνπ, όπνπ πξνθύπηεη επίζεο από ηελ ηδηόηεηα Ιδ 2.3.1.2. 

Ηδ 2.3.2.4: Η επηθάλεηα βξίζθεηαη απνθιεηζηηθά εληόο ηνπ θπξηνύ θειύθνπο πνπ 

ζρεκαηίδεη ην πνιύγσλν ειέγρνπ. ΢πγθεθξηκέλα αλ (u,v)
0 0 0 0i i p 1 j j q 1[u ,u ) [v ,v )

   
  , ηόηε 

ε S(u,v) βξίζθεηαη εληόο ηνπ θειύθνπο πνπ ζρεκαηίδνπλ ηα ζεκεία ειέγρνπ Pi,j, γηα 

0 0 0 0i p i i  και j q j j      . Απηό πξνθύπηεη από ηηο ηδηόηεηεο Ιδ 2.3.1.1, Ιδ 2.3.1.2 

θαη Ιδ 2.3.1.4. 

Ηδ 2.3.2.5: Αλ ελσζνύλ ηα ζεκεία ειέγρνπ κε γξακκέο ζρεκαηίδεηαη έλα “πιέγκα 

ειέγρνπ” πνπ απνηειεί κία ηκεκαηηθή επίπεδε πξνζέγγηζε ηεο ζρεκαηηδόκελεο 

επηθάλεηαο. Όπσο ζπκβαίλεη θαη ζηηο θακπύιεο όζν πην κηθξόο ν βαζκόο ησλ 

ζπλαξηήζεσλ βάζεο, ηόζν θαιύηεξε ε πξνζέγγηζε. 

Ηδ 2.3.2.6: Σνπηθό ζρήκα δηακόξθσζεο: Αλ έλα ζεκείν ειέγρνπ Pi,j κεηαθηλεζεί ή ην 

βάξνο wi,j αιιαρζεί, επεξεάδεηαη κόλν ην ηκήκα ηεο επηθάλεηαο πνπ αληηζηνηρεί ζην 

νξζνγώλην παξαιιειόγξακκν i i p 1 j j q 1[u ,u ) [v ,v )
   

 , ην νπνίν πξνθύπηεη από ηελ 
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ηδηόηεηα Ιδ 2.3.1.4. ΢ην ζρήκα 2.17 θαίλεηαη ην πσο επεξεάδεηαη ην ηκήκα ηεο 

επηθάλεηαο πνπ αληηζηνηρεί ζην παξαιιειόγξακν 
1 2

[ ,1) [ ,1)
4 5

  όηαλ κεηαθηλείηαη ην 

ζεκείν P3,5. Δπίζεο, παξαηεξείηαη όηη ε αξρηθή επηθάλεηα είλαη επίπεδε, θαζώο 

αθνινπζεί ηα ζεκεία ειέγρνπ πνπ βξίζθνληαη όια ζην ίδην επίπεδν (ηδηόηεηα Ιδ 

2.3.2.5). Σν δίρηπ ειέγρνπ κε ηα ζεκεία παξνπζηάδεηαη πην ςειά από ηηο επηθάλεηεο 

γηα επθξηλέζηεξε απεηθόληζε. Σέινο, ζηα ζρήκαηα 2.15 θαη 2.19 παξαηεξνύληαη νη 

αιιάγεο πνπ πξνθαιέη ζηελ επηθάλεηα ε αιιαγή ελόο βάξνπο. Δηδηθά ζην ζρήκα 2.19 

θαίλεηαη ε αληίζηνηρε ηδηόηεηα κε ηηο θακπύιεο, λα θηλείηαη ζε κία επζεία ην ζεκείν 

S(u,v) πξνο ην ζεκείν ειέγρνπ Pi,j ή καθξηά από απηό, αλάινγα κε ηελ ηηκή ηνπ 

βάξνπο. 

Ηδ 2.3.2.7: Η ζπλέρεηα θαη ε δηαθνξηζηκόηεηα ηεο S(u,v) αθνινπζεί απηή ησλ 

ζπλαξηήζεσλ βάζεο. ΢πγθεθξηκέλα, ε S(u,v) είλαη (p-k) ή (q-k) θνξέο δηαθνξίζηκε 

ζηελ u ή v θαηεύζπλζε αληίζηνηρα ζε έλαλ θόκβν πνιιαπιόηεηαο k. Όπσο θαη ζηελ 

πεξίπησζε ησλ θακππιώλ, κπνξεί λα πξνθύςεη αζπλέρεηα ιόγσ ησλ ζπλαξηήζεσλ 

βάζεο, ε νπνία όκσο κπνξεί λα εμαιεηθζεί κε ζπγθεθξηκέλε ηνπνζέηεζε ησλ 

ζεκείσλ ειέγρνπ. Δπίζεο, κπνξνύλ λα δεκηνπξγεζνύλ νπηηθέο αζπλέρεηεο (αηρκέο) 

ζε ζεκεία πνπ δελ ππάξρνπλ αζπλέρεηεο ζηηο ζπλαξηήζεηο βάζεο (ζρήκα 2.18), 

ρξεζηκνπνηώληαο ζπκπίπηνληα ζεκεία ειέγρνπ. 

 Αμίδεη λα ζεκεησζεί όηη δελ ππάξρεη γηα ηηο επηθάλεηεο ηδηόηεηα αληίζηνηρε κε 

απηή ηεο κεησκέλεο δηαθύκαλζεο γηα ηηο θακπύιεο. 
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(a) 

 

(b) 

΢τήκα 2.16: Σν “πιέγκα ειέγρνπ” θαη κία επηθάλεηα NURBS ηεηξαγσληθή θαη ζηηο δύν 

θαηεπζύλζεηο, κε w1,1=w1,2=w2,1=w2,2=10 θαη ηα ππόινηπα βάξε κνλάδα. Σα δηαλύζκαηα 

θόκβσλ είλαη U=V={0,0,0,1/3,2/3,1,1,1}. (a) Σν πιέγκα κε ηα ζεκεία ειέγρνπ, (b) Η 

αληίζηνηρε επηθάλεηα NURBS [1]. 
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(a) 

 

(b) 

 

΢τήκα 2.17: (a) Μία επίπεδε ηεηξαγσληθή θπβηθή επηθάλεηα κε U={0,0,0,1/4,1/2,3/4,1,1,1} 

θαη V={0,0,0,0,1/5,2/5,3/5,4/5,1,1,1,1} κε όια ηα βάξε κνλάδα, (b) Σν ζεκείν P3,5 κεηαθηλείηαη 

επεξεάδνληαο ηελ επηθάλεηα κόλν ζην ηκήκα [1/4,1)  [2/5,1) [1]. 
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΢τήκα 2.18: Μία θπβηθή θαη ζηηο δύν θαηεπζύλζεηο επηθάλεηα κε νπηηθή αζπλέρεηα θαηά 

κήθνο ηεο αλαδίπισζεο, κε U={0,0,0,1/4,1/2,3/4,1,1,1}, V={0,0,0,0,1/2,1,1,1,1}, όια ηα βάξπ 

κνλάδα θαη P2,,j=P3,,j=P4,,j γηα 0≤j≤4 [1]. 

 

΢τήκα 2.19: Αιιαγή ηνπ ζεκείνπ S2,2 πάλσ ζε επζεία γξακκή, αλάινγα κε ηελ αιιαγή ηνπ 

βάξνπο w2,2 [1]. 
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2.4 Δργαιεία κορθοποίεζες θακπσιώλ θαη επηθαλεηώλ B-splines 

 ΢ε απηό ην ππνθεθάιαην πεξηγξάθνληαη ρξήζηκα εξγαιεία ζηελ εθαξκνγή ησλ 

B-spline επηθαλεηώλ θαη θακππιώλ ζηνλ δηαδξαζηηθό ζρεδηαζκό (θαη ζηηο NURBS 

αξρηθά νη ελέξγεηεο γίλνληαη ζηηο B-spline ζηνλ ηεηξαδηάζηαην ρώξν θαη κεηά 

ιακβάλνληαη νη NURBS ζηνλ 3Γ ρώξν κέζσ ηεο απεηθόληζεο H).  

2.4.1 Δηζαγσγή θόκβνπ (knot insertion) 

 Αο ππνηεζεί NURBS θακπύιε 
n

w w

i,p i

i 0

C (u) N (u)P


 νξηζκέλε ζην U={u0,…,um}. 

Αο ππνηεζεί επίζεο έλαο θόκβνο k k 1u [u ,u )


  ν νπνίνο εηζάγεηαη ζην δηάλπζκα U 

ζρεκαηίδνληαο  ην λέν δηάλπζκα  θόκβσλ   

0 0 k k k 1 k 2 k 1 m 1 mU {u u ,...,u u ,u u,u u ,...,u u }
   

       

Σόηε, ε θακπύιε Cw(u) έρεη ζην λέν δηάλπζκα U  ηελ εμήο κνξθή:    

n 1
w w

i,p i

i 0

C (u) N (u)Q




  

Πξνθύπηνπλ έηζη δύν δηαθνξεηηθέο πεξηγξαθέο ηεο ίδηαο (γεσκεηξηθά θαη 

παξακεηξηθά) θακπύιεο ζε δύν δηαθνξεηηθά δηαλύζκαηα θόκβσλ. Από απηέο ηηο 

ζρέζεηο κέλεη κόλν ν πξνζδηνξηζκόο ησλ λέσλ ζεκείσλ ειέγρνπ, w

iQ , γηα λα κπνξεί 

λα ππνινγηζηεί ε Cw(u) ζην U . Σα w

iQ  ππνινγίδνληαη από ηε ζρέζε  

w w w

i i i i i 1Q aP (1 a )P       (2.10)


    

όπνπ    i
i

i p i

1              i k-p

u u
a    k-p+1 i k

u u

0             i k+1



 



  


 

   

p ν βαζκόο ησλ ζπλαξηήζεσλ βάζεο θαη k ν δείθηεο πνπ θαίλεηαη παξαπάλσ ζην 

δηάλπζκα U . 
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 Απηό πνπ, ζηελ νπζία, επηηπγράλεηαη κε ηελ εηζαγσγή θόκβνπ είλαη ε 

απόθηεζε ηεο δπλαηόηεηαο λα ππάξρεη επηπιένλ έλα ζεκείν ειέγρνπ δηαζέζηκν γηα 

ηελ ηξνπνπνίεζε ηνπο ζρήκαηνο ζπγθεθξηκέλνπ ηκήκαηνο ηεο θακπύιεο 

(αληηθαηάζηαζε p-1 αξρηθώλ κε p λέα ζεκεία). ΢ην ζρήκα 2.20 παξαηεξείηαη ε 

αιιαγή ζηα ζεκεία ειέγρνπ, αιιά θαη ζηηο ζπλαξηήζεηο βάζεο ιόγσ ηεο αιιαγήο ζην 

δηάλπζκα θόκβσλ. 

 ΢ηελ πεξίπησζε πνπ είλαη απαξαίηεην λα εηζαρζεί έλαο θόκβνο πνιιέο θνξέο 

ε ζρέζε (2.10) πξέπεη λα ηξνπνπνηεζεί ζρεηηθά. Αο ππνηεζεί ε ύπαξμε ελόο θόκβνπ 

k k 1u [u ,u )


 , ν νπνίνο έρεη αξρηθά πνιιαπιόηεηα s θαη επηζπκείηαη ε εηζαγσγή ηνπ r 

θνξέο ζην αξρηθό δηάλπζκα θόκβσλ, όπνπ r+s≤p (δελ έρεη λόεκα λα ππάξμεη θόκβνο 

κε πνιιαπιόηεηα κεγαιπηεξε ηνπ p, θαζώο κε p ην αληίζηνηρν ζεκείν ειέγρνπ ζα 

βξίζθεηαη πάλσ ζηελ θακπύιε). Οξίδεηαη ην i-νζηό λέν ζεκείν ειέγρνπ ζην r-νζηό 

βήκα εηζαγσγήο σο w

i,rQ  (κε w w

i,0 iQ P ). Σόηε ην w

i,rQ  δίλεηαη από ηε ζρέζε: 

w w w

i,r i,r i,r 1 i,r i 1,r 1Q a Q (1 a )Q    (2.11)
  

  
 

,όπνπ    i
i,r

i p r 1 i

1                  i k-p+r-1

u u
a    k-p+r i k-s

u u

0                 i k-s+1

  

 



  


   
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(a) 

 

(b) 

΢τήκα 2.20: Δηζαγσγή θόκβνπ ζε θπβηθή θακπύιε. (a) Σν πνιύγσλν ειέγρνπ κεηά ηελ 

εηζαγσγή ηνπ u=5/2 ζην δηάλπζκα θόκβσλ U={0,0,0,0,1,2,3,4,5,5,5,5} (b) Οη αξρηθέο 

(ζπλερήο γξακκή) θαη νη λέεο (δηαθεθνκκέλε γξακκή) ζπλαξηήζεηο βάζεο πξηλ θαη κεηά ηελ 

εηζαγσγή θόκβνπ [1]. 

 Όηαλ επηζπκείηαη ε εηζαγσγή θόκβσλ ζε επηθάλεηεο αθνινπζείηαη ε ίδηα 

δηαδηθαζία γηα ηα δηαλύζκαηα θόκβσλ U θαη V. Απιά, ζηε ζπλέρεηα, πξέπεη λα 

ππνινγηζηνύλ ηα ζεκεία ειέγρνπ ζε θάζε ζηήιε ή ζεηξά αληίζηνηρα ζην “πιέγκα 

ειέγρνπ”.  
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2.4.2  Βειηίσζε ηνπ δηαλύζκαηνο θόκβσλ (knot refinement) 

 Η εηζαγσγή θόκβσλ αθνξά ηελ εηζαγσγή ελόο απινύ θόκβνπ κία ή 

πεξηζζόηεξεο θνξέο. Τπάξρνπλ όκσο θαη πεξηπηώζεηο πνπ είλαη αλαγθαίν λα 

εηζαρζνύλ καδί πεξηζζόηεξνη ηνπ ελόο θόκβνη. Η δηαδηθαζία απηή νλνκάδεηαη 

βειηίσζε δηαλύζκαηνο θόκβσλ (knot refinement) θη έρεη σο εμήο: 

Αο ππνηεζεί έλα δηάλπζκα θόκβσλ U={u0,…,um} θη έλα ζύλνιν ζεκείσλ X={x0,…,xr} 

γηα ηα νπνία ηζρύεη ε ζρέζε i i 1x x


  θαη 0 i mu x u    γηα όια ηα i. Η δηαδηθαζία ηεο 

βειηίσζεο δηαλύζκαηνο θόκβσλ πξαγκαηνπνηείηαη κε ηελ εηζαγσγή ησλ ζεκείσλ ηνπ 

Υ ζην δηάλπζκα U θαη ηνλ αθόινπζν ππνινγηζκό ηνπ λένπ ζπλόινπ ζεκείσλ ειέγρνπ 

w

iQ  , γηα i=0,…,n+r+1. ΢εκεηώλεηαη όηη ηα ζηνηρεία ηνπ Υ εηζάγνληαη κε ηελ αληίζηνηρε 

πνιιαπιόηεηα ζην U. Αλ γηα παξάδεηγκα θάπνην xi έρεη πνιιαπιόηεηα 3 ζην X άιια 

ππάξρεη θαη ζην U κε πνιιαπιόηεηα 1, ηόηε ζα εηζαρζεί 2 θνξέο. 

 

2.4.3 Αύμεζε ηνπ βαζκνύ ησλ ζπλαξηήζεσλ βάζεο (Degree elevation) 

 Τπνηίζεηαη πάιη κία θακπύιε 
n

w w

i,p i

i 0

C (u) N (u)P


 ζηνλ 4Γ ρώξν. Δθόζνλ είλαη 

ηκεκαηηθή πνιπσλπκηθή θακπύιε, πξέπεη λα κπνξεί λα αλεβεί ν βαζκόο ησλ 

ζπλαξηήζεσλ βάζεο ζε p+1 θαη λα ππάξρνπλ ζεκεία ειέγρνπ w

iQ  θαη δηάλπζκα 

θόκβσλ U  ηέηνηα ώζηε λα ηζρύεη 

n
w w w

p p 1 i,p 1 i

i 0

C (u) C (u) N (u)Q                 (2.12)
 



   

Οη w

p 1C (u)


 θαη w

pC (u)  είλαη ε ίδηα θακπύιε γεσκεηξηθά θαη παξακεηξηθά. Η κόλε 

αιιαγή είλαη ηα λέα ζεκεία ειέγρνπ w

iQ , ν αξηζκόο ηνπο n  +1 θαη ην λέν δηάλπζκα 

θόκβσλ U  πνπ πξέπεη λα ππνινγηζηνύλ, ηα νπνία νινθιεξώλνπλ ηε δηαδηθαζία 

αύμεζεο ηνπ βαζκνύ ζπλαξηήζεσλ βάζεο (degree elevation). 

 Η δηαδηθαζία έρεη σο εμήο: 
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Αξρηθά, γηα λα ππνινγηζηνύλ ηα n  θαη U  ηεο ζρέζεο (2.12) ζεσξείηαη όηη ην δηάλπζκα 

U έρεη ηελ παξαθάησ κνξθή 


1 s

0 m 1 1 s s

p 1p 1 m m

U {u ,...,u } {a,...,a,u ,...,u ,...,u ,...,u ,b,...,b}


    
  

όπνπ ηα 1 sm ,...,m  ππνδειώλνπλ ηηο πνιιαπιόηεηεο ησλ εζσηεξηθώλ θόκβσλ. Η 

θακπύιε w

pC (u)  είλαη πνιπσλπκηθή ζε θάζε κε εθθπιηζκέλν δηάζηεκα θόκβσλ, νπόηε 

ν βαζκόο ηεο κπνξεί λα απμεζεί ζε p+1 εθεί. ΢ε έλαλ θόκβν πνιιαπιόηεηαο mi, ε 

w

pC (u)  είλαη ip mC 
 ζπλερήο. Οπόηε, επεηδή ε λέα θακπύιε w

p 1C (u)


 (p+1)-βαζκνύ 

πξέπεη λα έρεη ηελ ίδηα ζπλέρεηα παληνύ, αθνινπζεί όηη ν θάζε θόκβνο ζα πξέπεη λα 

έρεη πνιιαπιόηεηα mi+1. Έηζη πξνθύπηεη όηη 

n n s 1             (2.13)    

θαη 

 
1 s

0 m 1 1 s s

p 2p 2 m 1 m 1

U {u ,...,u } {a,...,a,u ,...,u ,...,u ,...,u ,b,...,b}     (2.14)
  

    
 

όπνπ m m s 2   . 

Γηα ηνλ ππνινγηζκό, ηώξα, ησλ λέσλ ζεκείσλ ηζρύεη ε  παξαθάησ ζρέζε 

jmin(p,i)
w t

i i

j max(0,i t )

p t
P

j i j
Q P ,   για i=0,...,p+t            (2.15)

p t

i

 

  
  

  
 

 
 
 

  

όπνπ ην t δείρλεη πόζν αλεβαίλεη ν βαζκόο ηεο θακπύιεο (από p ζε p+t) θαη ε γξαθή 

p

j

 
 
 

 ππνδειώλεη ηελ πξάμε 
p p!

j j!(p j)!

 
 

 
 . 

 Όπσο θαη ζηα πξνεγνύκελα ε αύμεζε ηνπ βαζκνύ ησλ ζπλαξηήζεσλ βάζεο 

ζηηο επηθάλεηεο εθαξκόδεηαη κε ηνλ ίδην ηξόπν, απιώο ν ππνινγηζκόο ησλ λέσλ 

ζεκείσλ γίλεηαη γηα όιεο ηηο ζηήιεο ή/θαη γξακκέο ζην “πιέγκα ειέγρνπ” πνπ 
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ζρεκαηίδνπλ ηα w

i,jQ , αλ ε αύμεζε ηνπ βαζκνύ γίλεη ζηηο i,pN (u)  ή/θαη j,qN (v)  

ζπλαξηήζεηο βάζεο αληίζηνηρα.  

 

2.4.4 Καζνιηθή παξεκβνιή θακπύιεο ζε ζύλνιν ζηνηρείσλ κε θαξηεζηαλέο 

ζπληεηαγκέλεο 

 Αλ δνζεί έλα ζύλνιν ζεκείσλ Qk ζε θαξηεζηαλέο ζπληεηαγκέλεο, όπνπ 

k=0,...,n, κπνξεί λα δεκηνπξγεζεί κία p-βαζκνύ κε-ξεηή B-spline θακπύιε πνπ ζα 

πεξλά από όια απηά ηα ζεκεία. Αξρηθά, ζα πξέπεη λα αλαηεζεί κία παξάκεηξνο ku  

γηα θάζε ζεκείν Qk θαη λα επηιεγεί έλα θαηάιιειν δηάλπζκα θόκβσλ 0 mU {u ,...,u }  

ώζηε λα δεκηνπξγεζεί ην παξαθάησ ζύζηεκα (n+1) (n+1) γξακκηθώλ εμηζώζεσλ 

n

k k i,p k i

i 0

Q C(u ) N (u )P             (2.16)


   

Σα ζεκεία ειέγρνπ Pi είλαη νη n+1 άγλσζηνη. Αμίδεη λα ζεκεησζεί όηη αλ ν αξηζκόο ησλ 

ζπληεηαγκέλσλ ησλ Qk είλαη r (όπνπ r=2, 3 ή 4 γηα {x,y}, {x,y,z} ή {wx,wy,wz,w} 

αληίζηνηρα) ηόηε ε εμίζσζε (2.16) έρεη έλαλ πίλαθα ζπληειεζηώλ κε r δεμηά κέιε, 

δειαδή r ιύζεηο γηα ηηο r ζπληεηαγκέλεο ησλ Pi.  

 Η επηινγή ηεο κεζόδνπ ππνινγηζκνύ ησλ παξακέηξσλ ku  επεξεάδεη ην ζρήκα 

θαη ηελ παξακεηξνπνίεζε ηεο θακπύιεο. Δδώ ζα ρξεζηκνπνηείηαη ε κέζνδνο ηνπ 

κήθνπο ρνξδήο (chord length). Οξίδεηαη d λα είλαη ην ζπλνιηθό κήθνο ρνξδήο 

n

k k 1

k 1

d Q Q      (2.17)




   

Σόηε                           0 nu 0   u 1   

k k 1

k k 1

Q Q
u u ,    k=1,...,n-1    (2.18)

d






   

Γηα ηνπο θόκβνπο ηώξα ηνπ U επηιέγεηαη ε ηερληθή ησλ κέζσλ όξσλ, νπόηε ηζρύεη 
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0 p m p m

j p 1

j p i

i j

u ... u 0    u ... u 1

1
u u        j=1,...,n-p                      (2.19)

p



 





     

 
 

Σέινο, κέλεη ν ππνινγηζκόο ησλ Pi από ην ζύζηεκα εμηζώζεσλ (2.16). Γηα 

παξάδεηγκα, αλ δίλνληαη 5 ζεκεία κε θαξηεζηαλέο ζπληεηαγκέλεο, n=4, θαη ρξεηάδεηαη 

ε παξεκβνιή κηαο θπβηθήο θακπύιεο, ζα ππνινγηζζνύλ νη παξάκεηξνη 

0 1 2 3 4u ,u ,u ,u  και u , ην δηάλπζκα θόκβσλ U={0,0,0,0, 4u ,1,1,1,1} θαη, ηειηθά, ζα ιπζεί ην 

ζύζηεκα 

 

       
       

       

0 0

1 10,3 1 1,3 1 2,3 1 3,3 1

2 20,3 2 1,3 2 2,3 2 3,3 2

3 31,3 3 2,3 3 3,3 3 4,3 3

4 4

P Q1 0 0 0 0

P QN u N u N u N u 0

P QN u N u N u N u 0

P Q0 N u N u N u N u

P Q0 0 0 0 1

    
    
    
     
    
    
         

  

 

2.4.5 Καζνιηθή παξεκβνιή θακπύιεο ζε ζύλνιν ζηνηρείσλ κε θαξηεζηαλέο 

ζπληεηαγκέλεο κε δεδνκέλε ηελ παξάγσγν ζην αξρηθό άθξν 

 Δθηόο από ηα n+1 ζεκεία πνπ δίλνληαη ζηελ πξνεγνύκελε ππνελόηεηα, 

κπνξεί λα δνζνύλ θαη νη κεξηθέο παξάγσγνη σο πξνο θάζε ζπληεηαγκέλε ζηελ αξρή 

ηεο θακπύιεο. Σόηε, ζα ππάξμνπλ θάπνηεο αιιαγέο ζε ζρέζε κε ηνπο 

πξνεγνύκελνπο ππνινγηζκνύο θαη ην ηειηθό ζύζηεκα ζα είλαη (n+2) (n+2). Αξρηθά, 

νη παξάκεηξνη ku ζα ππνινγηζηνύλ κε ηνλ ίδην ηξόπν όπσο ζηηο ζρέζεηο (2.17) θαη 

(2.18). ΢ηε ζπλέρεηα, ε ζρέζε (2.19) γηα ηνπο θόκβνπο ζα γίλεη 

 

0 p m p m

j p 1

j p 1 i

i j

u ... u 0    u ... u 1

1
u u        j=0,...,n-p                      (2.20)

p



 

 



     

 
 

 όπνπ m=n+p+2. 
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Σέινο, ην ζύζηεκα πνπ είλαη λα ιπζεί είλαη απηό ηεο ζρέζεο (2.16) κε πξνζζήθε ζηε 

δεύηεξε γξακκή ηεο εμίζσζεο ηνπ   
p 1

0 1 0

d u
P P D

p




    ,όπνπ D0 είλαη ε παξάγσγνο, 

κε r δεμηά κέιε αληίζηνηρα όπσο θαη ηα ζεκεία ειέγρνπ, θαη d ην κήθνο ρνξδήο. Γηα ην 

παξάδεηγκα ηεο πξνεγνύκελεο ππνελόηεηαο αλ δνζεί θαη ε παξάγσγνο, ην ηειηθό 

ζύζηεκα ζα είλαη 

       
       

       

00

1 0
p 1 p 1

2 1

0,3 1 1,3 1 2,3 1 3,3 1
3 2

0,3 2 1,3 2 2,3 2 3,3 2
4 3

1,3 3 2,3 3 3,3 3 4,3 3

5 4

     1     0   0   0   0
QP

p p
P  0   0   0 D

d u d u
P Q

N u N u N u N u 0
P Q

N u N u N u N u 0
P Q

0 N u N u N u N u
P Q

0 0 0 0 1

 

 
  
  
   
  

   
  
  
  

    
 










 
 

2.4.6 Μέζνδνο ζρεκαηηζκνύ επηθαλεηώλ κε παξεκβνιή ζε ζύλνιν θακππιώλ 

(Skinning-Skinned surfaces) 

 Γηα έλα ζύλνιν B-spline θακππιώλ 
n

k i,p i,k

i 0

C (u) N (u)P


 , όπνπ k=0,…,K, 

κπνξεί λα ζρεκαηηζζεί κία επηθάλεηα B-spline κε παξεκβνιή επί απηνύ ηνπ ζπλόινπ. 

Αξρηθά ζα πξέπεη όιεο νη θακπύιεο λα είλαη νξηζκέλεο ζην ίδην δηάλπζκα θόκβσλ U 

θαη λα έρνπλ ίδην βαζκό p. Αλ δελ ζπκβαίλεη απηό ηόηε αθνινπζνύλ ηα εμήο βήκαηα 

γηα λα απνθηήζνπλ θνηλό U θαη p: 

α) Γηαβεβαηώλεηαη όηη νη θακπύιεο νξίδνληαη ζην ίδην εύξνο παξακέηξσλ. Πξαθηηθά 

όπσο αλαθέξεηαη ζηελ ππνελόηεηα 2.1.1 θαλνληθνπνηνύληαη ηα δηαλύζκαηα θόκβσλ 

ζην δηάζηεκα [0,1]. 

β) Οξίδεηαη σο p ν κεγαιύηεξνο βαζκόο αλάκεζα ζηηο θακπύιεο θαη γίλεηαη αύμεζε 

ηνπ βαζκνύ ησλ θακππιώλ κηθξόηεξνπ βαζκνύ ζε p (ππνελόηεηα 2.4.3). 

γ) Δλνπνηνύληαη ηα ζηνηρεία όισλ ησλ δηαλπζκάησλ θόκβσλ ζε έλα δηάλπζκα Unew, 

κε ηελ θάζε ηηκή θόκβνπ λα εκθαλίδεηαη ζηε κέγηζηε πνιιαπιόηεηα θαη 
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δ) Υξεζηκνπνηώληαο ην Unew εθαξκόδεηαη ε βειηίσζε θόκβσλ πνπ πεξηγξάθεηαη 

ζηελ ππνελόηεηα 2.4.2 ζε θάζε δίαλπζκα θόκβσλ. 

Δθόζνλ απνθηεζνύλ θνηλά U θαη p επηιέγεηαη ζηελ θαηεύζπλζε v ν βαζκόο q (πξέπεη 

λα ηζρύεη q K ) θαη ππνινγίδνληαη νη παξάκεηξνη { Kv  }, k=0,…,K θαη ην δηάλπζκα 

θόκβσλ V. Οη παξάκεηξνη vk παξόκνηα κε ηελ (2.18) σο εμήο: 

0 K

n
i,k i,k 1

K K 1

i 0 i

v 0     v 0

P P1
v v     k=1,...,K-1           (2.21)

n 1 d






 


 




 

όπνπ ην di δειώλεη ην ζπλνιηθό κήθνο ρνξδήο ησλ i,0 i,KP ,...,P . Οη θόκβνη ηνπ 

δηαλύζκαηνο ππνινγίδνληαη από ηε ζρέζε (2.19). 

Σα ζηνηρεία απηά, ζηε ζπλέρεηα, ρξεζηκνπνηνύληαη γηα λα γίλνπλ n+1 παξεκβνιέο 

θακππιώλ θαηά κήθνο ησλ ζεκείσλ ειέγρνπ ησλ kC (u)  θακππιώλ, κε απνηέιεζκα 

ηνλ ππνινγηζκό ησλ i,jQ  ζεκείσλ ειέγρνπ ηεο επηθάλεηαο κε παξεκβνιή. Με άιια 

ιόγηα ηo i,jQ  είλαη ηα j-νζηό ζεκείν ειέγρνπ ηεο παξεκβνιήο δηακέζνπ ησλ ζεκείσλ 

i,0 i,KP ,...,P . 

 

2.5 Περηγραθή ιεηηοσργίας σποιογηζηηθού θώδηθα 

 ΢ηνλ θώδηθα (ζρ’εκα 2.21) πνπ αλαπηύρζεθε δίλνληαη σο δεδνκέλα νη 

επηζπκεηέο δηαζηάζεηο ηεο πηέξπγαο (ζρήκα ). Σν εθπέηαζκά ηεο L (ζρήκα 2.22), ην 

κήθνο ηεο ρνξδήο CT ηεο αεξνηνκήο (airfoil), πνπ ιακβάλεηαη κε θάζεηε ηνκή ζηελ 

άθξε ηνπ (tip)  θαη ε γσλία ζ πνπ ζρεκαηίδεη ην ρείινο πξόζπησζεο ηεο πηέξπγαο κε 

ηε ρνξδή ζηε ξίδα ηνπ (root). ΢ηε ζπλέρεηα δίλνληαη νη ζπληεηαγκέλεο ζεκείσλ πνπ 

πεξηγξάθνπλ ηελ πιεπξά ππνπίεζεο κίαο αεξνηνκήο, κνλαδίαηνπ κήθνπο ρνξδήο, θαη 

αληίζηνηρα ηα ζεκεία πνπ πεξηγξάθνπλ ηελ πιεπξά ππεξπίεζεο. Με  ηε βνήζεηα θαη 

ησλ αξρηθώλ δεδνκέλσλ ππνινγίδνληαη νη ζπληεηαγκέλεο ησλ αληίζηνηρσλ ζεκείσλ  
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΢τήκα 2.21: Γηάγξακκα ξνήο ππνινγηζηηθνύ θώδηθα. 

 

ΑΡΧΗ 
ΔΕΔΟΜΕΝΑ ΔΙΑ΢ΣΑ΢ΕΩΝ 

ΕΠΙΘΤΜΗΣΗ΢ ΓΕΩΜΕΣΡΙΑ΢ 
ΔΕΔΟΜΕΝΑ 

=΢ΤΝΣΕΣΑΓΜΕΝΕ΢ 
΢ΗΜΕΙΩΝ ΕΛΕΓΧΟΤ ή 

΢ΗΜΕΙΩΝ ΑΕΡΟΣΟΜΗ΢ 

΢ΤΝΣΕΣΑΓΜΕΝΕ΢ 

΢ΗΜΕΙΩΝ ΠΟΤ 

ΠΕΡΙΓΡΑΦΟΤΝ 

ΑΕΡΟΣΟΜΗ ΜΕ 

ΜΟΝΑΔΙΑΙΟ ΜΗΚΟ΢ 

ΧΟΡΔΗ΢ 

΢ΤΝΣΕΣΑΓΜΕΝΕ΢ ΢ΗΜΕΙΩΝ 

ΕΛΕΓΧΟΤ ΠΟΤ 

ΠΕΡΙΓΡΑΦΟΤΝ ΑΕΡΟΣΟΜΗ 

ΜΕ ΜΟΝΑΔΙΑΙΟ ΜΗΚΟ΢ 

ΧΟΡΔΗ΢ 

 

ΤΠΟΛΟΓΙ΢ΜΟ΢ ΘΕ΢ΕΩΝ 

ΑΕΡΟΣΟΜΩΝ ΕΠΙ ΣΟΤ 

ΕΚΠΕΣΑ΢ΜΑΣΟ΢ ΚΑΙ 

ΑΝΣΙ΢ΣΟΙΧΟΤ ΜΕΓΕΘΟΤ΢ 

ΧΟΡΔΗ΢ 

ΤΠΟΛΟΓΙ΢ΜΟ΢ 

΢ΤΝΣΕΣΑΓΜΕΝΩΝ  ΢ΗΜΕΙΩΝ 

ΓΙΑ ΚΑΘΕ ΑΕΡΟΣΟΜΗ  

 

ΤΠΟΛΟΓΙ΢ΜΟ΢ ΘΕ΢ΕΩΝ 

ΑΕΡΟΣΟΜΩΝ ΕΠΙ ΣΟΤ 

ΕΚΠΕΣΑ΢ΜΑΣΟ΢ ΚΑΙ 

ΑΝΣΙ΢ΣΟΙΧΟΤ ΜΕΓΕΘΟΤ΢ 

ΧΟΡΔΗ΢ 

ΤΠΟΛΟΓΙ΢ΜΟ΢ 

΢ΤΝΣΕΣΑΓΜΕΝΩΝ ΢ΗΜΕΙΩΝ 

ΕΛΕΓΧΟΤ ΓΙΑ ΚΑΘΕ 

ΑΕΡΟΣΟΜΗ 

ΠΑΡΕΜΒΟΛΗ ΚΑΜΠΤΛΗ΢ 

NURBS ΢ΣΑ ΢ΗΜΕΙΑ ΠΟΤ 

ΠΕΡΙΓΡΑΦΟΤΝ ΚΑΘΕ 

ΑΕΡΟΣΟΜΗ 

ΑΤΞΗ΢Η ΒΑΘΜΟΤ ΚΑΜΠΤΛΗ΢ ΓΙΑ ΚΑΘΕ 

ΑΕΡΟΣΟΜΗ Ι΢Η ΜΕ ΣΟΝ ΜΕΓΙ΢ΣΟ 

ΒΑΘΜΟ ΠΟΤ ΕΜΦΑΝΙΖΕΣΑΙ ΚΑΙ ΕΝΩ΢Η 

΢ΣΗ ΢ΤΝΕΧΕΙΑ ΣΩΝ ΔΙΑΝΤ΢ΜΑΣΩΝ 

ΚΟΜΒΩΝ ΓΙΑ ΣΗΝ ΑΠΟΚΣΗ΢Η ΕΝΟ΢ 

ΚΟΙΝΟΤ 

ΠΑΡΕΜΒΟΛΗ ΕΠΙΦΑΝΕΙΑ΢ NURBS ΜΕ 

ΣΗ ΜΕΘΟΔΟ SKINNING ΢ΣΙ΢ 

ΚΑΜΠΤΛΕ΢ NURBS 

ΑΡΧΕΙΟ IGES ΣΤΠΟΤ 

ΜΕ ΣΗΝ ΠΕΡΙΓΡΑΦΗ 

ΣΩΝ ΕΠΙΦΑΝΕΙΩΝ 

NURBS 

ΣΕΛΟ΢ 
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γηα ρνξδέο ζηηο ζέζεηο από 0 έσο L θαηά κήθνο ηνπ εθπεηάζκαηνο ηεο πηέξπγαο κε 

ηε ζέζε 0 λα είλαη ζηελ άθξε ηεο (ζρήκα 2.23). ΢ε θάζε ζέζε πξαγκαηνπνηείηαη 

παξεκβνιή θακπύιεο NURBS θαη γηα ηηο δύν πιεπξέο ηεο θάζε αεξνηνκήο 

θξνληίδνληαο λα επηηπγράλεηαη ζπλέρεηα ζην ρείινο πξόζπησζεο (ππνελόηεηα 2.4.5). 

΢ην ζεκείν απηό ηνλίδεηαη όηη ηα πξνεγνύκελα βήκαηα κπνξνύλ λα παξαιεθζνύλ θαη 

λα δσζνύλ απεπζείαο νη πεξηγξαθέο ησλ αεξνηνκώλ κε θακπύιεο NURBS. Δμαηηίαο 

ηνπ όηη νη θακπύιεο πνπ ππνινγίδνληαη ή δίλνληαη ελδέρεηαη λα κελ έρνπλ ίδην βαζκό 

ή δηάλπζκα θόκβσλ, πξαγκαηνπνηείηαη ε αύμεζε ηνπ βαζκνύ όισλ ησλ θακππιώλ 

ζην επίπεδν απηνύ ηεο θακπύιεο κε ηνλ κεγαιύηεξν βαζκό θαη ε έλσζε ησλ 

πξνθππηόλησλ δηαλπζκάησλ θόκβσλ γηα ηελ απόθηεζε ελόο θνηλνπ δηαλύζκαηνο 

(ππνελόηεηα 2.4.6). Σέινο γίλεηαη παξεκβνιή επηθάλεηαο NURBS ζηηο θακπύιεο πνπ 

ππνινγίδνληαη ζηελ πιεπξά ππνπίεζεο θαη αληίζηνηρα παξεκβνιή επηθάλεηαο γηα ηηο 

θακπύιεο πνπ ππνινγίδνληαη ζηελ πιεπξα ππεξπίεζεο. Οη δύν παξακεηξνπνηεκέλεο 

επηθάλεηεο εμάγνληαη από ηνλ θώδηθα ζε αξρείν ηύπνπ IGES [4], ν νπνίνο απνηειεί 

Γηεζλέο Ακεξηθάληθν Πξόηππν κεηαθνξάο γεσκεηξηθώλ δεδνκέλσλ θαη δεδνκέλσλ 

γξαθηθώλ ππνινγηζηή. 

  

        L                                      ζ 

 

 

 

 

 

 

 Ct 

 

΢τήκα 2.22: Πξνβνιή ηεο επηθάλεηαο ηεο πηέξπγαο (planform). 
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΢τήκα 2.23: Oη ζέζεηο ησλ ζπληεηαγκέλσλ ησλ ζεκείσλ πνπ πεξηγξάθνπλ θάζε αεξνηνκή, 

όπσο πξνθύπηνπλ κεηά ηνπο ππνινγηζκνύο κε ηα δεδνκέλα δηαζηάζεσλ πνπ δίλνληαη, ηε 

ζέζε θάζε αεξνηνκήο θαη ηηο ζπληεηαγκέλεο γηα κνλαδίαηα ρνξδή πνπ αληηζηνηρνύλ ζε θάζε 

ζέζε. 
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 3 
 ΓΔΝΔ΢Ζ ΠΛΔΓΜΑΣΟ΢ ΢ΣΟ ΛΟΓΗ΢ΜΗΚΟ SALOME 

 Μεηά ην πξώην ηκήκα ηεο παξακεηξνπνίεζεο ηεο πηέξπγαο, αθνινύζεζε ε 

κεηαθνξά, κέζσ ηνπ αξρείνπ ηύπνπ IGES, ησλ δεδνκέλσλ πνπ ππνινγίζηεθαλ ζηελ 

πιαηθόξκα Salome [5] γηα ηελ πξαγκάηνπνίεζε ηνπ δεύηεξνπ θνκκαηηνύ ηεο 

εξγαζίαο. Σν Salome είλαη ινγηζκηθό αλνηρηνύ θώδηθα πνπ πξνζθέξεηαη γηα 

δηαδηθαζίεο επεμεξγαζίαο πξν θαη κεηά ηεο αξηζκεηηθήο πξνζνκνίσζεο. Μέζα ζηηο 

πνιιέο ιεηηνπξγίεο θαη δπλαηόηεηεο πνπ παξέρεη ζηνλ ρξήζηε είλαη θαη ε δεκηνπξγία 

επηζπκεηώλ γεσκεηξηώλ, ε κεηέπεηηα δεκηνπξγία πιέγκαηνο ζηηο γεσκεηξίεο απηέο 

θαη ε εμαγσγή ηνπ ηειηθνύ πιέγκαηνο ζηνλ επηζπκεηό ηύπν αξρείνπ γηα πεξαηηέξσ 

ρξήζε. Παξαθάησ πεξηγξάθεηαη ε ρξήζε ηνπ θαη ην ηειηθό απνηέιεζκα ζηελ εξγαζία 

απηή. 

 

3.1 Γέλεζε πιέγκαηος 

 ΢ηελ πιαηθόξκα Salome αξρηθά εηζήρζεζαλ νη δύν επηθάλεηεο NURBS, πνπ 

πεξηγξάθνπλ ηηο πιεπξέο ππνπίεζεο θαη ππεξπίεζεο ηεο πηέξπγαο. ΢ηε ζπλέρεηα 

δεκηνπξγήζεθε ε γεσκεηξία ηνπ ρσξίνπ γύξσ θαη αξθεηά καθξηά από απηό. ΢ην 

ζρήκα 3.1 θαίλνληαη ηα αληίζηνηρα κεγέζε ηνπ ρσξίνπ ζε ζρέζε κε ην κήθνο ηεο 

ρνξδήο (C) ζηε ξίδα ηεο πηέξπγαο θαη ζε ζρέζε κε ην εθπέηαζκα ηεο πηέξπγαο (L). Η 

ηειηθή γεσκεηξία πέξαζε έπεηηα ζηελ ππνκνλάδα πιεγκαηνπνίεζεο ηνπ Salome 

ζηελ νπνία δεκηνπξγήζεθε ην πιέγκα σο εμήο: 

  Αξρηθά, γηα ην θπξίσο πιέγκα επηιέρζεθε ε δηαθξηηνπνίεζε θάζε αθκήο ηεο 

γεσκεηξίαο ζε πέληε ηκήκαηα, από ηελ νπνία μεθίλεζε ε δεκηνπξγία ηξηγσληθώλ 

ζηνηρείσλ ζε θάζε επηθάλεηα. Δθεί ρξεζηκνπνηήζεθε ε επηινγή max element area 

ζηελ νπνία νξίδεηαη ε κέγηζηε πεξηνρή πνπ ζα θαιύπηεη ην θάζε ηξηγσληθό ζηνηρείν. 

Έπεηηα, αθνινύζεζε ε δεκηνπξγία ηεηξαεδξηθώλ ζηνηρείσλ ζην ρώξν 
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ρξεζηκνπνηώληαο ηελ επηινγή Netgen 3D Parameters, ε νπνία απνηειεί πξόζζεην 

εξγαιείν πιεγκαηνπνίεζεο ηνπ Salome. Με ηε ζπγθεθξηκέλε επηινγή κπνξεί λα 

δηακνξθσζεί ν ξπζκόο απνπύθλσζεο ηνπ πιέγκαηνο ζην ρώξν μεθηλώληαο από ην 

ππθλό πιέγκα κίαο επηθάλεηαο θαη θαηαιήγσληαο ζην αξαηόηεξν πιέγκα κίαο άιιεο. 

Δδώ επηιέρζεθε ν ειάρηζηνο ξπζκόο.  

 

΢τήκα 3.1: Η γεσκεηξία πνπ δεκηνπξγήζεθε ζηελ πιαηθόξκα Salome. Παξαηεξείηαη ε 

πηέξπγα θαη ην ρσξίν πνπ πξνζδηνξίδεηαη γύξσ από απηό θαη ηα ζρεηηθά κεγέζε σο πξνο ην 

κήθνο ηεο ρνξδήο C ζηε ξίδα ηεο πηέξπγαο θαη σο πξνο ην κήθνο ηνπ L. 

 

 Σν αξρηθό πιέγκα δεκηνπξγήζεθε ζθνπίκσο πνιύ αξαηό (ζρήκα 3.2) ιόγσ 

ηνπ κεγάινπ όγθνπ ηεο αεξνδπλακηθήο ζήξαγγαο. Παξόηη επηιέρζεθε ε 

ιεπηνκεξέζηεξε πεξίπησζε ζην ρσξηθό πιέγκα, ε πνιύ αξαηή δηαθξηηνπνίεζε ζηηο 
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αθκέο θαη ηηο επηθάλεηεο δεκηνύξγεζε κεγάια ηεηξαεδξηθά ζηνηρεία νπόηε ν ρώξνο 

θαιύθζεθε κε όζν ην δπλαηόλ ιηγόηεξα ζηνηρεία. Γηα ηελ βειηίσζε ηνπ πιέγκαηνο 

έγηλε πύθλσζε ηεο δηαθξηηνπνίεζεο ησλ αθκώλ ηεο πηέξπγαο κε ηε ρξήζε 

ππνπιεγκάησλ. Γηα ην ρείινο πξόζπησζεο (leading edge) θαη ην ρείινο εθθπγήο 

(trailind edge) επηιέρζεθε δηαθξηηνπνίεζε ζε 150 ηκήκαηα, γηα ηηο αθκέο ζηελ άθξε 

ηεο πηέξπγαο (tip) ζε 40 ηκήκαηα θαη γηα ηηο αθκέο ζηε ξίδα ηεο πηέξπγαο (root) ζε 70 

ηκήκαηα. Δπίζεο, 

 

΢ρήκα 3.2: Σν αξρηθό θπξίσο πιέγκα. Παξαηεξείηαη ην κεγάιν κέγεζνο ησλ ζηνηρείσλ θαη ε 

έιιεηςε πύθλσζεο θνληά ζηελ πηέξπγα. [5] 

 

 επηιέρζεθε ε ρξήζε ππνπιέγκαηνο (submesh, εξγαιείν επεμεξγαζίαο επηκέξνπο 

ηκήκαηνο ελόο πιέγκαηνο) ζηελ πιεπξά ηνπ ρσξίνπ πνπ βξίζθεηαη ε ξίδα ηεο 

πηέξπγαο, κε αλάπηπμε ησλ ηξηγσληθώλ ζηνηρείσλ κε ηελ ππόζεζε Netgen 2D 

Parameters πνπ είλαη αληίζηνηρε ηεο Netgen 3D Parameters. Δπηιέρζεθε θαη εδώ ν 
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ειάρηζηνο ξπζκόο. Με ηνλ ηξόπν απηό θαη ηνλ ππνινγηζκό κε ηα λέα δεδνκέλα ηνπ 

θπξίσο πιέγκαηνο, δεκηνπξγήζεθε ην επηζπκεην απνηέιεζκα: Πνιπ ππθλό πιέγκα 

θαη κηθξά ζηνηρεία θνληά ζηελ πηέξπγα θαη ζηελ πιεπξά ηνπ ρσξίνπ πνπ βξίζθεηαη ε 

ξίδα ηεο (ζρήκα 3.3) θαη κηθξό ξπζκό αξαίσζεο ηνπ πιέγκαηνο θαη αύμεζεο ησλ 

ζηνηρείσλ όζν απνκαθξπλόκαζηε από απηά. Σν ηειηθό πιέγκα απνηειείηαη από 

199.091 θόκβνπο εθ ησλ νπνίσλ νη 23.384 (ζρήκα 3.4) βξίζθνληαη ζηηο πιεπξέο 

ππνπίεζεο θαη ππεξπίεζεο ηεο πηέξπγαο. 

 

΢ρήκα 3.3: Σν ηειηθό θπξίσο πιέγκα. Παξαηεξείηαη ε πύθλσζε ησλ ζηνηρείσλ ζην ρώξν από 

ην επ’άπεηξν όξην πξνο ηελ πηέξπγα. [5] 
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΢ρήκα 3.4: Σν θπξίσο πιέγκα ηεο πηέξπγαο. [5] 
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 4 
 ΚΤΚΛΟ΢ ΒΔΛΣΗ΢ΣΟΠΟΗΖ΢Ζ΢ ΜΔ ΣΖ ΢ΤΝΔΥΖ 

΢ΤΕΤΓΖ ΜΔΘΟΓΟ 

 ΢ην ηξίην κέξνο ηεο εξγαζίαο, πξαγκαηνπνίεζεθε θύθινο βειηηζηνπνίεζεο ηνπ 

πιέγκαηνο πνπ δεκηνπξγήζεθε κε ην ινγηζκηθό Salome θαη δνθηκάζζεθε εαλ απηό 

κπνξεί λα νδεγήζεη ζε ηθαλνπηεηηθά απνηειέζκαηα. ΢ηα ππνθεθάιαηα πνπ 

αθνινπζνύλ πεξηγξάθνληαη ιεπηνκεξώο ηα βήκαηα ηνπ θύθινπ βειηηζηνπνίεζεο.  

 

4.1 ΢σλετής ζσδσγής κέζοδος 

 Σν πξώην βήκα ηνπ θύθινπ βειηηζηνπνίεζεο ήηαλ ε εηζαγσγή ηνπ πιέγκαηνο 

ζηνλ θώδηθα πνπ βαζίδεηαη ζηε ΢πλερή ΢πδπγή Μέζνδν θαη έρεη αλαπηπρζεί ζηελ 

ΜΠΤΡ&Β ηνπ ΔΜΠ.  Παξαθάησ παξαηίζεληαη νη εμηζώζεηο πνπ πεξηγξάθνπλ ηε 

κέζνδν θαη δείρλνπλ πσο ππνινγίδνληαη νη παξάγσγνη επαηζζεζίαο, δειαδή ε 

κεηαβνιή ηεο αληηθεηκεληθήο ζπλάξηεζεο σο πξνο ηηο κεηαβιεηέο ζρεδηαζκνύ 

(ζπληεηαγκέλεο θόκβσλ ηνπ πιέγκαηνο).[3],[6] 

4.1.1 Σν πξσηεύνλ ζύζηεκα εμηζώζεσλ 

 Σν πξσηεύνλ ζύζηεκα κεξηθώλ δηαθνξηθώλ εμηζώζεσλ πνπ πεξηγξάθεη ηελ 

ξνή πνπ επηιέρζεθε ζηνλ θώδηθα απνηειείηαη από ηηο εμηζώζεηο Euler γηα ζπκπηεζηό 

κε ζπλεθηηθό ξεπζηό (inviscid flow), [3],[6],[9],[10],[11] 

inv

n nk
n

k

U f
R 0       (4.1)

t x

 
  

 
 

 όπνπ k=1,3 θαη n=1,5 γηα ηξηδηάζηαηεο ξνέο θαη T

kU [ , v ,E]    είλαη ην δηάλπζκα ησλ 

ζπληεξεηηθώλ κεηαβιεηώλ κε ξ ηελ ππθλόηεηα, vk ηηο ζπληζηώζεο ηεο ηαρύηεηαο θαη 
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Δ ηελ νιηθή ελέξγεηα αλά κνλάδα όγθνπ. Οη αηξηβείο (inviscid) ξνέο δίλνληαη από 

[3],[6] ,[9],[10],[11]: 

k

inv

nk n 1 k (n 1)k

k

v

f v v p           (4.2)

v (E p)

 

 
 

   
 
  

 

 όπνπ p είλαη ε ζηαηηθή πίεζε θαη δij ην δέιηα ηνπ Kronecker. Τπνζέηνληαο όηη Χ είλαη 

ην ππνινγηζηηθό ρσξίν θαη επεηδή πξόθεηηαη γηα εμσηεξηθή αεξνδύλακε ην όξην S ηνπ 

Χ απνηειείηαη από ηνλ ζηεξεό ηνίρν Sw (πηέξπγα) θαη ην απνκαθξπζκέλν όξην S


(far 

field). 

 

4.1.2 Μαζεκαηηθή δηαηύπσζε ηεο ΢πλερνύο ΢πδπγνύο Μεζόδνπ  

 Η αληηθεηκεληθή ζπλάξηεζε πξνο ειαρηζηνπνίεζε είλαη ε πξνβνιή ηεο 

αεξνδύλακεο πνπ επελεξγεί ζηελ πηέξπγα θαηά κήθνο δηεύζπλζεο πνπ θαζνξίδεηαη 

από ην δηάλπζκα rk [3],[6],[9]. Απηό εθθξάδεηαη σο : 

w

k k

S

F pn r dS             (4.3)   

όπνπ nk είλαη νη ζπληζηώζεο ηνπ κνλαδηαίνπ θάζεηνπ δηαλύζκαηνο ζηελ επηθάλεηα Sw 

θαη k

u
r

u




  ,κε ηνλ όξν u


λα είλαη ην δηάλπζκα ηεο ηαρύηεηαο ηεο ξνήο. Σν ζρήκα ηνπ 

ζώκαηνο Sw εμαξηάηαη από ην ζύλνιν N ησλ θόκβσλ ηνπ πιέγκαηνο bi, i [1,N] . Η 

κεηαβνιή ηεο ζπλάξηεζεο F εμαηηίαο νπνηαζδήπνηε κεηαβνιήο ησλ bi δίλεηαη από ηε 

ζρέζε : 

w w

k k k k

i i iS S

F p
n r dS p (n r dS)            (4.4)

b b b

  
 

      
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H δηαηύπσζε ηεο ζπλερνύο ζπδπγνύο κεζόδνπ μεθηλά ππνινγίδνληαο ηηο κεηαβνιέο 

ηεο επαπμεκέλεο (augmented) αληηθεηκεληθήο ζπλάξηεζεο 
aug n nF F R d



      σο 

πξνο ηα bi σο εμήο : 

aug n n k
n n n n k

i i i i iS

F R xF
d R d R n dS   (4.5)

b b b b b
 

   
       

         

Σα δύν ηειεπηαία νινθιεξώκαηα εμαιείθνληαη θαζώο ηζρύνπλ νη εμηζώζεηο Rn=0. To 

πξώην πεδηαθό νινθιήξσκα ηεο ζρέζεο (4.5) γξάθεηαη σο : 

inv

n nk
n n

i k i

R f
d ( )d          (4.6)

b x b
 

 
    

     

Σν δεύηεξν κέινο αλαπηύζζεηαη πεξαηηέξσ σο εμήο : 

inv inv

nk nk n m
n n k nmk

k i i i iS

f f U
( )d n dS A d    (4.7)

x b b b b
 

   
     

         

θαζώο inv

nk nmk mf A U   κε ην Anmk λα είλαη ε Ιαθσβηαλή ηεο ξνήο. ΢ηελ (4.7) ην 

επηθαλεηαθό νινθιήξσκα αλαιύεηαη ζε δύν νινθιεξώκαηα θαηά κήθνο ηνπ Sw θαη 

ηνπ S


. Καζώο νη αιιαγέο ζηηο κεηαβιεηέο ζρεδηαζκνύ δελ επεξεάδνπλ ην S


 ηζρύεη  

w w w

inv inv inv
invnk nk k k nk l

n k n n nk n k

i i i l iS S S S

m
n nmk k

iS

f (f n dS) (n dS) f x
n dS f n dS

b b b x b

U
                        A n dS                                                                   

b


    
       

    


 



   

   (4.8)

 

Δθαξκόδνληαο ηε ζπλζήθε κε-εηζρώξεζεο θαη ζέηνληαο Φn=0 ζηα επ΄άπεηξν όξηα 

γηα λα εμαιεηθζεί, ν ηειεπηαίνο όξνο ζηε ζρέζε (4.8), ην παξαπάλσ επηθαλεηαθό 

νινθιήξσκα γίλεηαη : 

w w w

inv inv
invnk k nk l

n k 1 k k 1 n nk n k

i i i l iS S S S

f (n dS) f xp
n dS n dS ( p f ) n dS         (4.9)

b b b x b
 

   
       

       

 



50 
 

 Σν επόκελν βήκα είλαη λα γίλεη ε έθθξαζε (4.5) αλεμάξηεηε ηεο αιιαγήο ησλ 

κεηαβιεηώλ ηεο ξνήο. Αξρηθά εμαιείθνληαη ηα πεδηαθά νινθιεξώκαηα απηήο ηεο 

έθθξαζεο, ηα νπνία εμαξηώληαη από ηηο αιιαγέο m iU / b  , ηθαλνπνηώληαο ηελ 

πεδηαθή ζπδπγή εμίζσζε 

n n
nmk

k

A 0   (4.10)
t x

 
 

 
  

΢ηηο αηξηβείο ξνέο, γηα λα εμαιεηθζνύλ ηα επηθαλεηαθά νινθιεξώκαηα ηεο κεηαβνιήο 

ηεο πίεζεο ζηα ζηεξεά ηνηρώκαηα, ζηηο εμηζώζεηο (4.4) θαη (4.9), εθαξκόδεηαη ε 

έθθξαζε m 1 m m mn r n


   , πνπ είλαη αληίζηνηρε ηεο ζπλζήθεο κε-εηζρώξεζεο γηα ηελ 

πξσηεύνπζα ηαρύηεηα. H θάζεηε ζηελ επηθάλεηα ζπδπγήο ηαρύηεηα γίλεηαη ίζε κε 

κεδέλ κόλν όηαλ ην n


 είλαη θάζεην ζην r


. Οη νξηαθέο ζπλζήθεο γηα ηε ζπδπγή 

ηαρύηεηα ζηα ηνηρώκαηα εμαιείθεη επίζεο ηα επηθαλεηαθά νινθιεξώκαηα πνπ 

πεξηιακβάλνπλ κεηαβνιέο ηεο πίεζεο επάλσ ζηα ηνηρώκαηα ζηηο εμηζώζεηο (4.4) θαη 

(4.9). 

 Σειηθά, ηα ελαπνκείλαληα επηθαλεηαθά νινθιεξώκαηα δίλνπλ ηηο παξαγώγνπο 

επαηζζεζίαο, 

w w w

inv
aug invnk l k

k k n k k 1 n nk

i i l i iS S S

F f x (n dS)
p (n r dS) n dS ( p f )     (4.11)

b b x b b


   
     

         

 

4.1.3 Γηαθξηηνπνίεζε θαη αξηζκεηηθή ιύζε 

 Η πξσηεύνπζα (4.1) θαη ε ζπδπγήο εμίζσζε (4.10) δηαθξηηνπνηνύληαη 

ρξεζηκνπνηώληαο ηελ θεληξνθνκβηθή κέζνδν πεπεξαζκέλσλ όγθσλ ζε κε-δνκεκέλν 

πιέγκα. ΢ην ζρήκα 4.1 παξνπζηάδεηαη έλαο πεπεξαζκέλνο όγθνο πνπ ζρεκαηίδεηαη 

γύξσ από έλαλ θόκβν P ζε δηδηάζηαην πιέγκα γηα ιόγνπο απιόηεηαο. ΢ηνλ 

πξσηεύνληα επηιύηε, νη αηξηβείο αξηζκεηηθέο ξνέο πνπ δηαζρίδνπλ γεηηνληθνύο 

πεπεξαζκέλνπο όγθνπο, ππνινγίδνληαη ρξεζηκνπνηώληαο ηνλ πξνζεγγηζηηθό επηιύηε 

Riemann κε αθξίβεηα δεύηεξεο ηάμεο σο εμήο: 
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P Q PQPQ P Q R L

nm nm nmn m m m m

1 1
(A U A U ) A (U U )           (4.12)`

2 2
      

όπνπ ν PQ  ρξεζηκνπνηείηαη γηα ηνλ ππνινγηζκό ηνπ ππνινίπνπ ζηνλ θόκβν P θαη ν 

QP PQ    ρξεζηκνπνηείηαη γηα ηνλ ππνινγηζκό ηνπ ππνινίπνπ ζην Q [3],[6],[9]. 

΢ηελ εμίζσζε (4.12) ηζρύεη nm nmk kA n   όπνπ nk είλαη ην θάζεην δηάλπζκα ζηε 

δηεπηθάλεηα ησλ πεπεξαζκέλσλ όγθσλ πνπ ζρεκαηίδεηαη γύξσ από ηνπο θόκβνπο 

P,Q θαη δείρλεη πξνο ην Q. Ο όξνο 
PQ

A`  ππνινγίδεηαη κε βάζε ηηο κέζεο θαηά Roe 

κεηαβιεηέο ξνήο, UP θαη UQ είλαη νη κεηαβιεηέο ξνήο πνπ απνζεθεύνληαη ζηα P θαη Q 

αληίζηνηρα θαη UR θαη UL είλαη νη κεηαβιεηέο ξνήο ζην δεμί θαη αξηζηεξό ζύλνξν ηνπ 

πεπεξαζκέλνπ όγθνπ, όπνπ απνθηώληαη κε πξνεθβνιή ησλ UQ θαη UP αληίζηνηρα. 

Οη ζπδπγείο αηξηβείο αξηζκεηηθέο ξνέο ππνινγίδνληαη σο εμήο: 

P PQadj,PQ P Q R L

nm nmm n n n n

1 1
A ( ) A ( )         (4.13)`

2 2
         

Q PQadj,QP P Q R L

nm nmm n n n n

1 1
A ( ) A ( )          (4.14)`

2 2
        

 

Σχήμα 4.1: Πεπεξαζκέλνο όγθνο γύξσ από θόκβν P [3]. 
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Οη πξσηεύνπζεο θαη νη ζπδπγείο εμηζώζεηο ιύλνληαη επαλαιεπηηθά κε ηηο δηνξζώζεηο 

ησλ πξσηεπνπζώλ θαη ησλ ζπδπγώλ κεηαβιεηώλ ΓU θαη ΓΦ αληίζηνηρα ζύκθσλα κε 

ηηο παξαθάησ ζρέζεηο: 

n 1 nn
m n m m m

m

n 1 nm
n m n n n

n

R
U R           U U U

U

                                                                                     (4.15)

R
R          






     




       



 

Οη εμηζώζεηο (4.15) ιύλνληαη ρξεζηκνπνηώληαο ηε κέζνδν Jacobi πνπ 

παξαιιεινπνηείηαη εύθνια ζε θάξηεο γξαθηθώλ. 

4.2 Τποιογηζκός λέωλ ηηκώλ ζεκείωλ ειέγτοσ 

 Σν δεύηεξν βήκα ηνπ θύθινπ βειηηζηνπνίεζεο πεξηιακβάλεη ηελ αλάπηπμε 

θώδηθα κε ηε βνήζεηα ηνπ νπνίνπ έγηλαλ νη ππνινγηζκνί πνπ παξαηίζεληαη 

παξαθάησ. 

4.2.1 Αλαζηξνθή ζεκείσλ (point inversion) 

 Αξρηθά ν θώδηθαο ππνινγίδεη γηα θάζε θόκβν ηνπ πιέγκαηνο ηηο αληίζηνηρεο 

ηηκέο ησλ παξακέηξσλ ησλ δηαλπζκάησλ θόκβσλ πνπ πεξηγξάθνπλ ηελ επηθάλεηα 

ηεο πηέξπγαο όπνπ βξίζθεηαη ην πιέγκα. Γηα ηνλ ππνινγηζκό απηό αθνινπζείηαη ε 

εμήο δηαδηθαζία: 

 Υσξίδεηαη ην U δηάλπζκα θόκβσλ ζε 110 κέξε θαη ην V ζε 100 θαη 

ππνινγίδνληαη ηα S(u,v) ζεκεία γηα όιεο ηηο παξακέηξνπο πνπ πξνθύπηνπλ. ΢ηε 

ζπλέρεηα, ππνινγίδεηαη ε δηαθνξά θάζε ζεκείνπ ηνπ πιέγκαηνο P από όια ηα S(u,v) 

ζεκεία θαη γηα ηελ κηθξόηεξε δηαθνξά θάζε ζεκείνπ ειέγρνπ δεκηνπξγείηαη ε 

δηαλπζκαηηθή ζπλάξηεζε 

r(u,v) S(u,v) P             (4.16)   

 ΢ρεκαηίδνληαη επίζεο νη βαζκσηέο ζπλαξηήζεηο  
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u

v

f(u,v) r(u,v) S (u,v) 0                       (4.17)

g(u,v) r(u,v) S (u,v) 0                       (4.18)

  

  
 

όπνπ όηαλ επηβεβαηώλνληαη ειαρηζηνπνηείηαη ε απόζηαζε ησλ P από ηελ επηθάλεηα. 

Οη θάησ δείθηεο u,v ππνλννύλ παληνύ παξαγώγηζε σο πξνο ηελ παξάκεηξν πνπ 

αλαγξάθεηαη σο δείθηεο. 

 Γηα λα ιπζεί ην ζύζηεκα ησλ εμηζώζεσλ (4.17) θαη (4.18)  κε ηελ 

επαλαιεπηηθε κέζνδν Newton νξίδνληαη ηα 

i 1 i

i

i 1 i

2

u uu u v uvu v

i 2
u v u v vu v vv

i i

i

i i

u uu

v vv

S r S S S r Sf f
J

g g S S r S S r S

f(u ,v )

g(u ,v )





   
     

   

      
   
        

 
    

 

  

όπνπ όιεο νη ζπλαξηήζεηο ζηνλ πίλαθα iJ  ππνινγίδνληαη ζηα i i(u ,v ) . ΢ηελ i-νζηή 

επαλάιεςε ιύλεηαη ην 2 2   ζύζηεκα γξακκηθώλ σο πξνο ηνπο αγλώζηνπο δi  

i i iJ          (4.19)    

Σέινο, από ηα δi απνθηώληαη νη λέεο ηηκέο ησλ παξακέηξσλ 

i 1 i

i 1 i

u u u

                               (4.20)

v v v





  

  

 

Σα θξηηήξηα ζύγθιηζεο δίλνληαη από 

i 1 i u i 1 i v i i 1(u u )S (u,v) (v v )S (u ,v )                                            (4.21)
 
      

u i i 1S (u ,v ) P                                                                               (4.22)    
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u i i i i v i i i i

2 2

u i i i i v i i i i

S (u ,v ) (S(u ,v ) P) S (u ,v ) (S(u ,v ) P)
                  (4.23)

S (u ,v ) (S(u ,v ) P) S (u ,v ) (S(u ,v ) P)

   
   

 
 

΢ηε ζπλέρεηα ειέγρνληαη θαη πάιη νη ζπλζήθεο (4.22), αλ απηέο δελ ηθαλνπνηνύληαη 

ππνινγίδεηαη λέα ηηκή i 1 i 1(u ,v )
 

 κέζσ ηεο (4.20). Σόηε, ειέγρνληαη αθόκε νη ζπλζήθεο 

πνπ επηβεβαηώλνπλ όηη νη παξάκεηξνη παξακέλνπλ εληόο ησλ δηαλπζκάησλ θόκβσλ (

i 1u [a,b]

  θαη i 1v [c,d]


 ) 

i+1 i 1

i+1 i 1

αν   (u <a)    u a

αν   (u >b)    u b








 

θαη 

i+1 i 1

i+1 i 1

αν    (v <c)    v c

αν    (v >d)    v d








  

θαη 

i 1 i u i i i 1 i v i i 1(u u )S (u ,v ) (v v )S (u ,v )        (4.24)
 
      

Οη επαλαιήςεηο ζηακαηνύλ όηαλ ηθαλνπνηεζεί κία από ηηο ζρέοζεηο (4.21), (4.22) ή 

(4.24). 

4.2.2 Τπνινγηζκόο γεσκεηξηθώλ παξαγώγσλ 

 Από ηε ζρέζε (2.7) θαη γηα βάξπ κνλάδα πξνθύπηεη ε παξαθάησ ζρέζε  

n m

i,p j,q i,j

i 0 j 0

S(u,v) N (u)N (v)P ,      0 u,v 1      (4.25)
 

  

 
Οπόηε, παξαγσγίδνληαο ηα δύν κέιε ηεο (4.25) κε Pi,j πξνθύπηνπλ νη γεσκεηξηθέο 

παξάγσγνη, δειαδή νη κεηαβνιέο ηεο ζέζεο ησλ θόκβσλ ηνπ πιέγκαηνο σο 

ζπλάξηεζε ηεο κεηαβνιήο ηεο ζέζεο ησλ ζεκείσλ ειέγρνπ, σο εμήο: 

i,p j,q

i,j

dS(u,v)
N (u)N (v),       0 u,v 1      (4.26)

dP
  
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Με ηε βνήζεηα ησλ ζρέζεσλ (4.11) θαη (4.26) ππνινγίδνληαη ζηνλ θώδηθα πνπ 

αλαπηύρζεθε νη παξάγσγνη επαηζζεζίαο σο πξνο ηε κεηαβνιή ηεο ζέζεο ησλ 

ζεκείσλ ειέγρνπ κε ηε κέζνδν ηεο αιπζηδσηήο παξαγώγηζεο. 

 
aug augk

k i,j i,j

F Fb
                             (4.27)

b P P

 


  
 

εθόζνλ κε ηνπο όξνπο kδb  και δS(u,v)   πεξηγξάθεηαη ε κεηαβνιή ηεο ζέζεο ησλ 

θόκβσλ ηνπ πιέγκαηνο. ΢ηελ (4.27) γίλεηαη άζξνηζε σο πξνο ηνλ δείθηε k. 

Από ηελ (4.27) θαη ηε κέζνδν ηεο απόηνκεο θαζόδνπ πξνθύπηεη ε αλαλεσκέλε ηηκή 

ησλ ζέζεσλ ησλ ζεκείσλ ειέγρνπ από ηε ζρέζε 

augnew old

i,j i,j

i,j

F
P P             (4.28)

P


  


 

κε ζπληειεζηή ε=0.01. 

 

4.3 Μεηαθίλεζε πιέγκαηος 

 Με ηα λέα ζεκεία ειέγρνπ πνπ πξνθύπηνπλ από ηε ζρέζε (4.28) 

ππνινγίδνληαη νη λέεο ζέζεηο ησλ θόκβσλ ηνπ πιέγκαηνο ζηελ επηθάλεηα ηεο 

πηέξπγαο, θαζώο κε ηε ζρέζε (4.20) έρνπλ βξεζεί νη θόκβνη u,v πνπ αλαπαξάγνπλ 

θάζε θόκβν ζηελ παξακεηξηθή πεξηγξαθή. Γηα ηελ κεηαθίλεζε όκσο ηνπ 3Γ 

πιέγκαηνο ρξεζηκνπνηείηαη ν θώδηθαο πνπ αλαπηύρζεθε ζηελ ΜΠΤΡ&Β ηνπ ΔΜΠ θαη 

ρξεζηκνπνηεί ηε κέζνδν ησλ ειαηεξίσλ. Σν λέν πιέγκα εηζάγεηαη εθ λένπ ζηνλ 

θώδηθα ζπλερνύο ζπδπγνύο κεζόδνπ ηεο ΜΠΤΡ&Β θαη μεθηλά λένο θύθινο 

βειηηζηνπνίεζεο. 
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 5 
 ΑΠΟΣΔΛΔ΢ΜΑΣΑ ΒΔΛΣΗ΢ΣΟΠΟΗΖ΢Ζ΢ 

 

5.1 Αποηειέζκαηα 

 Πξαγκαηνπνηήζεθαλ δέθα θύθινη βειηηζηνπνίεζεο κε ηα βήκαηα πνπ 

αλαθέξζεθαλ ζην θεθάιαην 4. ΢ε απηά ρξεζηκνπνηήζεθαλ ζπληεηαγκέλεο ζεκείσλ 

πνπ πεξηγξάθνπλ ηελ αεξνηνκή NACA 2412. Γόζεθαλ 101 ζεκεία πνπ πεξηγξάθνπλ 

ηελ πιεπξά ππνπίεζεο θαη 101 πνπ πεξηγξάθνπλ ηελ πιεπξά ππεξπίεζεο. Οη 

δηαζηάζεηο ηεο πηέξπγαο πνπ δόζεθαλ ήηαλ L=17.156m, Ct=2m θαη ζ=65°. Δπίζεο ν 

βαζκόο πνπ επηιέρζεθε γηα ηηο θακπύιεο πνπ πεξηγξάθνπλ ηηο αεξνηνκέο 

(θαηεύζπλζε u παξακέηξνπ) ήηαλ 3 θαη ν βαζκόο θαηά κήθνο ηνπ εθπεηάζκαηνο 

(θαηεύζπλζε ηεο παξακέηξνπ v) ήηαλ πάιη 3. Σέινο νη ζέζεηο ησλ αεξνηνκώλ θαηά 

κήθνο ηνπ εθπεηάζκαηνο επηιέρζεθαλ λα είλαη νη 0, 0.25L, 0.5L, 0.75L θαη L. 

 Όπσο θαίλεηαη ζηα ζρήκαηα 5.1 θαη 5.2 ην απνηέιεζκα ησλ δέθα θύθισλ 

βειηηζηνπνίεζεο έδσζε 14% κείσζε ηεο ηηκήο ηεο νπηζζέιθνπζαο (Drag) θαη ζρεηηθά 

ακεηάβιεηε ηελ ηηκή ηεο άλσζεο (Lift). ΢ηα ζρήκαηα 5.3 θαη 5.4 όπνπ παξνπζηάδεηαη 

ε θαηαλνκή ηνπ αξηζκνύ Mach ζηελ πηέξπγα κεηά ηνλ πξώην θαη κεηά ηνλ δέθαην 

θύθιν βειηηζηνπνίεζεο, επίζεο παξαηεξείηαη κηθξή κείσζε ηνπ θύκαηνο θξνύζεο. 
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΢τήκα 5.1: Παξαηεξείηαη ε κείσζε ηεο ηηκήο ηεο νπηζζέιθνπζαο (Drag) κε ηνπο θύθινπο 

βειηηζηνπνίεζεο. 

  

΢τήκα 5.2: Μεηαβνιή ηεο ηηκήο ηεο νπηζζέιθνπζαο (Drag) θαη ηεο ηηκήο ηεο άλσζεο (Lift) ζε 

ζρέζε κε ηελ ηηκή ζηνλ πξώην θύθιν βειηηζηνπνίεζεο θαη ζπλνιηθά κε ηνπο θύθινπο 

βειηηζηνπνίεζεο.  
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΢τήκα 5.3: Καηαλνκή ηνπ αξηζκνύ Mach ζηελ επηθάλεηα ηεο πηέξπγαο (θάηνςε) κεηά ηνλ 

πξώην θαη ηνλ δέθαην θύθιν βειηηζηνπνίεζεο αληίζηνηρα, όπσο πξνθύπηεη γηα ξνή ππό 

γσλία α=2.720 θαη ηηκή Mach=0.75 ζην επ΄άπεηξν όξην. Μεηώλεηαη ην θύκα θξνύζεο, εηδηθά 

πξνο ηε ξίδα ηεο πηέξπγαο. 
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΢τήκα 5.4: Καηαλνκή ηνπ αξηζκνύ Mach γηα ηηο πεξηπηώζεηο ηνπ ζρήκαηνο 5.3 ζηελ 

επηθάλεηα ηεο πηέξπγαο, αιιά θαη γύξσ από απηή. 
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(α) 
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(β) 

΢τήκα 5.5: Με ην γαιάδην (αλνηρηό) ρξώκα θαίλεηαη ε αξρηθή γεσκεηξία ηεο πηέξπγαο θαη κε 

ην γθξη (έληνλν) ρξώκα ε γεσκεηξία ηεο πηέξπγαο κεηά από δέθα θύθινπο βειηηζηνπνίεζεο, 

α) πιεπξά ππνπίεζεο θαη β) πιεπξά ππεξπίεζεο. 
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5.2 ΢σκπεράζκαηα 

 Σα ζπκπεξάζκαηα πνπ πξνθύπηνπλ από ηε κεηαπηπρηαθή απηή εξγαζία είλαη 

ηα εμήο: 

α) Δίλαη εθηθηό λα δεκηνπξγεζεί ε παξακεηξνπνηεκέλε κνξθή κίαο πηέξπγαο 

αεξνζθάθνπο κε επηθάλεηεο NURBS, έρνληαο σο δεδνκέλν ηελ πεξηγξαθή 

αεξνηνκώλ κε ζπληεηαγκελεο ζεκείσλ θαηά κήθνο ηνπ εθπεηάζκαηνο θαη παξεκβνιή 

ζε απηέο ηηο αεξνηνκέο (ζηηο επηθάλεηεο πνπ δεκηνπξγνύληαη νη θακπύιεο απνηεινύλ 

ηζνπαξακεηξηθέο πεξηπησζεηο), 

β) Η πιεξνθνξία απηή (επηθάλεηεο NURBS) κπνξεί λα ρξεζηκνπνηεζεί γηα ηε 

δεκηνπξγία θαιήο πνηόηεηαο πιέγκαηνο πνπ λα κπνξεί λα ρξεζηκνπνηεζεί ζε 

θύθινπο βειηηζηνπνίεζεο,  

γ) Μπνξεί λα πξαγκαηνπνηεζεί ε ηειηθή βειηηζηνπνίεζε σο πξνο ηηο ζέζεηο ησλ 

ζεκείσλ ειέγρνπ ηεο παξακεηξνπνηεκέλεο κνξθήο κε κεηαηξνπή ησλ παξαγώγσλ 

επαηζζεζίαο κε ηε βνήζεηα ησλ γεσκεηξηθώλ παξαγώγσλ. 

δ) ΢ε θάζε θύθιν βειηηζηνπνίεζεο παξαηεξείηαη πηώζε ηνπ ζπληειεζηή 

νπηζζέιθνπζαο θαη ηαπηόρξνλε δηαηήξεζε ηνπ ζπληειεζηή άλσζεο κε ηε δεκηνπξγία 

θάζε θνξά ηδαληθόηεξεο γεσκεηξίαο. 

ε) Σν θύκα θξνύζεο πνπ παξαηεξείηαη ζηνπο πξώηνπο θύθινπο βειηηζηνπνίεζεο 

κεηώλεηαη ζηαδηαθά. 
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