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Περίληψη

Σε προβλήματα βελτιστοποίησης μορφής απαιτείται συνεχής επαναπλεγματοποίηση των

διαρκώς μεταβαλλόμενων χωρίων υπολογισμού, η οποία είναι πολύ χρονοβόρα. Στο

πλαίσιο αυτό, η διπλωματική εργασία προτείνει μια μέθοδο παραμετροποίησης και προ-

σαρμογής υπολογιστικών πλεγμάτων, για χρήση στη βελτιστοποίηση μορφής, με στόχο

τη μείωση του υπολογιστικού κόστους. Συγκεκριμένα, προτείνει τη δημιουργία κατάλ-

ληλου πλέγματος ελέγχου για την παραμετροποίηση των κόμβων του επιφανειακού

και 3Δ υπολογιστικού πλέγματος. Η παραμετροποίηση αυτή γίνεται με τη χρήση

των αρμονικών συντεταγμένων, που προκύπτουν ως λύσεις των εξισώσεων Laplace
με κατάλληλες οριακές συνθήκες. Αρχικά κατασκευάζεται το αρμονικό χωρίο και το

σχετικό (αραιό) πλέγμα, στο οποίο επιλύονται οι εξισώσεις Laplace και υπολογίζονται

τα πεδία των αρμονικών συντεταγμένων. Στη συνέχεια, υπολογίζονται οι αρμονικές

συντεταγμένες των κόμβων του υπολογιστικού (CFD) πλέγματος μέσω παρεμβολής.

Αποτέλεσμα της παραμετροποίησης αυτής είναι η ταυτόχρονη και άμεση δυνατότητα

μετατόπισης όλων των κόμβων του υπολογιστικού πλέγματος. Για λόγους επιβολής

συνέχειας, δημιουργείται ένα σύστημα δύο αρμονικών χωρίων που ελέγχει τη γεωμε-

τρία και το πλέγμα. Στη διπλωματική αυτή εργασία προγραμματίσθηκε λογισμικό για

την υλοποίηση της παραπάνω διαδικασίας, επεκτείνοντας σε 3Δ παλαιότερη εργασία για

2Δ εφαρμογές. Το λογισμικό αυτό χρησιμοποιήθηκε για βελτιστοποίηση στην εξωτε-

ρική και εσωτερική 3Δ αεροδυναμική, με τη χρήση εξελικτικών αλγορίθμων (EA) αλλά

και της συζυγούς μεθόδου (adjoint), για την οποία προγραμματίστηκε ό,τι χρειαζόταν

για τον υπολογισμό των παραγώγων ευαισθησίας με τον κανόνα της αλυσίδας.
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Abstract

In aerodynamic shape optimization, the procedure of regenerating the grid within
the continuously changing domain is time consuming. This diploma thesis proposes
a parameterization technique and the simultaneous adaptive deformation of 3D co-
mputational grids. It proposes the generation of an appropriate control grid for the
parametrization of both the nodes of the surface of the geometry and the internal
nodes of the 3D computational grid. This parameterization uses the harmonic coor-
dinates resulting from the numerical solution of Laplace equations with appropriate
boundary conditions. Firstly, the harmonic grid is generated, in which Laplace e-
quations are solved and the fields of harmonic coordinates are computed. Then, the
harmonic coordinates at the nodes of the computational grid are interpolated. The
result of this parameterization is the simultaneous and direct displacement of all
nodes of the computational grid. Furthermore, to ensure continuity, a system of two
harmonic grids is generated, which controls the shape geometry and the CFD grid.
During this diploma thesis, software for the implementation of this procedure was
programmed, extending previous work for 2D applications to 3D ones. This software
was used to solve 3D aerodynamic shape optimization problems, using evolutionary
algorithms and the adjoint method. Regarding the latter, software was programmed
to compute the sensitivity derivatives using the chain rule.
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Κεφάλαιο 1

Εισαγωγή

1.1 Η Βελτιστοποίηση στην Αεροδυναμική

Τα τελευταία χρόνια η ανάπτυξη ενός προϊόντος χαρακτηρίζεται από ιδιαίτερη πολυ-

πλοκότητα. Υπάρχουν υψηλές απαιτήσεις σε σχεδιαστική ανάλυση, κατασκευαστική

ακρίβεια καθώς και σε ανταγωνιστικά προϊόντα, παράλληλα με μια διαρκώς μεταβαλ-

λόμενη ζήτηση. Επίσης ο ισχυρός ανταγωνισμός επιβάλλει τη διαρκή ενσωμάτωση

και αξιοποίηση των νέων δυνατοτήτων που προσφέρει η τεχνολογία. ΄Ετσι, γίνεται

απαραίτητη η ανάλυση ολοένα και περισσότερων μηχανολογικών προϊόντων, επόμενο

βήμα της οποίας είναι η βελτιστοποίηση, βάσει προδιαγραφών [38]. Οι μεταβαλλόµενες
παράµετροι κατά τη βελτιστοποίηση ονοµάζονται μεταβλητές σχεδιασµού (design va-
riables) και τα χαρακτηριστικά προς τροποποίηση, στόχοι (objectives). Σε κάποιες

εφαρµογές, μπορεί να υπάρχει η ανάγκη καθορισµού περισσότερων του ενός χαρα-

κτηριστικών. Μάλιστα, οι επιπρόσθετοι στόχοι πολλές φορές είναι αντικρουόµενοι,
δηλαδή η σύγκλιση προς έναν στόχο επιφέρει την απόκλιση από κάποιον άλλον. Ε-

πίσης, εκτός από την πολυπλοκότητα των στόχων, σε πραγµατικές εφαρµογές επι-

βάλλονται περιορισµοί (constraints) οι οποίοι αυξάνουν περισσότερο τη δυσκολία του

προβλήµατος. Η μέθοδος της βελτιστοποίησης είναι το εργαλείο το οποίο ανιχνεύει τον

χώρο των υποψήφιων λύσεων και οδηγεί στον εντοπισμό της βέλτιστης από όλες τις

υποψήφιες λύσεις. Για αυτόν τον λόγο, απαιτείται ο καθορισμός ενός ή περισσοτέρων

συναρτήσεων – στόχων (objective functions) οι οποίες πρέπει να ελαχιστοποιηθούν,

των περιορισμών του προβλήματος καθώς και των μεταβλητών σχεδιασμού. Κατά την

ανίχνευση του χώρου των υποψήφιων λύσεων, την επιλογή δηλαδή των βέλτιστων τι-

μών μεταβλητών σχεδιασμού, απαιτείται υποστήριξη και από το λεγόμενο λογισμικό

αξιολόγησης, που αξιολογεί τις υποψήφιες λύσεις ως προς τους στόχους που τέθη-

καν. Στην αεροδυναμική, ένα είδος βελτιστοποίησης που χρησιμοποιείται πολύ συχνά

είναι η βελτιστοποίηση μορφής (shape optimization) η οποία στοχεύει στον προσδιο-
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ρισμό της μορφής μιας γεωμετρίας που εμπλέκεται σε πρόβλημα ροής γύρω ή μέσα

σε αυτή. Για παράδειγµα, για µια πτέρυγα αεροσκάφους οι µεταβλητές σχεδιασµού
µπορούν να είναι τα σηµεία που ορίζουν τη γεωµετρία της επιφάνειάς της, ενώ ως

στόχος µπορεί να τεθεί η µεγιστοποίηση της άνωσης (L) ή η ελαχιστοποίηση της οπι-

σθέλκουσας (D). Οι μέθοδοι βελτιστοποίησης μπορούν να διακριθούν σε στοχαστικές

και αιτιοκρατικές μεθόδους [38]. Οι μέθοδοι στοχαστικής βελτιστοποίησης αναζητούν

τη λύση με τυχηματικό τρόπο ή οργανωμένα τυχαίο. Βασικό στοιχείο που οδήγησε

στη γρήγορη και ευρεία επικράτησή τους ήταν το μη-μαθηματικό υπόβαθρό τους, η

ευκολία με την οποία προσαρμόζονται σε κάθε νέο πρόβλημα αρκεί να υπάρχει δια-

θέσιμο λογισμικό αξιολόγησης κάθε υποψήφιας λύσης και, κυρίως, η δυνατότητά τους

να μην εγκλωβίζονται σε τοπικά ακρότατα. Χαρακτηριστικό παράδειγμα στοχαστικών

αλγορίθμων είναι οι εξελικτικοί αλγόριθμοι (Evolutionary Algorithms-EA) [38][17].

Οι αλγόριθμοι αιτιοκρατικής βελτιστοποίησης βασίζονται στη γενικευμένη έννοια της

παραγώγου της συνάρτησης-στόχου για τον εντοπισμό της βέλτισης λύσης, δηλαδή

της λύσης που ελαχιστοποιεί ή μεγιστοποιεί την τιμή της συνάρτησης-στόχου. Ενώ οι

στοχαστικές μέθοδοι προσαρμόζονται εύκολα σε κάθε πρόβλημα, δεν ισχύει το ίδιο και

για τις αιτιοκρατικές. Το πλεονέκτημα των αιτιοκρατικών μεθόδων είναι ότι μπορούν

να συγκλίνουν γρήγορα στη βέλτιστη λύση, όμως, σε αντίθεση με τις στοχαστικές

μεθόδους υπάρχει ο κίνδυνος να εντοπιστεί τοπικό ακρότατο, ανάλογα με το σημείο

αρχικοποίησης. Το βασικό ζήτημα των μεθόδων αυτών είναι ο υπολογισμός των παρα-

γώγων της συνάρτησης-στόχου ως προς τις μεταβλητές σχεδιασμού, γνωστών και ως

παραγώγων ευαισθησίας (sensitivity derivatives). Ενδεικτικές μέθοδοι υπολογισμού

των παραγώγων αυτών είναι οι εξής [38]:

• Πεπερασμένες Διαφορές (Finite Differences)

• Ευθεία Διαφόριση (Direct Differentiation)

• Μέθοδος των Μιγαδικών Μεταβλητών (Complex Variable Method)

• Μέθοδος της Αυτόματης Διαφόρισης (Automated Differentiation)

• Συζυγής Μέθοδος (Adjoint Method)

Κατά κύριο λόγο χρησιμοποιείται η Συζυγής Μέθοδος καθώς έχει το πολύ σημαντικό

πλεονέκτημα ότι το υπολογιστικό κόστος είναι ανεξάρτητο του αριθμού των μεταβλητών

σχεδιασμού. Γίνεται εύκολα κατανοητή λοιπόν η σπουδαιότητα της μεθόδου αφού σε

ένα σύγχρονο πρόβλημα αεροδυναμικής, ο αριθμός των μεταβλητών σχεδιασμού μπορεί

να είναι ιδιαίτερα μεγάλος.

1.2 Ανάγκη για Παραμόρφωση Πλέγματος

Αναπόσπαστο στοιχείο της βελτιστοποίησης σε ένα πρόβλημα ρευστοδυναμικής, από τη

στιγμή που τέτοιου είδους προβλήματα λύνονται με τη βοήθεια Ηλεκτρονικού Υπολο-
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γιστή, αποτελεί η σωστή διακριτοποίηση του χωρίου υπολογισμού (γένεση υπολογιστι-

κού πλέγματος) [37]. Η διαδικασία της βελτιστοποίησης, όμως, δεν πραγματοποιείται

σε ένα βήμα, αλλά γίνεται επαναληπτικά, έως ότου βρεθεί η βέλτιστη λύση. Αυτό σημα-

ίνει ότι σε κάθε κύκλο βελτιστοποίησης τροποποιείται η γεωμετρία του αεροδυναμικού

σώματος. Η δημιουργία νέου πλέγματος γύρω από τη γεωμετρία αποτελεί μια δαπανηρή

διαδικασία, καθώς απαιτεί σημαντικό υπολογιστικό χρόνο. Δεδομένου ότι επιθυμείται

η ελαχιστοποίηση του χρόνου βελτιστοποίησης, επιλέγεται η προσαρμογή του υπάρχο-

ντος πλέγματος σε συμφωνία με την παραμόρφωση της γεωμετρίας, αφού έτσι μπορεί

να εξασφαλισθεί ότι η δημιουργία του υπολογιστικού πλέγματος θα γίνεται μόνο μία

φορά. Η προσαρμογή αυτή γίνεται σε κάθε χρονικό βήμα (για μη-μόνιμα προβλήματα) ή

σε κάθε κύκλο βελτιστοποίησης (για προβλήματα αεροδυναμικού σχεδιασμού), ενώ με-

τά από κάθε προσαρμογή, η προηγούμενη λύση της ροής μπορεί να χρησιμοποιηθεί ως

αρχική τιμή της νέας επίλυσης (εφόσον διατηρείται η τοπολογία του πλέγματος), ώστε

να επιτευχθεί γρηγορότερη σύγκλιση. Επομένως, είναι σημαντική η ανάπτυξη μίας με-

θόδου προσαρμοστικής παραμόρφωσης πλεγμάτων η οποία θα διατηρεί την ποιότητα

του πλέγματος σε κάθε βήμα ενώ θα εκτελεί την προσαρμογή αυτή σε μικρό υπολογι-

στικό χρόνο. Ο στόχος μιας μεθόδου παραμόρφωσης πλεγμάτων είναι η διάδοση της

μετατόπισης του επιφανειακού (οριακού) πλέγματος στο εσωτερικό του υπολογιστικού

χωρίου, έτσι ώστε να μετατοπιστούν όλοι οι εσωτερικοί κόμβοι και να προσαρμοστεί

το πλέγμα στη νέα γεωμετρία. Μια τέτοια μέθοδος είναι και η μέθοδος των αρμονικών

συντεταγμένων, που μελετήθηκε κατά την εκπόνηση της διπλωματικής αυτής εργασίας

και εφαρμόστηκε σε 3Δ αεροδυναμικά σώματα. Αποτελεί συνέχεια παλαιότερης δι-

πλωματικής εργασίας [36] που αφορά τη χρήση των αρμονικών συντεταγμένων για την

παραμετροποίηση 2Δ αεροδυναμικών σωμάτων.

1.3 Μέθοδοι Παραμόρφωσης Πλέγματος

Η ανάγκη αποφυγής της επαναπλεγματοποίησης και, αντ΄ αυτής, της προσαρμογής του

πλέγματος στη νέα γεωμετρία, οδήγησε στην ανάπτυξη πολλών μεθόδων παραμόρφω-

σης πλέγματος. Οι μέθοδοι αυτές μπορούν να κατηγοριοποιηθούν σε μεθόδους ελε-

ύθερης παραμόρφωσης μορφής, σε μεθόδους μερικών διαφορικών εξισώσεων (ΜΔΕ),

σε μεθόδους φυσικών αναλόγων, και σε αλγεβρικές μεθόδους.

Μία ιδέα που έχει αναπτυχθεί τελευταία στο σχεδιασμό μηχανολογικών αντικειμένων

προέρχεται από το χώρο των κινουμένων σχεδίων και των ψηφιακών χαρακτήρων. Αυτή

ονομάζεται, τεχνική της Ελεύθερης Παραμόρφωσης Μορφής (Free Form Deformation
FFD) [29]. Στη συγκεκριμένη τεχνική, η τροποποίηση μιας γεωμετρίας δεν πραγμα-

τοποιείται με αλλαγή των γεωμετρικών παραμέτρων της, αλλά με παραμόρφωση του

χώρου μέσα στον οποίο βρίσκεται το αεροδυναμικό σώμα, μέσω της παραμόρφωσης

ενός πλέγματος ελέγχου. Η μέθοδος επιτρέπει τη συμβατή παραμόρφωση όχι μόνο του

σχήματος του σώματος που είναι επιθυμητό να βελτιστοποιηθεί, αλλά και των υπολο-

γιστικών πλεγμάτων που χρησιμοποιούνται για την αξιολόγηση με μεθόδους υπολογι-
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στικής μηχανικής της κάθε υποψήφιας λύσης. Ουσιαστικά, η τεχνική της Ελεύθερης

Παραμόρφωσης Μορφής συσχετίζει τις συντεταγμένες των σημείων που περιγράφουν

το αεροδυναμικό σώμα με τις συντεταγμένες των σημείων του πλέγματος ελέγχου (οι

μετατοπίσεις των οποίων αποτελούν τις μεταβλητές σχεδιασμού). Συγκεκριμένα, με την

τεχνική της Ελεύθερης Παραμόρφωσης Μορφής, αντί ο χρήστης να ελέγχει απευθείας

το σώμα, ελέγχει το χώρο που το περιέχει και ο οποίος ορίζεται με τη βοήθεια ενός

πλέγματος ελέγχου. Αυτό έχει κατασκευαστεί σύμφωνα με το αεροδυναμικό σώμα που

είναι επιθυμητό να παραμορφωθεί. Για να τροποποιηθεί το σώμα, ο χρήστης ή, ενδε-

χομένως, μια μέθοδος βελτιστοποίησης, μετατοπίζει τα σημεία ελέγχου του πλέγματος

ελέγχου και ταυτόχρονα μετατοπίζονται όλα τα σημεία του αεροδυναμικού σώματος. Η

Ελεύθερη Παραμόρφωση Μορφής προσφέρει ομαλό έλεγχο στην κίνηση του σώματος

χρησιμοποιώντας λίγες παραμέτρους, ουσιαστικά μόνο τα σημεία ελέγχου του πλέγμα-

τος.

΄Οσον αφορά τις μεθόδους ΜΔΕ, επιλύονται ΜΔΕ έτσι ώστε να υπολογιστούν οι

μετατοπίσεις του πλέγματος. Μία από τις ΜΔΕ που χρησιμοποιούνται είναι η εξίσωση

Laplace [11].

Στην κατηγορία των φυσικών αναλόγων ανήκουν δύο μέθοδοι που χρησιμοποιούνται

αρκετά συχνά. Μία πρώτη μέθοδος παραμόρφωσης πλέγματος είναι η ελαστική μέθοδος

[24] [25], κατά την οποία το υπολογιστικό πλέγμα αντιμετωπίζεται ως ένα ελαστικό στε-

ρεό σώμα και η παραμόρφωση του πλέγματος καθορίζεται από τους κλασικούς νόμους

της ελαστικής θεωρίας των στερεών. Η ελαστική μέθοδος εμφανίζει σημαντική ευε-

λιξία, αλλά χαρακτηρίζεται από υψηλό υπολογιστικό κόστος. Οι ελαστικές εξισώσεις

εκφράζουν ισορροπία των ασκούμενων δυνάμεων και ροπών σε στοιχειώδες τμήμα του

όγκου αυτού. Εκφράζουν επίσης το σχήμα του υπολογιστικού πλέγματος, που προέκυ-

ψε από τη μετατόπιση των επιφανειακών κόμβων. Μια άλλη μέθοδος είναι η μέθοδος

των ελατηρίων [10], όπου ολόκληρο το υπολογιστικό χωρίο μοντελοποιείται ως ένα

σύστημα αποτελούμενο από γραμμικά ή στρεπτικά ελατήρια, τα οποία συνδέονται με-

ταξύ τους στους κόμβους του πλέγματος. Η παραμόρφωση του πλέγματος καθορίζεται

από την επίλυση των εξισώσεων στατικής ισορροπίας του συστήματος, αφού οι οριακοί

κόμβοι μετακινηθούν σύμφωνα με την παραμόρφωση της γεωμετρίας. Αν και η μέθοδος

των γραμμικών ελατηρίων εφαρμόζεται εύκολα, σε μεγάλες μετατοπίσεις και σε πυκνά

πλέγματα εμφανίζει προβλήματα στιβαρότητας, οδηγώντας στην εμφάνιση αρνητικών

όγκων στο πλέγμα. Συγκεκριμένα, θεωρείται ότι η παραμόρφωση ενός στοιχείου του

πλέγματος καθορίζεται από τα ελατήρια, τα οποία είναι τοποθετημένα είτε πάνω στους

κόμβους, είτε στις ακμές που ενώνουν τους κόμβους του υπολογιστικού πλέγματος.

Η μετατόπιση των οριακών κόμβων του πλέγματος επηρεάζει τη μετατόπιση των εσω-

τερικών, η οποία υπολογίζεται από επίλυση των εξισώσεων ισορροπίας δυνάμεων και

ροπών στους κόμβους του πλέγματος.

Η τελευταία κατηγορία μεθόδων παραμόρφωσης πλέγματος είναι οι αλγεβρικές μέθο-

δοι. Αυτές καθορίζουν τη μετατόπιση κάθε πλεγματικού κόμβου μέσω αλγεβρικών

σχέσεων που εξαρτώνται από τη μετακίνηση των οριακών κόμβων του υπολογιστικού

πλέγματος και τη σχετική θέση του προς μετακίνηση κόμβου ως προς τα όρια. Οι

4



μέθοδοι της κατηγορίας αυτής έχουν αναπτυχθεί σημαντικά τα τελευταία χρόνια, λόγω

της μεγάλης ταχύτητας με την οποία εκτελούν τη μετατόπιση του πλέγματος. Γενικά,

οι αλγεβρικές τεχνικές μετακίνησης πλέγματος δεν λαμβάνουν υπόψη την τοπολογία

του πλέγματος, δηλαδή τον τρόπο σύνδεσης των πλεγματικών κόμβων, και για το λόγο

αυτό μπορούν εύκολα και αξιόπιστα να εφαρμοστούν σε τυχαίους τύπους πλεγμάτων,

δομημένα ή μη-δομημένα, με πολυεδρικά στοιχεία ή με κελιά μεγάλου λόγου επιμήκους

(aspect ratio) πλεγμάτων συνεκτικών ροών. Μία τέτοια μέθοδος είναι η παρεμβολή

με χρήση συναρτήσεων ακτινικής βάσης (RBF) [15], η οποία κατανέμει τη μετατόπιση

των οριακών πλεγματικών κόμβων στους εσωτερικούς, ανάλογα με την απόστασή τους

από κάποια κέντρα. Η μέθοδος RBF μπορεί να εφαρμοστεί πολύ εύκολα ενώ παράγει

πλέγματα καλής ποιότητας, που διατηρούν ικανοποιητικά την ορθογωνικότητα των κε-

λιών κοντά στα όρια. Το βασικό μειονέκτημα της μεθόδου αυτής, στην κλασική της

διατύπωση, είναι το γεγονός ότι έχει υψηλό υπολογιστικό κόστος.

Η μέθοδος των αρμονικών συντεταγμένων, που πραγματεύεται η διπλωματική εργασία

αποτελεί μία μέθοδο Ελεύθερης Παραμόρφωσης Μορφής (FDD).

1.4 Στόχος και Δομή της Εργασίας

Στα περισσότερα προβλήματα βελτιστοποίησης, αναζητείται η βέλτιστη μορφή μιας γε-

ωμετρίας. Αυτόματα τίθεται το πρόβλημα της παραμετροποίησης γεωμετρικών μορφών.

Με την παραμετροποίηση, μια συνεχής γεωμετρία συναρτάται ενός μικρού πλήθους με-

ταβλητών ελέγχου, άρα η βελτιστοποίηση ταυτίζεται με την αναζήτηση του βέλτιστου

συνόλου τιμών για αυτές τις μεταβλητές σε σχέση με τον προκαθορισμένο στόχο [38].

Στόχος της διπλωματικής εργασίας είναι να προγραμματίσει και να εφαρμόσει την πα-

ραμετροποίηση αυτή με χρήση της θεωρίας των αρμονικών συναρτήσεων με σκοπό τη

μορφοποίηση 3Δ πλεγμάτων ελέγχου και, εν τέλει, την παραμόρφωση 3Δ αεροδυνα-

μικών σωμάτων. Η παραπάνω διαδικασία θα ενταχθεί στη βελτιστοποίηση μορφών με

αυτόματη προσαρμογή του υπολογιστικού πλέγματος. Η μελέτη έχει ήδη πραγματο-

ποιηθεί για 2Δ αεροδυναμικά σώματα [36]. Η παρούσα διπλωματική εργασία εστιάζει

στην ανάπτυξη και την εφαρμογή της μεθόδου σε 3Δ αεροδυναμικά σώματα.

Η δομή της εργασίας είναι η εξής:

• Κεφάλαιο 2 : Ορίζονται οι βασικές έννοιες: βαρυκεντρικές και αρμονικές συ-

ντεταγμένες, κλωβός (αρμονικό χωρίο), σημεία ελέγχου (Knots) και αρμονική

παραμόρφωση και παρουσιάζονται κάποιες βασικές ιδιότητες των αρμονικών συ-

ναρτήσεων. Στη συνέχεια, αναπτύσσεται η μέθοδος παραμετροποίησης του 3Δ

χώρου με χρήση της θεωρίας των αρμονικών συναρτήσεων. Παρουσιάζονται επι-

πλέον τα κύρια βήματα της διαδικασίας υλοποίησης του ελέγχου μορφής με χρήση

της αρμονικής παραμόρφωσης καθώς και η τεχνική των δύο κλωβών.

• Κεφάλαιο 3 : Παρουσιάζονται εφαρμογές της μεθόδου σε διαφορετικού τύπου
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υπολογιστικά πλέγματα και γίνεται αυθαίρετη παραμόρφωση αυτών χωρίς να υ-

πάρχει κάποια εφαρμογή σε διαδικασία βελτιστοποίησης.

• Κεφάλαιο 4 : Παρουσιάζονται κάποιες βασικές πληροφορίες για τους εξελικτι-

κούς αλγορίθμους και για τον τρόπο συνδυασμού του λογισμικού βελτιστοποίη-

σης EASY με τη μέθοδο των αρμονικών συντεταγμένων. ΄Υστερα εφαρμόζεται

η προτεινόμενη μέθοδος για τη βελτιστοποίηση μορφής πτέρυγας αεροσκάφους,

αγωγού σχήματος U με χρήση εξελικτικών αλγορίθμων και αναλύονται τα απο-

τελέσματα που προέκυψαν.

• Κεφάλαιο 5 : Περιγράφεται η συνεχής συζυγής µέθοδος και η εφαρμογή της σε

συνεργασία με τη μέθοδο των αρμονικών συντεταγμένων. Γίνεται εφαρμογή τόσο

σε αγωγό σχήματος U όσο και στο γενικευμένο μοντέλο αυτοκινήτου DrivAer
και παρουσιάζονται τα αποτελέσματα της βελτιστοποίησης.

• Κεφάλαιο 6 Παρουσιάζεται μια σύνοψη της διπλωματικής αυτής εργασίας, τα

συμπεράσματα που προέκυψαν και προτάσεις για μελλοντική έρευνα.
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Κεφάλαιο 2

Αρμονικές Συντεταγμένες σε 3Δ

Χωρία

Οι αρμονικές συντεταγμένες έχουν όλες τις ιδιότητες των βαρυκεντρικών συντεταγ-

μένων καθώς και των αρμονικών συναρτήσεων και έτσι αποτελούν ένα πολύ χρήσιμο

εργαλείο. Στο κεφάλαιο αυτό παρουσιάζεται η θεωρία των βαρυκεντρικών συντεταγ-

μένων, οι βασικοί ορισμοί και το μαθηματικό υπόβαθρο των αρμονικών συναρτήσεων

και αναλύονται τα βήματα της μεθόδου παραμετροποίησης και παραμόρφωσης 3Δ υπο-

λογιστικών πλεγμάτων με χρήση αρμονικών συντεταγμένων.

2.1 Ορισμοί

Βαρυκεντρικές Συντεταγμένες

Στη γεωμετρία, οι βαρυκεντρικές συντεταγμένες αντιστοιχούν σε βάρη τοποθετημένα

στις κορυφές ενός τριγώνου (2Δ) ή ενός τετραέδρου (3Δ) (Σχήμα 2.1) [23]. Αυτά τα

βάρη προσδιορίζουν ένα σημείο p, το οποίο ορίζεται ως το κέντρο βάρους. Τα βάρη

αυτά χρησιμοποιούνται για την παρεμβολή των σημείων που βρίσκονται στο εσωτερικό

ή το περίγραμμα του τετραέδρου. Με τον όρο παρεμβολή, εννοείται η συσχέτιση των

εσωτερικών σημείων του τετραέδρου με τις τιμές των κορυφών που είναι ήδη γνωστές.
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Ιδιότητες των Βαρυκεντρικών Συντεταγμένων

Σχήμα 2.1: Οι βαρυκεντρικές συντεταγμένες του σημείου P στις 2 διαστάσεις (τρίγωνο
T1, T2, T3) και στις 3 διαστάσεις (τετράεδρο T1, T2, T3, T4)

Πιο αναλυτικά, στις 2Δ, έστω ότι έχουμε ένα τρίγωνο με κορυφές T1, T2, T3 και στις

3Δ, ένα τετράεδρο με κορυφές T1, T2, T3, T4. Οι βαρυκεντρικές συντεταγμένες δίνουν

τη δυνατότητα σε κάθε σημείο p(x, y) του τριγώνου ή p(x, y, z) του τετραέδρου να

μπορεί να εκφραστεί μοναδικά ως:

p =
∑
i

bi(p)Ti (2.1)

με i = 1, 2, 3 για τρίγωνο και i = 1, 2, 3, 4 για τετράεδρο. Στην παραπάνω σχέση

ισχύει ότι bi =
Aj∑
j Aj

όπου Aj το εμβαδόν του χωρίου για κάθε κορυφή του τριγώνου

και bi =
Vj∑
j Vj

όπου Vj ο όγκος του χωρίου για κάθε κορυφή για τετραέδρου, όπως

φαίνεται στο σχήμα 2.1.

Ισχύει ότι το άθροισμα των βαρών σε ένα τρίγωνο ή τετράεδρο ισούται με τη μονάδα:

∑
i

bi(p) = 1
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Αρμονικές Συντεταγμένες

Οι βαρυκεντρικές συντεταγμένες έχουν εξαιρετικές ιδιότητες και για αυτό το λόγο, η

γενίκευσή τους από τρίγωνα ή τετράεδρα σε πολύγωνα ή πολύεδρα έχει γίνει αντικείμε-

νο έντονης έρευνας. Μία από τις γενικεύσεις των βαρυκεντρικών συντεταγμένων είναι

οι αρμονικές συντεταγμένες (harmonic coordinates), οι οποίες συνδυάζουν τις ιδιότη-

τες των βαρυκεντρικών συντεταγμένων και των αρμονικών συναρτήσεων. Η ιδέα αυτή

παρουσιάστηκε για πρώτη φορά το 2006 από την PIXAR [16] [28] και αφορούσε έλεγ-

χο κινουμένων σχεδίων. Στη διπλωματική αυτή εργασία γίνεται επέκταση της μεθόδου

σε 3Δ και εφαρμογή της στη βελτιστοποίηση μορφής 3Δ αεροδυναμικών σωμάτων. Η

μέθοδος αυτή έχει τη δυνατότητα να μετατοπίσει όλο το υπολογιστικό πλέγμα, τόσο

τα επιφανειακά σημεία όσο και τα εσωτερικά, μετακινώντας μόνο τα σημεία ελέγχου

του χώρου που το περιβάλλει.

΄Οπως αναφέρθηκε νωρίτερα, η τεχνική της ελεύθερης παραμόρφωσης μορφής παραμορ-

φώνει πρώτα το χώρου μέσα στον οποίο βρίσκεται το αεροδυναμικό σώμα, μέσω της

παραμόρφωσης ενός πλέγματος ελέγχου και, στη συνέχεια, το υπολογιστικό πλέγμα.

Για να γίνει αυτό, δημιουργείται ένα χωρίο και το πλέγμα του, το οποίο περικλείει το

αεροδυναμικό σώμα ή το τμήμα του αεροδυναμικού σώματος προς βελτιστοποίηση. Το

εντός αυτού πλέγμα ονομάζεται κλωβός (cage) ή αρμονικό χωρίο (πλέγμα) [23]

και οι έννοιες αυτές είναι ταυτόσημες. Είναι ένα πολύεδρο το οποίο αποτελείται από

ένα μη-δομημένο πλέγμα τετραέδρων. Στο αρμονικό χωρίο επιλύονται οι εξισώσεις La-
place έτσι ώστε κάθε κόμβος του να αποκτήσει τόσες αρμονικές συντεταγμένες, όσες

και τα σημεία ελέγχου. Τα σημεία ελέγχου ταυτίζονται με τις κορυφές του πολυ-

έδρου, χωρίς όμως αυτό να σημαίνει ότι κάθε κορυφή είναι και σημείο ελέγχου. Στους

κόμβους της επιφάνειας, τοποθετούνται οριακές συνθήκες τύπου Dirichlet σύμφωνα

με τη θεωρία των αρμονικών συναρτήσεων. Οι αρμονικές συντεταγμένες των εσωτερι-

κών κόμβων του πλέγματος προκύπτουν από την επίλυση του κλασικού προβλήματος

Dirichlet χρησιμοποιώντας την εξίσωση Laplace ως βασική ΜΔΕ με τις κατάλληλες

οριακές συνθήκες. Ο υπολογισμός των αρμονικών συντεταγμένων των εσωτερικών

σημείων γίνεται αριθμητικά, καθώς δεν έχει βρεθεί αναλυτική λύση της εξίσωσης La-
place για τυχαίο πολύγωνο ή πολύεδρο. Αυτό βέβαια δεν αποτελεί πρόβλημα καθώς η

παραπάνω διαδικασία πραγματοποιείται μία μόνο φορά, αφού τα εσωτερικά σημεία έχουν

ήδη εκφραστεί ως γραμμικοί συνδυασμοί των αρμονικών τους συντεταγμένων και της

θέσης των κορυφών, όποτε οι νέες θέσεις υπολογίζονται γρήγορα σε περίπτωση που

μετακινηθούν οι κορυφές. Προφανώς, δεν είναι απαραίτητο να επιλυθεί η εξίσωση La-
place για κάποιο σημείο ελέγχου που δεν πρόκειται να μετακινηθεί. Μέσω παρεμβολής

στο αρμονικό χωρίο, τα εσωτερικά σημεία εκφράζονται ως γραμμικοί συνδυασμοί των

βαρών, γεγονός που καθιστά ευκολότερη την εύρεση της νέας τους θέσης, εάν τα

σημεία ελέγχου μετακινηθούν. Ο τρόπος αυτός, από δω και στο εξής θα αναφέρεται

ως αρμονική παραμόρφωση ή έλεγχος μορφής. Τελικά, η μετατόπιση των κόμβων του

CFD πλέγματος ελέγχεται αποκλειστικά από τις κορυφές (σημεία ελέγχου) του αρμο-

νικού χωρίου, εξοικονομώντας σημαντικό υπολογιστικό χρόνο. ΄Ετσι προκύπτει ένα

βασικό πλεονέκτημα της μεθόδου, όπως θα φανεί και στη συνέχεια, η ανεξαρτησία της
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από τον τρόπο κατασκευής του CFD πλέγματος που μετακινεί.

Σε ορισμένα αεροδυναμικά σώματα, στα οποία η βελτιστοποίηση γίνεται για ένα συγκε-

κριμένο τμήμα του σώματος, δηλαδή το αρμονικό χωρίο τέμνει το υπολογιστικό πλέγμα,

καθώς και για να διατηρηθεί η ποιότητα του πλέγματος δημιουργείται ένα σύστημα αρ-

μονικών χωρίων, όπου το εξωτερικό αρμονικό χωρίο περικλείει και το εσωτερικό και

το αεροδυναμικό σώμα. Ονομάζεται σύστημα των δύο κλωβών και θα παρουσια-

στεί εκτενώς στη συνέχεια. Η τεχνική αυτή προτάθηκε πρώτη φορά στη διπλωματική

εργασία [36] για 2Δ πλέγματα και θα επεκταθεί εδώ στις 3Δ.

2.2 Εισαγωγή στη Θεωρία των Αρμονικών Συ-

ναρτήσεων

΄Οπως προαναφέρθηκε η μέθοδος παραμετροποίησης με χρήση αρμονικών συντεταγ-

μένων χρησιμοποιεί την εξίσωση Laplace, της οποίας οι λύσεις καλούνται αρμονικές

συναρτήσεις. Στη συνέχεια, παρατίθενται κάποιοι βασικοί ορισμοί και ιδιότητες των

αρμονικών συναρτήσεων. Η 3Δ εξίσωση Laplace ορίζεται ως εξής:

∇2U =
∂2U

∂x2
+
∂2U

∂y2
+
∂2U

∂z2
= 0 (2.2)

όπου ∇2
ο διαφορικός τελεστής της εξίσωσης Laplace.

Μία συνάρτηση καλείται αρμονική, αν και μόνο αν είναι λύση της εξίσωσης Laplace σε

ένα χωρίο C ∈ <n.

Ιδιότητες των Αρμονικών Συναρτήσεων

΄Εστω αρμονικό χωρίο C με Μ σημεία ελέγχου και p(x,y,z) τυχαίο σημείο του χωρίου.

Οι αρμονικές συναρτήσεις hi, i = 1, ..,M πρέπει να ικανοποιούνται εσωτερικά του χω-

ρίου και να ορίζονται για καθεμιά από τις Ti κορυφές. Οι συναρτήσεις αυτές λοιπόν,

έχουν τις ακόλουθες ιδιότητες [16] [28] [23]:

1. Η αρμονική συντεταγμένη της κάθε κορυφής Tj ως προς την ίδια την κορυφή

ισούται με τη μονάδα ενώ ως προς κάθε άλλη κορυφή ισούται με μηδέν.

hi(Tj) = δji

όπου δji το σύμβολο του Kronecker, το οποίο ισούται με τη μονάδα όταν i = j
και με το μηδέν όταν i 6= j .
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2. Το άθροισμα όλων των αρμονικών συντεταγμένων από κάθε κορυφή, σε ένα

σημείο p, ισούται με τη μονάδα.

M∑
i=1

hi(p) = 1

3. Οι αρμονικές συντεταγμένες είναι πάντα θετικές.

hi(p) ≥ 0

4. hi(p) τουλάχιστον μια φορά παραγωγίσιμη στα όρια.

5. hi(p) τουλάχιστον δις παραγωγίσιμη στο εσωτερικό του χωρίου.

6. Αποκτούν τη μέγιστη και την ελάχιστη τιμή τους στα όρια του χωρίου.

7. Για γνωστές τιμές της αρμονικής συνάρτησης στα όρια του χωρίου, υπάρχει μία

και μοναδική αρμονική συνάρτηση που μπορεί να οριστεί για όλα τα σημεία του

χωρίου.

Στο εσωτερικό του χωρίου ισχύει ότι:

∇2(hi(p)) = 0, ∀ p ∈ C (2.3)

Επομένως η συνάρτηση hi(p) ικανοποιεί την εξίσωση Laplace στο εσωτερικό του χω-

ρίου.

2.3 Μέθοδος Παραμετροποίησης με Αρμονικές

Συντεταγμένες

Αφού εισήχθησαν οι βασικοί ορισμοί, θα παρουσιαστούν τα κύρια βήματα της μεθόδου.

Αρχικά κατασκευάζεται το αρμονικό χωρίο και το πλέγμα του, το οποίο περικλείει το

αεροδυναμικό σώμα που θα βελτιστοποιηθεί. Στο αρμονικό χωρίο επιλύονται οι εξι-

σώσεις Laplace και προκύπτουν οι αρμονικές συντεταγμένες των εσωτερικών κόμβων

του, οι οποίες είναι τόσες όσες και τα σημεία ελέγχου. ΄Επειτα γίνεται ο υπολογισμός

των αρμονικών συντεταγμένων των κόμβων του CFD πλέγματος μέσω παρεμβολής. Η

διαδικασία αυτή γίνεται μία φορά και τελικά αποθηκεύονται οι υπολογισμένες αρμονικές

συντεταγμένες. Τέλος, ακολουθεί η παραμόρφωση του αρμονικού χωρίου όποτε αυτό

χρειάζεται, όπως για παράδειγμα σε μία διαδικασία βελτιστοποίησης.
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2.3.1 Δημιουργία Αρμονικού Χωρίου και Πλέγματος

Το πρώτο βήμα της μεθόδου είναι η δημιουργία του 3Δ αρμονικού χωρίου, το οποίο

περικλείει το προς βελτιστοποίηση σώμα. Είναι ένα μη-δομημένο πλέγμα τετραεδρικών

στοιχείων καθώς η διπλωματική αυτή εργασία εστιάζει σε 3Δ εφαρμογές. ΄Εστω λοι-

πόν, ότι το αρμονικό χωρίο είναι ένα 3Δ πολύεδρο (Σχήμα 2.2). ΄Οπως φαίνεται στο

σχήμα 2.2, η επιφάνεια του χωρίου είναι χωρισμένη σε τρίγωνα. Στη γενική περίπτωση

κάθε ένα από αυτά τα τρίγωνα στην επιφάνεια του αρμονικού χωρίου αποτελείται από

πολύ περισσότερα τριγωνικά στοιχεία (Σχήμα 2.3), απλώς για ευκολότερη ανάλυση της

μεθόδου, στο σχήμα 2.2 χρησιμοποιούνται δύο. ΄Οπως προαναφέρθηκε, οι αρμονικές

συντεταγμένες αποτελούν γενίκευση των βαρυκεντρικών, οι οποίες έχουν εφαρμογή

μόνο σε τρίγωνα (2Δ) ή τετράεδρα (3Δ). Για αυτό το λόγο το αρμονικό χωρίο πρέπει

να αποτελείται αποκλειστικά από τετραεδρικά στοιχεία.

Σχήμα 2.2: ΄Ενα απλό 3D αρμονικό χωρίο με 8 σημεία ελέγχου-κορυφές.

Σχήμα 2.3: Δύο τυχαία αρμονικά χωρία. Στο αριστερό σχήμα οι ορθογωνικές πλευρές

είναι υποχρεωτικά διαιρεμένες σε τρίγωνα, καθώς όπως αναφέρθηκε η βάση της μεθόδου

είναι η θεωρία των βαρυκεντρικών συντεταγμένων που εφαρμόζεται μόνο σε τρογωνικές

επιφάνειες.
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2.3.2 Αριθμητική Επίλυση Εξίσωσης Laplace

Οι αρμονικές συντεταγμένες hi(p) κάθε κόμβου p του χωρίου είναι οι τιμές που προ-

κύπτουν από την επίλυση της εξίσωσης Laplace για κάθε σημείο ελέγχου, με συνθήκες

τύπου Dirichlet στα όρια του χωρίου. Από τις βασικές ιδιότητες των αρμονικών συναρ-

τήσεων προκύπτει ότι κάθε σημείο ελέγχου, στο οποίο επιλύεται η εξίσωση Laplace,
παίρνει την τιμή hi(Ti) = 1 ενώ όλα τα υπόλοιπα σημεία ελέγχου παίρνουν την τιμή

hi(Tj) = 0, όπως φαίνεται και στο σχήμα 2.4. Στους κόμβους που βρίσκονται στην

επιφάνεια του πλέγματος επιβάλλονται οριακές συνθήκες σύμφωνα με τη θεωρία των

βαρυκεντρικών συντεταγμένων όπως αυτή παρουσιάστηκε στο κεφάλαιο 2.1.

Σχήμα 2.4: Συνθήκες Dirichlet εφαρμοσμένες σε τυχαίο κόμβο στην επιφάνεια του
αρμονικού χωρίου, κατά την επίλυση της εξίσωσης Laplace σε τυχαίο σημείο ελέγχου
T2. Το σημείο αυτό παίρνει την τιμή hi(Ti) = 1 ενώ όλα τα υπόλοιπα σημεία ελέγχου
παίρνουν την τιμή hi(Tj) = 0.

Τα βάρη των επιφανειακών κόμβων υπολογίζονται από την ακόλουθη σχέση:

bi =
Ai

A1 + A2 + A3

(2.4)

όπου i = 1, 2, 3.

Συγκεκριμένα, για κάθε επιφανειακό κόμβο υπολογίζονται τα 3 βάρη bi από τα εμβαδά

που σχηματίζονται με τις κορυφές του τριγώνου και πολλαπλασιάζονται με τις αρμονικές

συντεταγμένες hi(T ) που έχουν επιβληθεί στις κορυφές. ΄Ετσι, η οριακή συνθήκη για

το σημείο p είναι:

BC(p) = h1b1 + h2b2 + h3b3 (2.5)

Πρακτικά η σχέση αυτή υποδηλώνει ότι η οριακή συνθήκη που θα τοποθετηθεί είναι

ένα από τα τρία βάρη πολλαπλασιασμένο με την αντίστοιχη αρμονική συντεταγμένη της
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κορυφής, καθώς οι αρμονικές συντεταγμένες των άλλων δύο κορυφών είναι ίσες με

μηδέν.

Αφού οριστούν οι οριακές συνθήκες για κάθε επιφανειακό κόμβο, ακολουθεί η επίλυ-

ση της εξίσωσης Laplace σε όλο το αρμονικό χωρίο. Η διακριτοποίηση της εξίσωσης

Laplace σε μη-δομημένα πλέγματα γίνεται με τη μέθοδο των πεπερασμένων όγκων χρη-

σιμοποιώντας κεντροκομβικό μοντέλο διαχείρισης. Αρχικά ορίζονται οι όγκοι ελέγχου

που χρησιμοποιούνται για την ολοκλήρωση των εξισώσεων Laplace. Για να σχηματι-

στεί ο όγκος με τον οποίο συνεισφέρει ένα τετραεδρικό στοιχείο στον πεπερασμένο

όγκο που ορίζεται με κέντρο ένα κόμβο του (έστω R, Σχήμα 2.5), ενώνονται με τε-

θλασμένη γραμμή-επιφάνεια οι μεσοκόμβοι κάθε ακμής του στοιχείου που συντρέχει

στον κόμβο αυτό, με τα βαρύκεντρα των κόμβων των δύο πλευρών του στοιχείου που

έχουν κοινή την ακμή αυτή, και με το βαρύκεντρο των κόμβων του στοιχείου [35] [32].

Σχήμα 2.5: Τρόπος σχηματισμού όγκου ελέγχου γύρω από έναν κόμβο που ανήκει σε

ένα τετράεδρο. Παρουσιάζεται ένα τμήμα του όγκου ελέγχου αφού η πλήρης μορφή του

προκύπτει συσσωρεύοντας ίδιου ή διαφορετικού τύπου στοιχεία γύρω από τον κόμβο R.

Η εξίσωση Laplace, γραμμένη εδώ για το πεδίο των U ,που πρέπει να διακριτοποιηθεί

στο χωρίο είναι:

∇2U = 0 (2.6)

Μετά από ολοκλήρωσή της στον όγκο ελέγχου Ω κάθε κόμβου R:

∫
Ω

∇2UdΩ =

∫
Ω

∇ · (∇U)dΩ = 0 (2.7)

Με εφαρμογή του θεωρήματος Green-Gauss, το χωρικό ολοκλήρωμα της παραπάνω

σχέσης μετατρέπεται σε επιφανειακό το οποίο υπολογίζεται στο όριο του όγκου ελέγ-
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χου S, δηλαδή:

∫
S

∇U · ~ndS = 0 (2.8)

Το επιφανειακό ολοκλήρωμα ξαναγράφεται, σε διακριτή μορφή, ως άθροισμα επιμέρους

όρων και στην ειδική περίπτωση όπου το υπολογιστικό χωρίο αποτελείται μόνο από

τετράεδρα μπορεί να γραφεί και ως:

Z∑
i=1

∇Ui · ~n∆Si = 0 (2.9)

όπου Z ο αριθμός των πλευρών.

Τα διανύσματα κλίσης ∇U υπολογίζονται σε κάθε τετράεδρο του υπολογιστικού πλέγ-

ματος σύμφωνα με την παραδοχή P 1
των πεπερασμένων στοιχείων. Η παραδοχή αυτή

υποθέτει γραμμική κατανομή των μεταβλητών μέσα στο τετράεδρο και έτσι η παράγω-

γος, θεωρείται σταθερή. Οι παράγωγοι λοιπόν υπολογίζονται σε μία ακμή j (εστω

αυτή που ενώνει τους κόμβους R και Q) και χρησιμοποιείται η σχέση:

(∇URQ)j =
1

2
[(∇UR)j+(∇UQ)j]−

1

2

[
[(∇UR)j+(∇UQ)j] ·~n−

Uj,Q − Uj,R
−→
RQ

]
·~n (2.10)

Το σύστημα διακριτοποιημένων εξισώσεων επιλύεται με τη σημειακά πεπλεγμένη μέθο-

δο Jacobi με εσωτερικές επαναλήψεις ανανέωσης σε κάθε βήμα της.

Μετά την εφαρμογή της παραπάνω διαδικασίας, προκύπτουν οι αρμονικές συντεταγ-

μένες hi(p) κάθε κόμβου του πλέγματος p, μια από κάθε σημείο ελέγχου Ti. ΄Ετσι

συνεπάγεται ότι κάθε κόμβος του αρμονικού χωρίου (συμπεριλαμβανομένων των σημε-

ίων ελέγχου) θα έχει Μ αρμονικές συντεταγμένες, μία από κάθε σημείο ελέγχου, και

μπορεί να εκφραστεί ως:

p =
M∑
i=1

hi(p)Ti

Η μέθοδος αυτή, μπορεί να εφαρμοστεί σε οποιοδήποτε πολύεδρο, του οποίου τα σημεία

ελέγχου θα σχηματίζουν τριγωνικές επιφάνειες, για λόγους που τονίστηκαν παραπάνω.
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2.3.3 Υπολογισμός των Αρμονικών Συντεταγμένων του

CFD Πλέγματος

Αφού υπολογίστηκαν οι αρμονικές συνεταγμένες στους κόμβους του αρμονικού χω-

ρίου, ακολουθεί ο υπολογισμός των αρμονικών συντεταγμένων των κόμβων του CFD
πλέγματος μέσω παρεμβολής στο αρμονικό χωρίο. Για να γίνει αυτό πρέπει να ελεγχθεί

σε ποιό τετραεδρικό στοιχείο του αρμονικού πλέγματος ανήκει ο κόμβος του CFD και

να υπολογισθούν οι αρμονικές συντεταγμένες του κόμβου αυτού ως προς τις κορυφές

του αρμονικού χωρίου. Για να πραγματοποιηθεί ο παραπάνω έλεγχος υπολογίζονται

και αθροίζονται οι όγκοι που σχηματίζει ο κόμβος του CFD πλέγματος που ελέγχε-

ται, με την κάθε πλευρά του τετραέδρου. Εάν ο όγκος αυτός αυτός ισούται με τον

όγκο του τετραέδρου σημαίνει ότι ο κόμβος ανήκει στο τετράεδρο. Στη συνέχεια υ-

πολογίζονται οι αρμονικές συντεταγμένες των κόμβων του υπολογιστικού πλέγματος

με την ακόλουθη διαδικασία. ΄Εστω ένα τετραεδρικό στοιχείο ABCD του αρμονικού

χωρίου και έστω κόμβος K του CFD πλέγματος. Οι αρμονικές συντεταγμένες hi(K)
του κόμβου K για i = 1,...,Μ σημεία ελέγχου, προκύπτουν ως ο όγκος του τετραέδρου

που σχηματίζεται από το σημείο K και τις άλλες τρείς κορυφές (πλην της i ′οστής),
διαιρεμένος με τον συνολικό όγκο του τετραέδρου ABCD και πολλαπλασιαμένος επί

την αρμονική συνεταγμένη hi κάθε κορυφής, όπως αυτή προέκυψε από την επίλυση

των εξισώσεων Laplace στο αρμονικό χωρίο.

Σχήμα 2.6: Εύρεση των αρμονικών συντεταγμένων τυχαίου κόμβου K του υπολογι-
στικού χωρίου με την παρεμβολή των κόμβων του αεροδυναμικού σώματος στον κλωβό.

Συγκεκριμένα, ισχύει ότι:

hi(K) = hi(A)VA + hi(B)VB + hi(C)VC + hi(D)VD (2.11)
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όπου:

VA =
UA

volume of (ABCD)

VB =
UB

volume of (ABCD)

VC =
UC

volume of (ABCD)

VD =
UD

volume of (ABCD)

όπου προφανώς ισχύει ότι:

VA + VB + VC + VD = 1

Συνεπώς, κάθε κόμβος K(x, y, z) του CFD πλέγματος μπορεί πια να εκφραστεί μονα-

δικά ως συνάρτηση των βαρών hi :

K =
M∑
i=1

hi(K)Ti

Η διαδικασία αυτή είναι η πιο ακριβή υπολογιστικά από όλες τις διαδικασίες της με-

θόδου ιδιαίτερα σε περιπτώσεις όπου το υπολογιστικό πλέγμα είναι πολύ μεγάλο, όπως

για παράδειγμα το υπολογιστικό πλέγμα ενός αυτοκινήτου. Αφού αποθηκευτούν οι

αρμονικές συντεταγμένες των κόμβων του υπολογιστικού πλέγματος η παραπάνω δια-

δικασία δεν χρειάζεται να επαναληφθεί. Ακολουθεί η παραμόρφωση του αεροδυναμικού

σώματος, η οποία γίνεται όποτε χρειαστεί, όπως για παράδειγμα, σε μια διαδικασία

βελτιστοποίησης.
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2.3.4 Παραμόρφωση Αεροδυναμικού Σώματος

Από τα παραπάνω προκύπτει ότι, αν τα σημεία ελέγχου μετακινηθούν σε θέσεις T ′i
προκύπτει ότι η νέα θέση του σημείου K δίνεται από τη σχέση:

K ′ =
M∑
i=1

hi(K)T ′i (2.12)

Τελικά, η συνολική μετατόπιση του σημείου K είναι:

~δSK =
M∑
i=1

hi(K) ~δSTi (2.13)

Από την παραπάνω σχέση βγαίνει το συμπέρασμα ότι για τον υπολογισμό της μετα-

τόπισης ενός σημείου K του υπολογιστικού πλέγματος, χρειάζονται μόνο οι αρμονικές

συντεταγμένες του σημείου από το κάθε σημείο ελέγχου και η μετατόπιση του αντίστοι-

χου σημείου ελέγχου. ΄Ετσι, όταν ο χρήστης θέλει να παραμορφώσει το αεροδυναμικό

σώμα (CFD πλέγμα), ουσιαστικά παραμορφώνει το αρμονικό χωρίο C μετακινώντας τα

σημεία ελέγχου και δημιουργεί έναν καινούριο αρμονικό χωρίο C ′. Το νέο αυτό, χωρίο

δεν χρειάζεται φυσικά να δημιουργηθεί καθώς το μόνο που χρειάζεται στη μέθοδο είναι

η μετατόπιση των σημείων ελέγχου του αρχικού χωρίου.

Στο παράρτημα Αʹ παρουσιάζεται συνοπτικά ο αλγόριθμος υλοποίησης της μεθόδου.

Τα βήματα της μεθόδου όπως αναλύθηκαν παραπάνω, παρουσιάζονται συνοπτικά στο

σχήμα 2.7 :

Σχήμα 2.7: Τα βήματα της μεθόδου των αρμονικών συντεταγμένων.
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2.4 Η Τεχνική των Δύο Κλωβών

Σε κάποια αεροδυναμικά σώματα που η παραμόρφωση είναι τοπική, δημιουργείται ασυ-

νέχεια κατά τη μετάβαση στο τμήμα που μένει ανέπαφο από την επίδραση του αρμονικού

χωρίου. Απαιτούμενο κατά τους υπολογισμούς είναι να υπάρχει ομαλότητα του πλέγ-

ματος κατά τη μετάβαση στο τμήμα το οποίο μένει ανέπαφο από την επίδραση του

αρμονικού χωρίου, γιατί αλλιώς υπάρχει ο κίνδυνος να δημιουργηθούν μη-αποδεκτά

στοιχεία πλέγματος.

Σχήμα 2.8: Δύο κλωβοί τοποθετημένοι έτσι ώστε να εξασφαλίζεται η ομαλότητα του

πλέγματος κατά τη μετάβαση στο τμήμα το οποίο μένει ανέπαφο από την επίδραση του

εσωτερικού αρμονικού χωρίου.

΄Ετσι δημιουργείται ένα νέο χωρίο, το οποίο πλέον όμως αποτελείται από την ένωση δύο

αρμονικών χωρίων, ενός εσωτερικού και ενός εξωτερικού. Η ιδέα αυτή προτάθηκε για

πρώτη φορά στη διπλωματική εργασία [36] για 2Δ εφαρμογές και εδώ επεκτείνεται στις

3Δ. Τα εξωτερικά σημεία τοποθετούνται έτσι ώστε να μην περιλαμβάνουν εξ ολοκλήρου

το CFD πλέγμα, διότι είναι επιθυμητό τα όριά του να παραμένουν ακίνητα. Για να

επιτευχθεί αυτό, είναι αναγκαίο να μην υπάρξει μετακίνηση των σημείων ελέγχου που

βρίσκονται πάνω στις εξωτερικές ακμές του εξωτερικού κλωβού. Συνεπώς τα σημεία

ελέγχου τα οποία είναι και υπεύθυνα για τη μετατόπιση του αεροδυναμικού σώματος

βρίσκονται στον εσωτερικό κλωβό.
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΄Εστω Μ΄ σημεία ελέγχου με Μ εσωτερικά σημεία και Λ εξωτερικά. Τα Λ εξωτερικά

δεν πρέπει να μετακινηθούν όπως προαναφέρθηκε:

δ~S = 0 (2.14)

Η συνολική μετατόπιση κάθε κόμβου Κ του υπολογιστικού πλέγματος δίνεται από τη

σχέση:

δ ~SK =
M ′∑
i=1

hi(K)δ ~STi (2.15)

η οποία λαμβάνοντας υπόψη τους δύο κλωβούς γίνεται:

δ ~SK =
M∑
i=1

hi(K)δ ~Si +
M ′∑

i=M+1

hi(K)δ ~Si (2.16)

΄Ομως:

M ′∑
i=M+1

hi(K)δ ~Si = 0

Επομένως δεν χρειάζεται να υπολογιστούν οι αρμονικές συντεταγμένες των κόμβων

του CFD πλέγματος από τα Λ σημεία ελέγχου, αφού δεν θα χρησιμοποιηθούν ποτέ.

΄Ετσι υπολογίζονται οι αρμονικές συντεταγμένες των κόμβων μόνο από τα Μ εσωτε-

ρικά σημεία ελέγχου εξοικονομώντας υπολογιστικό χρόνο. ΄Ετσι, οι αρμονικές συντε-

ταγμένες των κόμβων που βρίσκονται μέσα στο εσωτερικό αρμονικό χωρίο, το οποίο

ορίζεται από τα Μ σημεία ελέγχου, έχουν άθροισμα αρμονικών συντεταγμένων ίσο με

τη μονάδα, ενώ τα σημεία που βρίσκονται στο χώρο μεταξύ των δύο κλωβών έχουν

αναγκαστικά άθροισμα των υπολογιζόμενων αρμονικών συντεταγμένων μικρότερο της

μονάδας. Προφανώς εάν υπολογίζονταν οι αρμονικές συντεταγμένες και για τα σημεία

ελέγχου του εξωτερικού κλωβού, τότε το άθροισμα των αρμονικών συντεταγμένων θα

ήταν ίσο με τη μονάδα και στο χώρο μεταξύ των δύο κλωβών. Στο επόμενο κεφάλαιο

θα παρουσιαστεί μια εφαρμογή της τεχνικής των δύο κλωβών για να γίνει πλήρως

κατανοητή η συνεισφορά της στη μέθοδο των αρμονικών συντεταγμένων.
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Κεφάλαιο 3

Παραδείγματα Εφαρμογής της

Μεθόδου

Αφού παρουσιάστηκαν οι βασικοί ορισμοί, η θεωρία των αρμονικών συντεταγμένων,

καθώς και ο τρόπος με τον οποίο πραγματοποιήθηκε η ανάπτυξη της μεθόδου των

αρμονικών συντεταγμένων, ακολουθούν παραδείγματα εφαρμογής της. Πρώτα θα πα-

ρουσιαστεί μια εφαρμογή σε ένα απλό γεωμετρικό σχήμα όπως η σφαίρα, στη συνέχεια

η εφαρμογή σε πτέρυγα αεροσκάφους (Σχήμα 3.5) και, τέλος, θα αποδειχθεί το πρόβλη-

μα ασυνέχειας σε περίπτωση που το αρμονικό χωρίο τέμνει το σώμα, όπως αναφέρθηκε

στο προηγούμενο κεφάλαιο, αλλά και πώς αυτό διορθώνεται με το σύστημα των δύο

κλωβών. Η εφαρμογή αυτή θα γίνει σε έναν αγωγό σχήματος S (Σχήμα 2.8). Τα

αρμονικά πλέγματα, καθόλη τη διάρκεια της διπλωματικής εργασίας δημιουργήθηκαν

χρησιμοποιώντας το λογισμικό Pointwise [5]. Πρέπει να τονιστεί ότι στο συγκεκρι-

μένο κεφάλαιο, οι εφαρμογές που παρουσιάζονται δεν σχετίζονται με τη βελτιστοποίηση

και οι μετατοπίσεις των σημείων ελέγχου γίνονται αυθαίρετα. Στόχος είναι να παρου-

σιαστεί ο τρόπος εφαρμογής της μεθόδου και να ελεγχθεί η ομαλή και επιτυχημένη

λειτουργία της. Σε επόμενο κεφάλαιο θα γίνουν εφαρμογές βελτιστοποίησης.

3.1 Εφαρμογή σε Σφαίρα

Αρχικά, θα γίνει η εφαρμογή της σε μια απλή γεωμετρία, αυτή της σφαίρας. Το πλέγμα

της είναι επιφανειακό και αποτελείται από 2697 κόμβους και 5398 τριγωνικά στοιχεία

(Σχήμα 3.1). Το αρμονικό χωρίο γύρω από τη σφαίρα αποτελείται από 6 κορυφές-

σημεία ελέγχου, 3473 κόμβους και 17049 τετράεδρα και φαίνεται στο σχήμα 3.1.
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Σχήμα 3.1: Το αρμονικό χωρίο γύρω από τη σφαίρα. Στο σχήμα φαίνονται οι 6

κορυφές-σημεία ελέγχου του αρμονικού χωρίου.

Να τονιστεί ότι στο παράδειγμα αυτό, όπως και στο επόμενο (Κεφάλαιο 3.2) τυχαία το

πλέγμα είναι επιφανειακό. Η μέθοδος ελέγχει και παραμορφώνει τόσο το επιφανειακό

πλέγμα όσο και το εσωτερικό πλέγμα 3Δ σωμάτων. Στο σχήμα 3.2 παρουσιάζονται οι

αρμονικές συντεταγμένες που προκύπτουν από την επίλυση της εξίσωσης Laplace για

κάθε σημείο ελέγχου. Στο σχήμα 3.3 παρουσιάζονται οι αρμονικές συντεταγμένες των

σημείων του πλέγματος της σφαίρας, για κάθε σημείο ελέγχου, μετά και την παρεμβολή

τους στο αρμονικό χωρίο. Τέλος, στο σχήμα 3.4 φαίνεται η νέα μορφή της σφαίρας σε

σύγκριση με την αρχική, για συγκεκριμένη μετατόπιση του αρμονικού χωρίου.
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Σχήμα 3.2: Αρμονικές συντεταγμένες των κόμβων του αρμονικού χωρίου ως προς

κάθε σημείο ελέγχου.
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Σχήμα 3.3: Αρμονικές συντεταγμένες των κόμβων του πλέγματος της σφαίρας ως

προς κάθε σημείο ελέγχου.
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Σχήμα 3.4: Πάνω, η μετατόπιση των κόμβων του αρμονικού χωρίου. Κάτω, η νέα

μορφή της σφαίρας (γκρι) σε σύγκριση με την αρχική (κόκκινο).
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3.2 Εφαρμογή σε Πτέρυγα Αεροσκάφους

Το πλέγμα του αεροσκάφους είναι επιφανειακό και αποτελείται από 2992 κόμβους και

5838 τριγωνικά στοιχεία. Το αρμονικό χωρίο τοποθετείται γύρω από την πτέρυγα του

αεροσκάφους και αποτελείται από 26 σημεία ελέγχου, 6017 κόμβους και 26875 τετράε-

δρα (Σχήμα 3.5). Τα πολύεδρα από τα οποία αποτελείται το πλέγμα δεν επηρρεάζουν

τη μέθοδο, καθώς μόνο οι κόμβοι χρησιμοποιούνται για την παρεμβολή. Αναφέρεται

για να φανεί πόσο πιο αραιό είναι το αρμονικό πλέγμα από το υπολογιστικό, αλλά και

για λόγους πληρότητας.

Σχήμα 3.5: Το αρμονικό χωρίο (κλωβός) τοποθετημένο γύρω από πτέρυγα αερο-

σκάφους.

Το αρμονικό χωρίο είναι τοποθετημένο έτσι ώστε να μην περιλαμβάνει τη ρίζα (root)
της πτέρυγας. Με την υλοποίηση της διαδικασίας που παρουσιάστηκε στο Κεφάλαιο

3 προκύπτουν οι αρμονικές συντεταγμένες των κόμβων του αεροσκάφους ως προς

τα σημεία ελέγχου, οι οποίες φαίνονται στο σχήμα 3.6. Στο σχήμα 3.7 φαίνονται

οι μετατοπίσεις του αρμονικού χωρίου σε σχέση με το αρχικό και στο σχήμα 3.8 η

τελική παραμόρφωση της πτέρυγας σε σύγκριση με την αρχική. ΄Οπως αναφέρθηκε και

νωρίτερα οι μετατοπίσεις είναι αυθαίρετες και δεν αποσκοπούν σε κάποια διαδικασία

βελτιστοποίησης.
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Σχήμα 3.6: Αρμονικές συντεταγμένες των κόμβων του υπολογιστικού χωρίου του

αεροσκάφους ως προς κάθε σημείο ελέγχου. Με κόκκινο οι περιοχές όπου οι τιμές των

αρμονικών συντεταγμένων έχουν τη μέγιστη τιμή ενώ με μπλε όπου μηδενίζονται.
27



Σχήμα 3.7: Η μετατόπιση των κόμβων του αρμονικού πλέγματος.
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Σχήμα 3.8: Η πτέρυγα του αεροσκάφος πριν (πάνω) και μετά (κάτω) τη μετατόπιση

των σημείων ελέγχου κατά τον κατακόρυφο άξονα.
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3.3 Εφαρμογή σε Αγωγό Σχήματος S

Το αεροδυναμικό σώμα είναι ένας αγωγός σχήματος S. Μέχρι στιγμής παρουσιάστηκαν

εφαρμογές που δεν εμφανίζουν κάποιο πρόβλημα κατά τη μετάβαση από την περιοχή ε-

πιρροής του κλωβού, στην περιοχή εκτός αυτής. Στη συγκεκριμένη εφαρμογή, θα φανεί

το παραπάνω πρόβλημα, καθώς και ο τρόπος με τον οποίο αυτό επιλύεται. Το υπολογι-

στικό πλέγμα αποτελείται από 65333 κόμβους, 103630 τετράεδρα, 7956 πεντάεδρα και

39780 εξάεδρα και φαίνεται στο σχήμα 3.9. Εδώ, γίνεται και εμφανές ότι η μέθοδος

των αρμονικών συντεταγμένων δεν χρησιμοποιεί τη συνδεσμολογία του υπολογιστικού

πλέγματος.

Σχήμα 3.9: Αγωγός τύπου S με το υπολογιστικό πλέγμα.

Τοποθετείται το αρμονικό χωρίο γύρω από τον αγωγό. Αποτελείται από 13748 κόμβους

και 68378 τετράεδρα, ενώ έχει 26 σημεία ελέγχου (Σχήμα 3.10) .

Σχήμα 3.10: Αγωγός τύπου S με το αρμονικό πλέγμα.
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Αν μετατοπιστούν αυθαίρετα τα 9 σημεία ελέγχου που βρίσκονται στον κατακόρυφο

άξονα προκύπτει το ακόλουθο πλέγμα για τον αγωγό (Σχήμα 3.11).

Σχήμα 3.11: Αγωγός τύπου S μετά τη μετατόπιση των κορυφών του αρμονικού πλέγ-
ματος.

Παρατηρώντας το σχήμα 3.11 γίνεται εύκολα αντιληπτό ότι η μετάβαση από την περιοχή

η οποία μένει ανέπαφη από την επίδραση του κλωβού δεν είναι ομαλή. Αυτό εκτός από

το ότι δεν είναι ¨οπτικά εύμορφο¨, οδηγεί σε κακή ποιότητα τόσο του εξωτερικού όσο

και του εσωτερικού πλέγματος και κατ΄ επέκταση δεν μπορεί να πραγματοποιηθεί η

διαδικασία της βελτιστοποίησης. Τη λύση στο πρόβλημα αυτό έρχεται να δώσει η

τεχνική των δύο κλωβών, όπως αυτή παρουσιάστηκε στο κεφάλαιο 2.4.

Στο σχήμα 3.12 φαίνεται ο αγωγός σχήματος S, καθώς και το σύστημα των δύο κλωβών

που τον περιβάλλει. Φαίνεται ότι ο εξωτερικός κλωβός περικλείει τον εσωτερικό. Δεν

περικλείει όλο το υπολογιστικό πλέγμα, όμως αυτό δεν επηρεάζει τη μέθοδο καθώς

όλα τα επιφανειακά σημεία του εξωτερικού κλωβού μένουν ακίνητα.

Σχήμα 3.12: Αγωγός τύπου S με το σύστημα δύο κλωβών.
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Σχήμα 3.13: Αρμονικές συντεταγμένες των κόμβων του αγωγού τύπου S για καθένα
από τα σημεία ελέγχου, όπως προέκυψαν από την παρεμβολή των αρμονικών συντεταγ-

μένων των κόμβων των δύο κλωβών στους κόμβους του CFD πλέγματος.
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Στο σχήμα 3.13 παρουσιάζονται οι αρμονικές συντεταγμένες από κάθε σημείο ελέγχου,

για τον αγωγό σχήματος S, όπως αυτές προκύπτουν από την εφαρμογή της μεθόδου

αρμονικών συντεταγμένων και της τεχνικής των δύο κλωβών.

Εάν τώρα εφαρμοστεί η ίδια μετατόπιση των σημείων ελέγχου όπως και παραπάνω,

προκύπτει μια παντελώς ομαλή, με την έννοια του μαθηματικού ορισμού της συνέχειας,

παραμόρφωση του πλέγματος του αγωγού (Σχήμα 3.14).

Σχήμα 3.14: Αγωγός σχήματος S μετά τη μετατόπιση των κορυφών του αρμονικού
πλέγματος, με την τεχνική των δύο κλωβών. Η λειότητα και η συνέχεια στο αποτέλεσμα

είναι εμφανής.

Γίνεται αντιληπτό λοιπόν, πόσο σημαντική είναι η επίδραση της τεχνικής των δύο κλω-

βών στην αρμονική παραμόρφωση.
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Κεφάλαιο 4

Εφαρμογές στη Βελτιστοποίηση

με Εξελικτικούς Αλγορίθμους

΄Οπως αναφέρθηκε νωρίτερα, ο λόγος για τον οποίο αναζητούνται συνεχώς μέθοδοι πα-

ραμόρφωσης πλέγματος είναι η ανάγκη να μην δημιουργείται νέο πλέγμα σε κάθε κύκλο

βελτιστοποίησης. Με τη χρήση της τεχνικής των αρμονικών παραμορφώσεων, η δια-

δικασία βελτιστοποίησης ξεκινά με κάποια αρχική γεωμετρία, για την οποία κατασκευ-

άζεται το υπολογιστικό πλέγμα. Τοποθετούνται κατάλληλα, ένα ή δύο αρμονικά χωρία

που περικλύουν το σώμα, και στη συνέχεια ο ΕΑ ελέγχει την μετατόπιση των σημείων

ελέγχου και παραμορφώνει το αεροδυναμικό σώμα. Με τον τρόπο αυτό, παράγονται

νέες υποψήφιες λύσεις (διανύσματα των μεταβλητών σχεδιασμού), ως τροποποιήσεις

της αρχικής. Με την μετατόπιση των σημείων ελέγχου, αυτόματα παραμορφώνονται

και τα υπολογιστικά πλέγματα, με αποτέλεσμα η διαδικασία πλεγματοποίησης να μην

χρειάζεται να επαναλαμβάνεται για κάθε νέα υποψήφια λύση. Σε όλα τα προβλήματα

βελτιστοποίησης οι μεταβλητές σχεδιασμού είναι οι μετατοπίσεις των σημείων ελέγχου

του αρμονικού πλέγματος.

4.1 Βελτιστοποίηση με χρήση ΕΑ

Από τη δεκαετία του 1990 και έκτοτε, η γεωμετρική αύξηση της υπολογιστικής ισχύος

και το προσιτό κόστος των μεγάλων και γρήγορων υπολογιστών οδήγησαν χρήση στο-

χαστικών μεθόδων βελτιστοποίησης με έναν από τους βασικότερους εκπροσώπους,

τους εξελικτικούς αλγορίθμους (ΕΑ) [38]. Βασικό στοιχείο που οδήγησε στη γρήγο-

ρη και ευρεία επικράτησή τους ήταν το μη-μαθηματικό υπόβαθρό τους, η ευκολία με

την οποία προσαρμόζονται σε κάθε νέο πρόβλημα αρκεί να υπάρχει προγραμματισμένο
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λογισμικό αξιολόγησης κάθε υποψήφιας λύσης και, κυρίως, η δυνατότητά τους να μην

εγκλωβίζονται σε τοπικά ακρότατα. Το μεγαλύτερο πλεονέκτημα των ΕΑ είναι ότι,

πρακτικά, σε ένα νέο πρόβλημα η χρήση τους είναι γενικά άμεση χωρίς παρεμβάσεις

στη διαδικασία βελτιστοποίησης που απαιτούν οι αιτιοκρατικές μέθοδοι. Βασικό τους

μειονέκτημα αποτελεί ότι ο εντοπισμός της βέλτιστης λύσης απαιτεί συνήθως μεγάλο

αριθμό αξιολογήσεων. Βασικό γνώρισμα των ΕΑ είναι ότι χειρίζονται πληθυσμούς

υποψήφιων λύσεων και όχι μια μεμονωμένη λύση σε κάθε γενιά. Οι ΕΑ, ενώ αρχικά

αναπτύχθηκαν για την επίλυση προβλημάτων ενός στόχου, με κατάλληλες μετατροπές

μπορούν να αναπτύξουν προβλήματα πολλών στόχων και, μάλιστα, υπερτερούν ως προς

αυτό το θέμα σε σχέση με άλλες μεθόδους, λόγω του γεγονότος ότι χειρίζονται έναν

πληθυσμό ατόμων και με την ολοκλήρωσή τους αποδίδουν ένα σύνολο λύσεων [38].

Βασικά Χαρακτηριστικά ενός Εξελικτικού Αλγορίθμου

Η μαθηματική διατύπωση ενός προβλήματος ελαχιστοποίησης Mo στόχων που υπόκει-

νται σε Mc περιορισμούς ανισότητας είναι η εξής:

min~F (~b) = min[f1(~b), ..., fMo(~b)]

cj(~x) ≤ cthresj j = 1, ...,Mc

όπου ~F η διανυσματική συνάρτηση-στόχος, ~b είναι το διάνυσμα των Ν μεταβλητών

σχεδιασμού, cj είναι η τιμή του περιορισμού j και cthresj είναι το επιθυμητό όριο των

περιορισμών. Καθεμιά από τις Ν μεταβλητές σχεδιασμού έχει άνω και κάτω όρια κα-

θορισμένα από το χρήστη, τα οποία καθορίζουντο το πεδίο ορισμού τους.

Ο ΕΑ διαχειρίζεται τους εξής πληθυσμούς σε κάθε γενιά(γ):

• Τον πληθυσμό των λ απογόνων P γ
λ

• Τον πληθυσμό των μ γονέων P γ
µ

• Τον πληθυσμό των ε επιλέκτων P γ
ε

Οι μ γονείς προκύπτουν από τους απογόνους της προηγούμενης γενιάς λγ−1
και με

τους τελεστές διασταύρωσης και μετάλλαξης δημιουργούνται οι απόγονοι της τρέχου-

σας γενιάς λγ. Από τους νέους απογόνους επιλέγονται τα καλύτερα άτομα ώστε να

αποτελέσουν τον πληθυσμό των επίλεκτων της γενιάς. Ο ρόλος ύπαρξης του συνόλου

των επίλεκτων είναι διπλός. Πρώτον, στον πληθυσμό των επιλέκτων υπάρχουν οι κα-

λύτερες λύσεις της κάθε γενιάς. ΄Ετσι, σε όποια γενιά και αν αποφασίσει ο χρήστης να

διακόψει τη λειτουργία του αλγορίθμου, θα είναι καταγεγραμμένες οι καλύτερες λύσεις

που έχει βρει ο αλγόριθμος μέχρι τότε. Δεύτερον, κατά την εξέλιξη χρησιμοποιείται
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πληροφορία από το σύνολο P γ
ε για την ενίσχυση των καλών χαρακτηριστικών των α-

τόμων στις επόμενες γενιές. ΄Ετσι τα άτομα που αποτελούν τον πληθυσμό επιλέκτων

έχουν περισσότερες πιθανότητες διασταύρωσης ώστε να είναι πιο πιθανό να περάσουν

τα καλύτερα χαρακτηριστικά τους στους απογόνους ή μεταφέρονται ατόφια στην επόμε-

νη γενιά (τελεστής επιλεκτικότητας ή ελιτισμού). Η διαδικασία αυτή συνεχίζεται γενιά

με γενιά, μέχρι να ικανοποιηθεί κάποιο κριτήριο σύγκλισης του αλγορίθμου (Σχήμα

4.1). Τέτοιο μπορεί να είναι, η μη περαιτέρω βελτίωση της λύσης για κάποιο συνε-

χόμενο αριθμό αξιολογήσεων ή γενιών, να φτάσει ο αλγόριθμος τον μέγιστο αριθμό

αξιολογήσεων ή να έχει ομογενοποιηθεί ο πληθυσμός.

Σχήμα 4.1: Απεικόνιση της διαδικασίας βελτιστοποίησης με ΕΑ.

Λογισμικό EASY

Στη διπλωματική αυτή εργασία η βελτιστοποίηση αεροδυναμικών μορφών με ΕΑ πραγ-

ματοποιήθηκε μέσω του λογισμικού EASY. Το λογισμικό EASY (Evolutionary Algo-
rithms SYstem) αναπτύχθηκε από τη ΜΠΥΡ&Β του ΕΜΠ [3]. Είναι ένα λογισμικό

που μπορεί να χρησιμοποιηθεί για προβλήματα βελτιστοποίησης ενός ή περισσοτέρων

στόχων. Μπορεί να υποστηρίξει προβλήματα με ή χωρίς περιορισμούς, με στοχαστικές

ή αιτιοκρατικές μεθόδους βελτιστοποίησης ή ακόμα και συνδυασμό αυτών. Επιπλέον,

διαθέτει επιλογές για χρήση μεταπροτύπων-ΜΑΕΑ (Metamodel Assisted Evolutio-
nary Algorithms), όπως νευρωνικά δίκτυα ή και άλλες μεθόδους παρεμβολής, τα οποία

εκπαιδεύονται κατά τη διάρκεια της εξέλιξης. Με αυτήν τη διαδικασία, πολλά άτομα

αξιολογούνται μέσω παρεμβολής (μεταπρότυπα) και όχι με το πρόγραμμα αξιολόγησης

το οποίο έχει, ενδεχομένως μεγάλο υπολογιστικό κόστος.
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4.2 Εφαρμογή στην Πτέρυγα ONERA M6

Στο κεφάλαιο αυτό παρουσιάζονται τα αποτελέσματα που προέκυψαν από τη βελτι-

στοποίηση μορφής (3Δ) πτέρυγας αεροσκάφους με κριτήριο την ελαχιστοποίηση της

οπισθέλκουσας. Στο σχήμα 4.3 φαίνεται το πλέγμα στην επιφάνεια της πτέρυγας. Είναι

συμμετρικό και αποτελείται από 300071 κόμβους, 1703873 τετράεδρα, 9268 πρίσματα

και 174117 εξάεδρα. Η μέθοδος δεν επηρρεάζεται από το είδος των πολυέδρων ούτε

από τον αριθμό τους, αναφέρονται απλώς για λόγους πληρότητας.

Σχήμα 4.2: Το υπολογιστικό πλέγμα πάνω στην επιφάνεια της πτέρυγας Μ6.

Σχήμα 4.3: Το υπολογιστικό πλέγμα γύρω από την επιφάνεια της πτέρυγας Μ6.

Στο σχήμα 4.4 απεικονίζεται το αρμονικό χωρίο γύρω από την πτέρυγα και στο σχήμα

4.5 το σύστημα των δύο κλωβών που σχηματίζεται γύρω από την πτέρυγα. ΄Οπως

έχει αναλυθεί, η τεχνική των δύο κλωβών εξασφαλίζει ομαλότητα του υπολογιστικού

πλέγματος και διατηρεί την ποιότητά του κατά τη μετάβαση στο τμήμα το οποίο μένει

ανέπαφο από οποιαδήποτε επίδραση του πρώτου κλωβού.
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Σχήμα 4.4: Το αρμονικό χωρίο γύρω από την επιφάνεια της πτέρυγας Μ6.

Σχήμα 4.5: Το σύστημα των δύο κλωβών γύρω από την επιφάνεια της πτέρυγας Μ6.
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΄Οπως αναφέρθηκε το υπολογιστικό πλέγμα της πτέρυγας είναι συμμετρικό με επίπεδο

συμμετρίας το επίπεδο της ρίζας της. Από τα σχήματα φαίνεται ότι το σύστημα των

δύο κλωβών είναι έξω από το επίπεδο συμμετρίας. Αυτό συμβαίνει για να διατηρηθεί η

ποιότητα του πλέγματος και να μην υπάρξει κάποια ασυνέχεια. Τα σημεία που βρίσκο-

νται πάνω ή κοντά στον άξονα συμμετρίας δεν μετακινούνται κατά τη βελτιστοποίηση

και έχει τεθεί περιορισμός ως προς αυτό, όπως θα φανεί στη συνέχεια.

Η βελτιστοποίηση έχει στόχο την ελαχιστοποίηση του συντελεστή οπισθέλκουσας

(F = Cd) για ατριβή ροή, με γωνία επ΄ άπειρο ροής α=3.06 μοίρες και αριθμό Ma-
ch Μ=0.8395. Για την επίλυση της ροής χρησιμοποιήθηκαν οι εξισώσεις Euler για

συμπιεστό ρευστό και χρονικά μόνιμη ροή [20].

∇(ρ~u) = 0 (4.1)

∇p+∇(ρ~u~uT ) = 0 (4.2)

∇(~u(E + p)) = 0 (4.3)

όπου p η στατική πίεση του ρευστού, ρ η πυκνότητα, ~u το διάνυσμα της ταχύτητας ,

Ε η ολική ενέργεια ανά μονάδα όγκου του ρευστού που δίνεται από τη σχέση:

E = ρe+
1

2
ρu2

(4.4)

όπου e η εσωτερική ενέργεια ανά μονάδα μάζας.

Για την επίλυση των εξισώσεων Euler χρησιμοποιήθηκε CFD κώδικας που έχει ανα-

πτυχθεί στη ΜΠΥΡ&Β και εκτελείται σε σύγχρονες μονάδες επεξεργασίας καρτών

γραφικών. Ο επιλύτης χρησιμοποιεί για την επίλυση της ροής μη-δομημένα πλέγματα,

τα οποία σε 3Δ εφαρμογές αποτελούνται από τετράεδρα, εξάεδρα, πυραμίδες ή πρίσμα-

τα. Στη διπλωματική εργασία έγινε χρήση του 3Δ κώδικα σε μόνιμη ροή. Επίσης ο

κώδικας χρησιμοποιεί τη κεντροκομβική διατύπωση της τεχνικής των πεπερασμένων

όγκων. Η επίλυση των εξισώσεων πραγματοποιήθηκαν στους ηλεκτρονικούς υπολο-

γιστές της ΜΠΥΡ&Β και χρησιμοποιήθηκαν παράλληλα δύο ίδιες κάρτες γραφικών

(GPUs) [21] και συγκεκριμένα οι κάρτες Tesla Μ2050 της NVIDIA [6].
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Για τον εξελικτικό αλγόριθμο χρησιμοποιήθηκαν, πληθυσμός γονέων μ = 8 και πλη-

θυσμός απογόνων λ = 12. Επίσης χρησιμοποιήθηκε ΜΑΕΑ, όπου τα μεταπρότυπα

ενεργοποιούνται μετά τις 100 αξιολογήσεις. Ως ανώτερο όριο της βελτιστοποίησης

τίθενται οι 140 αξιολογήσεις καθώς αυτός ήταν ο υπολογιστικός χρόνος που διατέθη-

κε για τη συγκεκριμένη εφαρμογή. Γενικότερα, στόχος δεν είναι να βρεθεί η βέλτιστη

δυνατή λύση, αλλά να παρουσιαστεί πώς μπορεί να εφαρμοστεί η μέθοδος των αρμο-

νικών συντεταγμένων σε μια διαδικασία βλετιστοποίησης. Ως μεταβλητές σχεδιασμού

τέθηκαν οι μετατοπίσεις των σημείων ελέγχου του αρμονικού χωρίου. Τα σημεία που

βρίσκονται στην ρίζα της πτέρυγας έχουν μηδενική μετατόπιση δx, δy , δz. Στα υπόλοι-

πα σημεία επιτρέπεται μετατόπιση μόνο κατά δz.

Στο σχήμα 4.6 φαίνεται η σύγκλιση της βελτιστοποίησης και ο ελάχιστος αριθμός του

CD, που προέκυψε ύστερα από 140 αξιολογήσεις.

Σχήμα 4.6: Ατριβής ροή γύρω από πτέρυγα ONERA M6. Σύγκλιση μονοκριτηριακής
βελτιστοποίησης για τη μεγιστοποίηση του συντελεστή οπισθέλκουσας κατά τη διάρκεια

140 αξιολογήσεων, χρησιμοποιώντας το μεταπρότυπο ακτινικής βάσης RBF του EASY.

Στον πίνακα 4.2 φαίνεται η μεταβολή στην τιμή της συνάρτησης F και ο υπολογιστικός

χρόνος σε ισοδύναμες επιλύσεις ροής (Equivalent Flow Solutions, EFS). Μία EFS
ισοδυναμεί με μία αξιολόγηση του ΕΑ.

Αρχική Τιμή F Τελική Τιμή F Βελτίωση Κόστος

0.0187009 0.00918534 50.86% 140 EFS
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Τα αποτελέσματα που προέκυψαν από την επίλυση των εξισώσεων ροής γύρω από

την αρχική και τη βελτιστοποιημένη γεωμετρία παρουσιάζονται, σε δύο διαφορετικές

θέσεις, στα σχήματα 4.7, 4.8.

Σχήμα 4.7: Ατριβής ροή γύρω από την αρχική Μ6 (αριστερά) και τη βελτιστοποιημένη

(δεξιά) πτέρυγα. Κατανομή αριθμούMach, στη θέση που αντιστοιχεί στο 25% του μήκους
του εκπετάσματος (wingspan).

Σχήμα 4.8: Ατριβής ροή γύρω από την αρχική Μ6 (αριστερά) και τη βελτιστοποιημένη

(δεξιά) πτέρυγα. Κατανομή αριθμούMach, στη θέση που αντιστοιχεί στο 60% του μήκους
του εκπετάσματος (wingspan).

Στα σχήματα 4.7, 4.8, για την αρχική πτέρυγα η ροή είναι διηχητική και εμφανίζεται

κύμα κρούσης και αυτό αποτελεί το λόγο ύπαρξης οπισθέλκουσας σε ένα πρόβλημα

ατριβούς ρής. Αντίθετα στη βελτιστοποιημένη πτέρυγα το κύμα κρούσης εξασθενεί

και έτσι ο συντελεστής οπισθέλκουσας τείνει στο μηδέν. Στο σχήμα 4.9 φαίνεται η

μετατόπιση των σημείων ελέγχου του CFD πλέγματος, μετά τη βελτιστοποίηση.
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Σχήμα 4.9: Νέα γεωμετρία πτέρυγας μετά τη βελτιστοποίηση (κόκκινο χρώμα) σε

σύγκριση με την αρχική γεωμετρία (μαύρο χρώμα).
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4.3 Εφαρμογή σε Αγωγό Σχήματος U

Στο κεφάλαιο αυτό θα πραγματοποιηθεί βελτιστοποίηση ενός αγωγού σχήματος U με

ΕΑ, με στόχο την ελαχιστοποίηση των απωλειών ολικής πίεσης. ΄Ενα βασικό στοιχείο

των αγωγών αυτών είναι οι στροφές σχήματος U που συνδέουν δύο διαδοχικές διόδους

μεταξύ τους, καθώς αποτελούν περιοχή υψηλών απωλειών ολικής πίεσης [14] [13]. Για

τη μελέτη που γίνεται στη διπλωματική εργασία, τα τοιχώματα του αγωγού θεωρούνται

αδιαβατικά, αμελώντας τα θερμικά φορτία.

Σχήμα 4.10: Αγωγός σχήματος U (3Δ).
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Οι περιοχές της ροής στις οποίες παρουσιάζονται κατά κύριο λόγω οι απώλειες ολικής

πίεσης είναι τα σημεία στροφής του αγωγού, οπότε σε εκείνη την περιοχή εστιάζει και

η βελτιστοποίηση.

Από τα παραπάνω, το αρμονικό πλέγμα προκύπτει ως εξής:

Σχήμα 4.11: Αγωγός Σχήματος U μαζί με το αρμονικό χωρίο.

Σχήμα 4.12: Το σύστημα των δύο κλωβών για τον αγωγό σχήματος U.
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Το αρμονικό χωρίο αποτελείται από 7732 κόμβους, 36499 τετράεδρα και έχει 26 σημεία

ελέγχου. Η βελτιστοποίηση γίνεται για 3Δ, ο οποίος αρχικά έχει εξωτερική διάμετρο

1.26Dh και εσωτερική διάμετρο 0.26Dh, όπου Dh η υδραυλική διάμετρος και είναι

Dh=0.075 μ. Το ύψος και το πλάτος του αγωγού ισούνται με την υδραυλική διάμετρο.

Στο σχήμα 4.13 φαίνονται αναλυτικά οι βασικές διαστάσεις του αγωγού:

Σχήμα 4.13: Αγωγός σχήματος U μαζί με το αρμονικό χωρίο (3Δ).

Το πλέγμα του αγωγού αποτελείται από 902289 κόμβους και από 871200 εξαεδρικά

στοιχεία. ΄Οσον αφορά τα στοιχεία της ροής, η ταχύτητα εισόδου έχει συνιστώσα μόνο

κατά τη διεύθυνση y, ενώ ο αριθμός Reynolds ισούται με 43830 . Η ροή θεωρείται

τυρβώδης και ασυμπίεστη και για την επίλυσή της χρησιμοποιήθηκαν οι εξισώσεις

Navier-Stokes. Στόχος της βελτιστοποίησης είναι η ελαχιστοποίηση των απωλειών

ολικής πίεσης.

F = ∆Pt =
Pti − Pto

1
2
ρU2

0

(4.5)

Για τον εξελικτικό αλγόριθμο χρησιμοποιήθηκαν, πληθυσμός γονέων μ = 8 και πλη-

θυσμός απογόνων λ = 12. Επίσης χρησιμοποιήθηκε ΜΑΕΑ ακτινικής βάσης, όπου τα

μεταμοντέλα ενεργοποιούνται μετά τις 100 αξιολογήσεις. Ως ανώτερο όριο της βελτι-

στοποίησης τίθενται οι 200 αξιολογήσεις. Οι εξισώσεις Navier-Stokes επιλύονται για

τυρβώδη, ασυμπίεστη, χρονικά μόνιμη ροή. Το μοντέλο τύρβης που χρησιμοποιείται

είναι το μοντέλο των Spalart - Allmaras[30]. Οι παραπάνω εξισώσεις παρουσιάζονται

αναλυτικά στο κεφάλαιο 5.2. Για τον υπολογισμό των μεγεθών της ροής θα χρη-

σιμοποιηθεί ένας κώδικας επίλυσης μόνιμης, ασυμπίεστης ροής συνεκτικού ρευστού.

Ο κώδικας αυτός, προέρχεται από το ελεύθερο λογισμικό OpenFOAM για το οποίο

γίνεται αναφορά στο κεφάλαιο 5.1 και ονομάζεται simpleFoam. Χρησιμοποιήθηκε η

εκδοχή του, που συντηρείται και εξελίσσεται από τη ΜΠΥΡ&Β του ΕΜΠ. Η επίλυση
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των εξισώσεων ροής γίνεται παράλληλα σε δώδεκα πυρήνες μίας μονάδας Intel Xeon
CPU στα 2.199 GHz, με 25.6 MByte cache μνήμη.

Αποτελέσματα Βελτιστοποίησης

Δεδομένου ότι στόχος είναι η ελαχιστοποίηση των απωλειών ολικής πίεσης είναι ανα-

μενόμενο το τελικό βελτιστοποιημένο σχήμα του αγωγού να δημιουργήσει κοιλότητες

στην επιφάνειά του με σκοπό η κύρια δέσμη της ροής να μην έρχεται σε επαφή με το

τοίχωμα αλλά με το ίδιο το ρευστό, μειώνοντας έτσι σημαντικά τις απώλειες ολικής

πίεσης λόγω τριβής. Στο σχήμα 4.14 παρουσιάζεται η τιμή της συνάρτησης-στόχου

κατά τη διάρκεια της βελτιστοποίησης.

Σχήμα 4.14: Τυρβώδης ροή σε αγωγό σχήματος U. Σύγκλιση μονοκριτηριακής βελτι-
στοποίησης για την ελαχιστοποίηση της διαφοράς των αδιάστατων απωλειών ολικής πίεσης

εισόδου-εξόδου κατά τη διάρκεια των 200 αξιολογήσεων.

Στα σχήματα 4.15, 4.16 παρατίθενται η αρχική και η τελική μορφή του αγωγού, ξεχω-

ριστά αλλά και σε σύγκριση.

Στον πίνακα 4.3 φαίνεται η μεταβολή στην τιμή της συνάρτησης-στόχου (ως προς την

τιμή που προέκυψε από την επίλυση της ροής στην αρχική γεωμετρία) και ο υπολογι-

στικός χρόνος σε ισοδύναμες επιλύσεις ροής (Equivalent Flow Solutions, EFS).

Αρχική Τιμή F Τελική Τιμή F Βελτίωση Κόστος

1 0.644 35.6% 200 EFS

Από το σχήμα 4.18 φαίνεται ότι στην αρχική γεωμετρία συμβαίνει αποκόλληση της

ροής στα σημεία όπου υπάρχει μηδενική ταχύτητα (μπλε χρώμα), κάτι αυξάνει τις α-

πώλειες πίεσης. Αντίθετα στη βελτιστοποιημένη γεωμετρία δεν συμβαίνει κάτι τέτοιο

μειώνοντας αρκετά τις απώλειες.
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Σχήμα 4.15: Αρχική και τελική μορφή του αγωγού.
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Σχήμα 4.16: Η αρχική μορφή του αγωγού (μαύρο) σε σύγκριση με την τελική του

μορφή (κόκκινο).

49



Σχήμα 4.17: Απεικόνιση του σχήματος και του πεδίου ταχυτήτων στον αρχικό αγωγό.

Τομή κατά τον άξονα Ζ.

Σχήμα 4.18: Απεικόνιση του σχήματος και του πεδίου ταχυτήτων στον βελτιστοποιη-

μένο αγωγό. Τομή κατά τον άξονα Ζ.
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Κεφάλαιο 5

Εφαρμογές στη Βελτιστοποίηση

με χρήση της Συζυγούς Μεθόδου

Στο κεφάλαιο αυτό, αναλύεται το θεωρητικό υπόβαθρο της συνεχούς συζυγούς με-

θόδου, παρουσιάζονται σε συντομία πώς παράγονται οι συζυγείς εξισώσεις της ροής,

καθώς και οι παράγωγοι ευαισθησίας της συνάρτησης-στόχου. Στη συνέχεια θα γίνουν

εφαρμογές της μεθόδου των αρμονικών συντεταγμένων, με τη συνεχή συζυγή μέθοδο.

Αυτό αποτελεί κάτι καινούριο, καθώς στη διπλωματική εργασία με την εφαρμογή σε

2Δ σώματα [36], η μόνη μέθοδος που χρησιμοποιήθηκε για βελτιστοποίηση, ήταν οι

ΕΑ.

Στις αιτιοκρατικές μεθόδους βελτιστοποίησης το πιο βασικό θέμα είναι ο υπολογισμός

των παραγώγων. Ευνόητη επιθυμία είναι το κόστος της μεθόδου υπολογισμού των

παραγώγων να παραμένει σταθερό (ανεξάρτητο) με την αύξηση του πλήθους των ελε-

ύθερων μεταβλητών.

5.1 Η συζυγής μέθοδος

Η συζυγής μέθοδος (adjoint method), όπως αναφέρθηκε, είναι ένα μαθηματικό ερ-

γαλείο που χρησιμοποιείται για τον υπολογισμό των παραγώγων μιας συνάρτησης ως

προς τις μεταβλητές της βελτιστοποίησης. Πρωτοεμφανίστηκε στη θεωρία ελέγχου,

όπου και χρησιμοποιούνταν ως μέθοδος βελτιστοποίησης [19], αλλά πλέον βρίσκει με-

γάλη εφαρμογή σε προβλήματα αεροδυναμικής βελτιστοποίησης, καθώς και σε αρκετούς

άλλους τομείς όπως η γεωφυσική ή η σεισμική τομογραφία [31]. Υπάρχουν δύο κα-

τηγορίες της συζυγούς μεθόδου, η διακριτή (discrete) [9] και η συνεχής (continuous)
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[26]. Στη διακριτή μέθοδο, αρχικά γίνεται διακριτοποίηση των ροϊκών εξισώσεων και

της συνάρτησης-στόχου και παράγονται οι προς επίλυση συζυγείς εξισώσεις, οι οπο-

ίες μπορούν να γραφούν απευθείας σε μητρωϊκή μορφή και να επιλυθούν αριθμητικά.

Στη διπλωματική εργασία εφαρμόζεται η συνεχής συζυγής μέθοδος, όπως αυτή ανα-

πτύσσεται από τη ΜΠΥΡ&Β του ΕΜΠ. Στη συνεχή συζυγή μέθοδο, οι συζυγείς

εξισώσεις διατυπώνονται μαθηματικά χρησιμοποιώντας τις συνεχείς εξισώσεις ροής,

δηλαδή στη μορφή ΜΔΕ, πρωτού αυτές διακριτοποιηθούν. Αρχικά παράγεται η επαυ-

ξημένη συνάρτηση-στόχου Faug προσθέτοντας στην συνάρτηση-στόχου τις εξισώσεις

ροής πολλαπλασιασμένες με τις συζυγείς μεταβλητές. Με χρήση του θεωρήματος

Green-Gauss εξάγονται οι εκφράσεις των συνεχών συζυγών μεθόδων, οι συζυγείς

οριακές συνθήκες καθώς και οι εκφράσεις των παραγώγων ευαισθησίας. Τέλος, οι

συζυγείς ΜΔΕ της ροής διακριτοποιούνται για να λυθούν αριθμητικά. Πλεονέκτημα

της συζυγούς μεθόδου είναι το χαμηλό υπολογιστικό κόστος που τη συνοδεύει. Πιο

συγκεκριμένα, το κόστος υπολογισμού των παραγώγων ευαισθησίας μιας συνάρτησης-

στόχου είναι ανεξάρτητο του πλήθους των μεταβλητών σχεδιασμού, ενώ ο χρόνος

που απαιτείται συνολικά για τον υπολογισμό είναι ο χρόνος για να επιλυθούν οι εξι-

σώσεις της ροής και ο χρόνος που απαιτείται για την επίλυση των συζυγών εξισώσεων.

Ο χρόνος επίλυσης των συζυγών εξισώσεων μπορεί να θεωρηθεί πρακτικά ίσος του

χρόνου που απαιτείται για την επίλυση των ροϊκών εξισώσεων. Στον αντίποδα, μειο-

νέκτημα της μεθόδου αποτελεί η ανάγκη επαναδιατύπωσης των συζυγών εξισώσεων

και των οριακών συνθηκών και, συνεπώς, ο επαναπρογραμματισμός του σχετικού λο-

γισμικού για διαφορετικές συναρτήσεις-στόχου. Η επίλυση των εξισώσεων ροής και

των συζυγών εξισώσεων γίνεται με τη βοήθεια του λογισμικού OpenFOAM [4], ε-

φαρμόζοντας τη μέθοδο των πεπερασμένων όγκων (finite volume method). Για την

επίλυση των συζυγών εξισώσεων χρησιμοποιήθηκε το λογισμικό που έχει αναπτύξει η

ΜΠΥΡ&Β στο ανοιχτό λογισμικό OpenFOAM.

Το λογισμικό OpenFoam

Το OpenFOAM [4] είναι ένα ελεύθερο λογισμικό ανοιχτού κώδικα για την επίλυση προ-

βλημάτων Υπολογιστικής Ρευστοδυναμικής, το οποίο χρησιμοποιείται ευρύτατα τόσο

σε βιομηχανικό αλλά και σε ακαδημαϊκό επίπεδο. Περιλαμβάνει εργαλεία για τη γένεση

πλέγματος καθώς και επιλύτες για ένα εύρος προβλημάτων. Οι επιλύτες αυτοί χρησιμο-

ποιούνται για να λυθούν οι διακριτοποιημένες μορφές των εξισώσεων, ενώ στο χρήστη

δίνεται επίσης η ελευθερία να επιλέξει το σχήμα διακριτοποίησης που θα χρησιμοποιηθεί

για κάθε όρο της προς επίλυση εξίσωσης. Το λογισμικό είναι γραμμένο στη γλώσσα

προγραμματισμού C ++ και καθώς ο κώδικας είναι ανοιχτός, μπορεί ο καθένας να

τον προσαρμόσει στις ανάγκες του. Πλεονέκτημα του λογισμικού OpenFOAM είναι

ότι παρέχει τη δυνατότητα παράλληλης επεξεργασίας, δηλαδή να επιλύονται σε διαφο-

ρετικούς επεξεργαστές διάφορα τμήματα του προβλήματος ταυτόχρονα, πράγμα που

μειώνει δραστικά το χρόνο που απαιτείται για την επίλυση ενός προβλήματος. Στη

διπλωματική εργασία χρησιμοποιούνται οι συζυγείς τεχνικές που έχουν διατυπωθεί και
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προγραμματιστεί από τη ΜΠΥΡ&Β στο OpenFOAM και όχι ο ίδιος ο επιλύτης που

προσφέρει ανοιχτό το OpenFOAM.

5.2 Εφαρμογή Σε Αγωγό Σχήματος U

Στο σημείο αυτό θα παρουσιαστεί η διαδικασία βελτιστοποίησης με τη συζυγή μέθοδο

του ίδιου ακριβώς αγωγού σχήματος U που βελτιστοποιήθηκε με τη βοήθεια εξελικτι-

κών αλγορίθμων, στο κεφάλαιο 4.3. Ο τρόπος σχηματισμού του συστήματος κλωβών

φαίνεται στα σχήματα 4.11, 4.12. Αρχικά θα αναλυθεί ο τρόπος σχηματισμού των ε-

ξισώσεων ροής και των συζυγών εξισώσεων και, στη συνέχεια, θα παρουσιαστούν τα

αποτελέσματα της βελτιστοποίησης. Τέλος, θα γίνει σύγκριση των αποτελεσμάτων,

όπως αυτά προέκυψαν από τις δύο μεθόδους βελτιστοποίησης που εφαρμόστηκαν, τη

συζυγή μέθοδο και τους ΕΑ.

Ακολουθούν τα βήματα της βελτιστοποίησης του αγωγού σχήματος U με τη συζυγή

μέθοδο [7] [38].

Εξισώσεις Ροής

Η ροή είναι τυρβώδης και το μοντέλο τύρβης που χρησιμοποιείται είναι το Spalart -
Allmaras[30]. Οι εξισώσεις Navier-Stokes, οι εξισώσεις του μοντέλου τύρβης, κα-

θώς και οι οριακές συνθήκες του προβλήματος αποτελούν το πρωτεύον πρόβλημα.

Οι εξισώσεις Navier-Stokes επιλύονται για τυρβώδη, ασυμπίεστη, χρονικά μόνιμη ρο-

ή [34]. Με την επίλυση του πρωτεύοντος προβλήματος, υπολογίζεται και η τιμή της

συνάρτησης-στόχου. Οι μεταβλητές του πρωτεύοντος πεδίου και οι μεταβλητές του

μοντέλου τύρβης που χρησιμοποιείται περιέχονται στο διάνυσμα ~U . Οι εξισώσεις ροής

που διέπουν το πρόβλημα γράφονται, με τη συμβολική χρήση του τελεστή ροής ~R, στη

μορφή:

~R = ~R(~U,~b) (5.1)

όπου ~b το διάνυσμα των μεταβλητών σχεδιασμού. Είναι:

Rp = −∂vj
∂xj

(5.2)

Rv = vj
∂vj
∂xi
− ∂τij
∂xj

+
∂p

∂xi
, i = 1, 2, 3 (5.3)

όπου i = 1, 2, 3 για 3Δ ροή, p η κινηματική στατική πίεση (δηλαδή η στατική πίεση
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του ρευστού διαιρεμένη με τη σταθερή πυκνότητα αυτού), τij = (ν + νt)(
∂vi
∂xj

+
∂vj
∂xi

),

όπου ν η κινηματική συνεκτικότητα του ρευστού και νt ο συντελεστής τυρβώφους

συνεκτικότητας. Η επανάληψη του δείκτη σημαίνει άθροιση στις τρεις καρτεσιανές

συντεταγμένες. Να σημειωθεί ότι ακολουθείται η σύμβαση του Einstein, σύμφωνα με

την οποία οι επαναλαμβανόμενοι δείκτες υποδηλώνουν άθροιση.

Επιλύεται μια επιπλέον μερική διαφορική εξίσωση, αυτή του μοντέλου τύρβης Spalart -
Allmaras [30]. Σύμφωνα με το μοντέλο, η τυρβώδης κινηματική συνεκτικότητα ορίζεται

ως:

νt = ν̃fv1 (5.4)

όπου fv1 = X3

X3+C3
v1

και X = ν̃
ν
.

Η μεταβλητή ν̃, γνωστή και ως μεταβλητή του μοντέλου Spalart - Allmaras [30],

υπολογίζεται από την επίλυση της διαφορικής εξίσωσης:

Rνt = uj
∂ν̃

∂xj
= Cb1(1−ft2)S̃ν̃−[Cw1fw−

Cb1
κ2

ft2](
ν̃

d
)2+

1

σ
[
∂

∂xj
((ν+ν̃)

∂ν̃

∂xj
)+Cb2

∂ν̃

∂xi

∂ν̃

∂xi
]

(5.5)

Τα μεγέθη σ,Cb1, Cb2, κ, Cv1 αποτελούν σταθερές με τιμές καθορισμένες από τους

δημιουργούς του μοντέλου, δ είναι η απόσταση από το πλησιέστερο στερεό τοίχωμα,

ενώ τα μεγέθη S̃, ft1, ft2, ft3, fw προσδιορίζονται από συγκεκριμένες σχέσεις [30] [35].

Η επίλυση των εξισώσεων ροής γίνεται παράλληλα σε δώδεκα πυρήνες μίας μονάδας

Intel Xeon CPU στα 2.199 GHz, με 25.6 MByte cache μνήμη.

Συνάρτηση-Στόχος

Στο κεφάλαιο αυτό, που αναλύεται ένα πρόβλημα εσωτερικής αεροδυναμικής, η προς

ελαχιστοποίηση συνάρτηση είναι οι απώλειες ολικής πίεσης μέσα στον αγωγό. Γενικά,

η F εξαρτάται από το διάνυσμα ~U και τις μεταβλητές σχεδιασμού ~b = (b1, b2, ..., bN).

Οπότε ισχύει: F = F (~b, ~U(~b)).

Η συνάρτηση F των ογκικά ολοκληρωμένων ολικών απωλειών πίεσης δίνεται από τον

τύπο:

F = −
∫
SIO

ptuknkdS (5.6)

όπου SIO οι διατομές εισόδου (inlet) και εξόδου (outlet) της ροής. Η διαφορά αυτή

αποτελεί μια θετική ποσότητα και στόχος της βελτιστοποίησης είναι η ελαχιστοποίησή
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της. Το πρόβλημα ελαχιστοποίησης θα λυθεί με τον περιορισμό να ικανοποιούνται οι

εξισώσεις ροής, οι οποίες συμβολίζονται κατά την εξίσωση 5.1 ως Rn = 0. Πρώτο βήμα

για να αναπτυχθεί η συζυγής μέθοδος είναι η διατύπωση της επαυξημένης συνάρτησης-

στόχου. Αυτή ορίζεται προσθέτοντας στην F τα χωρικά ολοκληρώματα των γινομένων

των υπολοίπων των εξισώσεων ροής του πρωτεύοντος προβλήματος με τα πεδία των

συζυγών μεταβλητών του προβλήματος.

Faug = F +

∫
Ω

uiR
v
i dΩ +

∫
Ω

qRpdΩ (5.7)

όπου Ω είναι το υπολογιστικό χωρίο, ui η συζυγής ταχύτητα και q η συζυγής πίεση

[27] [22]. Πρέπει να τονιστεί ότι καθώς τα υπόλοιπα των συναρτήσεων της ροής πρέπει

πάντα να είναι μηδενικά, δηλαδή F ≡ Faug.

Γενικά, στη διατύπωση της συζυγούς μεθόδου, στόχος μας είναι να εξαφανιστεί οποια-

δήποτε ποσότητα εκφράζει ρυθμό μεταβολής ροϊκής μεταβλητής, είτε πρωτεύουσας είτε

συζυγούς.

Συζυγείς Εξισώσεις

Οι συζυγείς πεδιακές εξισώσεις είναι [33] [27]:

Rq = −∂uj
∂xj

= 0 (5.8)

Ru = uj
∂vj
∂xi
− ∂(uivj)

∂xj
−
∂ταij
∂xj

+
∂q

xi
= 0, i = 1, 2, 3 (5.9)

όπου ταij = (ν + νt)(
∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi

) ο συζυγής τανυστής τάσεων. Σκόπιμα, για οικονομία

του κειμένου παραλείπεται η συζυγής εξίσωση του μοντέλου τύρβης [7].

Ικανοποιώντας τις εξισώσεις 5.8 5.9 όλοι οι όροι που εξαρτώνται από τα
δvi
δbn
, δp
δbn

κατά

την παραγώγιση της σχέσης 5.7 εξαφανίζονται.

Από την παραγώγιση της σχέσης 5.7, την επίλυση των συζυγών εξισώσεων και την

επιλογή των κατάλληλων οριακών συνθηκών, προκύπτει τελικά μια σχέση κατά την

οποία η παράγωγος ευαισθησίας
δF
δbi

συναρτάται γενικά των άμεσων μεταβολών της

συνάρτησης-στόχου ως προς τις ροϊκές μεταβλητές και των χωρικών μεταβολών των

πρωτευουσών και συζυγών μεταβλητών [7]. Οπότε υπολογίζονται άμεσα οι παράγωγοι

ευαισθησίας
δF

δxjm
.
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Υπολογισμός Παραγώγων Ευαισθησίας

Το επόμενο βήμα της διαδικασίας βελτιστοποίησης βασισμένης στην κλίση της συνάρτησης-

στόχου είναι ο προσδιορισμός των παραγώγων ευαισθησίας της συνάρτησης-στόχου ως

προς τις μεταβλητές σχεδιασμού, προκειμένου αυτές να καθορίσουν το βήμα της μετα-

βολής τους, ώστε να υπολογιστούν οι νέες τιμές των παραμέτρων. Στη βελτιστοποίηση

με τη συζυγή μέθοδο, ο υπολογισμός αυτός γίνεται βάσει του κανόνα της αλυσίδας:

δF

δbi
=

nCFD∑
j=1

3∑
m=1

δF

δxjm

δxjm
δbi

(5.10)

όπου nCFD όλοι οι κόμβοι του υπολογιστικού πλέγματος, και του επιφανειακού και

του εσωτερικού, xjm οι συντεταγμένες τους και bi οι μεταβλητές σχεδιασμού όπως

εδώ καθορίζονται από τον έναν ή δύο κλωβούς που χρησιμοποιούνται. Ο πρώτος

όρος της σχέσης 5.10 αποτελεί τις παραγώγους ευαισθησίας οι οποίες προκύπτουν

από την επίλυση των συζυγών εξισώσεων, ενώ ο δεύτερος όρος είναι οι αρμονικές

συντεταγμένες του CFD πλέγματος και υπολογίζεται όπως αναλύθηκε στο κεφάλαιο

2.3.3.

Μέθοδος της Απότομης Καθόδου

Αφού υπολογιστούν οι παράγωγοι της συνάρτησης-στόχου με τη βοήθεια της συζυγούς

μεθόδου, μπορούν να χρησιμοποιηθούν στη διαδικασία για την ελαχιστοποίηση της F ,

με απλούστερη τη διαδικασία απότομης καθόδου (steepest descent), όπου:

bnewi = boldi − η
δF

δbi
(5.11)

Στην παραπάνω εξίσωση ο όρος η είναι ένας βαθμωτός συντελεστής που ορίζει το βήμα

της καθόδου. Πέραν της μεθόδου της απότομης καθόδου μπορούν να χρησιμοποιηθούν

κι άλλες μέθοδοι όπως η μέθοδος των συζυγών κλίσεων (Conjugate Gradient), η

μέθοδος Newton και προσεγγιστικές μέθοδοι Newton όπως η SR1 και η BFGS.

Η διαδικασία υπολογισμού των παραγώγων ευαισθησίας, δηλαδή η διαδικασία που υλο-

ποιεί τον πολλαπλασιασμό (κανόνα της αλυσίδας) των αρμονικών συντεταγμένων του

υπολογιστικού πλέγματος με τις παραγώγους ευαισθησίας από την επίλυση του συ-

ζυγούς προβλήματος, καθώς και η εφαρμογή της μεθόδου της απότομης καθόδου και

εν τέλει ο υπολογισμός της παραμόρφωσης του υπολογιστικού πλέγματος προγραμμα-

τίσθηκαν σε γλώσσα προγραμματισμού Fortran 90.

Τα βήματα της παραπάνω διαδικασίας φαίνονται και συνοπτικά στο σχήμα 5.1
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Σχήμα 5.1: Ο συνολικός βρόχος βελτιστοποίησης μέσω συζυγών μεθόδων σε χρήση

με την παραμετροποίηση με αρμονικές συντεταγμένες

Στον πίνακα 5.2 φαίνεται η μεταβολή στην τιμή της F (ως προς την τιμή που προέκυψε

από την επίλυση της ροής στην αρχική γεωμετρία) και ο υπολογιστικός χρόνος σε

ισοδύναμες επιλύσεις ροής (Equivalent Flow Solutions, EFS). Μία EFS θεωρείται

ότι ισοδυναμεί με μία επίλυση του πρωτεύοντος προβλήματος, η επίλυση του οποίου

θεωρείται ότι ισοδυναμεί με την επίλυση του συζυγούς προβλήματος. ΄Αρα ένας κύκλος

βελτιστοποίησης ισοδυναμεί με δύο EFS.

Αρχική Τιμή F Τελική Τιμή F Βελτίωση Κόστος

1 0.854 14.59% 24 EFS
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Στο σχήμα 5.2 παρουσιάζεται η εξέλιξη της τιμής της συνάρτησης-στόχου κατά τη

διάρκεια της βελτιστοποίησης.

Σχήμα 5.2: Τυρβώδης ροή σε αγωγό σχήματος U. Σύγκλιση μονοκριτηριακής βελτι-
στοποίησης για την ελαχιστοποίηση της διαφοράς των απωλειών ολικής πίεσης κατά τη

διάρκεια των κύκλων βελτιστοποίησης, με χρήση της συνεχούς συζυγούς μεθόδου.

Στο σχήμα 5.3 φαίνονται οι μετατοπίσεις που προέκυψαν από τη διαδικασία της βελ-

τιστοποίησης του αγωγού με τη συνεχή συζυγή μέθοδο. Παρατηρείται ότι ενώ οι

μετατοπίσεις είναι σχετικά μικρές, επιτυγχάνεται σημαντική βελτίωση της συνάρτησης

F .

Σχήμα 5.3: Βελτιστοποιημένος αγωγός σχήματος U. Το μέγεθος της μετατόπισης της
αρχικής γεωμετρίας, όπως προέκυψε έπειτα από τη βελτιστοποίηση με τη συνεχή συζυγή

μέθοδο.

Στα σχήματα 5.4, 5.5 παρατίθενται η ροή στην αρχική και τη βελτιστοποιημένη μορφή

του αγωγού.
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Σχήμα 5.4: Γεωμετρία και πεδίο ταχύτητας για τον 1o κύκλο βελτιστοποίησης στον
αγωγό σχήματος U. Τομή κατά τον άξονα Ζ.

Σχήμα 5.5: Γεωμετρία και πεδίο ταχύτητας για τον 12o κύκλο βελτιστοποίησης στον
αγωγό σχήματος U. Τομή κατά τον άξονα Ζ.
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Σύγκριση Αποτελεσμάτων

Για τον αγωγό σχήματος U η διαδικασία της βελτιστοποίησης έγινε τόσο με χρήση

εξελικτικών αλγορίθμων, (EA) όσο και με χρήση της Συζυγούς Μεθόδου. ΄Οπως

έχει αναφερθεί, μεγάλο πλεονέκτημα των στοχαστικών μεθόδων και, κατά συνέπεια,

των εξελικτικών αλγορίθμων είναι η δυνατότητά τους να μην εγκλωβίζονται σε τοπι-

κά ακρότατα. Αντίθετα, οι αιτοκρατικές μέθοδοι μπορεί να συγκλίνουν γρήγορα στη

βέλτιστη λύση, όμως, σε αντίθεση με τις στοχαστικές μεθόδους υπάρχει ο κίνδυνος

να εντοπιστεί τοπικό ακρότατο, ανάλογα με το σημείο αρχικοποίησης. Στο σχήμα

5.6 απεικονίζονται τα αποτελέσματα από την επίλυση της ροής στον βελτιστοποιημένο

αγωγό και με τους δύο τρόπους βελτιστοποίησης.

Σχήμα 5.6: Τυρβώδης ροή σε αγωγό σχήματος U. Σύγκριση της ροής για τη βελτι-
στοποιημένη γεωμετρία, που προέκυψε από βελτιστοποίηση με ΕΑ (πάνω) και από βελτι-

στοποίηση με τη συνεχή συζυγή μέθοδο (κάτω).
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5.3 Εφαρμογή της Μεθόδου στο Γενικευμένο

Μοντέλο Αυτοκινήτου DrivAer

Μία πιο απαιτητική εφαρμογή αποτελεί η παραμόρφωση του πλέγματος γύρω από μία

σύνθετη γεωμετρία, όπως είναι αυτή του γενικευμένου μοντέλου αυτοκινήτου DrivAer.
Στο κεφάλαιο αυτό, θα εφαρμοστεί η μέθοδος των αρμονικών συντεταγμένων στο

μοντέλο DrivAer και θα παρουσιαστούν τα αποτελέσματα της βελτιστοποίησής του με

χρήση της συζυγούς μεθόδου. Η εφαρμογή αυτή έχει μια διαφορά με τις προηγούμενες,

καθώς τοποθετείται σύστημα δύο κλωβών σε δύο διαφορετικά σημεία του αυτοκινήτου.

Το μοντέλο DrivAer

΄Ενας από τους παράγοντες που ερευνώνται αρκετά είναι η αεροδυναμική των αυτοκι-

νήτων, καθώς συμβάλλει στη μείωση των ρύπων που εκπέμπονται, κάτι που έχει απο-

κτήσει ιδιάζουσα σημασία στη σύγχρονη εποχή. Για το σκοπό αυτό, είναι απαραίτητο

να προσομοιώνεται με ακρίβεια, μέσω υπολογιστικών τεχνικών, η ροή γύρω από τα

αυτοκίνητα. Γενικές μελέτες των φαινομένων της ροής γίνονται με τη χρήση απλοποι-

ημένων μοντέλων αυτοκινήτων όπως είναι το μοντέλο Ahmed [8] και το μοντέλο SAE
[12]. Τέτοια μοντέλα δίνουν τη δυνατότητα να μελετηθεί η βασική δομή της ροής, χωρίς

να την επηρεάζουν παρεμβολές που δημιουργούνται λόγω των διαφορετικών περιοχών

του αυτοκινήτου, όπως η ύπαρξη και η περιστροφή των τροχών ή η αλληλεπίδραση

του δρόμου και της κάτω πλευράς του οχήματος. Οι παρεμβολές αυτές όμως είναι που

προκαλούν μερικά από τα πιο σύνθετα φαινόμενα της ροής και για το λόγο αυτό συχνά

είναι απαραίτητη η μελέτη τους. Το πρόβλημα αυτό λοιπόν, έρχεται να διορθώσει ένα

νέο, ρεαλιστικό, γενικευμένο μοντέλο αυτοκινήτου, το DrivAer. Το μοντέλο DrivAer
αναπτύχθηκε από τον τομέα Αεροδυναμικής και Μηχανικής Ρευστών του Τεχνικού

Πανεπιστημίου του Μονάχου σε συνεργασία με τις Audi AG [1] και BMW Group [2].

Το μοντέλο έχει σχεδιαστεί έτσι ώστε να αποτελείται από διαφορετικά, εναλλάξιμα μέρη

ώστε να μπορεί να χρησιμοποιηθεί για ένα μεγάλο εύρος μελετών [18]. Το DrivAer
αποτελεί μία προσπάθεια να γεφυρωθεί το χάσμα ανάμεσα στα εξαιρετικά απλοποιημένα

μοντέλα που χρησιμοποιούνται στη βιβλιογραφία και στην περιορισμένη εφαρμογή των

αποτελεσμάτων μιας αεροδυναμικής μελέτης συγκεκριμένου μοντέλου της παραγωγής,

χάρη στο γεγονός ότι είναι διαμορφώσιμο και, άρα, μπορεί να χρησιμοποιηθεί σε μια

πληθώρα αεροδυναμικών μελετών και βελτιστοποιήσεων.
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Σχήμα 5.7: Διαφορετικές διαμορφώσεις του DrivAer: Fastback (F), Estate Back (E),
Notchback (N). Από το Τεχνικό Πανεπιστήμιο του Μονάχου (TUM) [18].

Τα αποτελέσματα που προκύπτουν από τη μελέτη του συγκεκριμένου μοντέλου μπορούν

να χρησιμοποιηθούν στη συνέχεια για τη βελτιστοποίηση πραγματικών οχημάτων της

παραγωγής. Σε αυτήν τη διπλωματική εργασία θα γίνει μελέτη της ροής του αέρα γύρω

από τη διαμόρφωση Fastback του DrivAer. Η γεωμετρία του μοντέλου φαίνεται στο

σχήμα 5.9. Η γεωμετρία αυτή περιλαμβάνει το μισό αυτοκίνητο (αριστερό τμήμα), μαζί

με όλες τις εξωτερικές επιφάνειες αυτού, όπως είναι οι τροχοί και οι καθρέφτες. Το

πλέγμα γύρω από τη γεωμετρία αποτελείται από 2818377 κόμβους και 13047429 κελιά

(κυρίως εξάεδρα) (Σχήμα 5.8).

Σχήμα 5.8: Το υπολογιστικό πλέγμα του μοντέλου DrivAer.
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Σχήμα 5.9: Γενικευμένο μοντέλο αυτοκινήτου DrivAer με διαμόρφωση Fastback.

΄Ενα μοντέλο αυτοκινήτου μπορεί να βελτιστοποιηθεί σε αρκετά σημεία. Στη διπλω-

ματική αυτή εργασία επιλέχθηκαν δύο περιοχές, η περιοχή στο οπίσθιο και η περιοχή

στο εμπρόσθιο μέρος του αυτοκινήτου. Στο πλαίσιο αυτό, δημιουργείται δύο φορές το

σύστημα των δύο κλωβών, όπως φαίνεται στο σχήματα 5.9 και 5.8. ΄Οπως γίνεται αντι-

ληπτό, από τη στιγμή που το πλέγμα του DrivAer είναι συμμετρικό, το ίδιο συμβαίνει

και με το αρμονικό χωρίο, ενώ το επίπεδο συμμετρίας δεν πρέπει να μεταβληθεί. Το

αρμονικό πλέγμα ελέγχου για το οπίσθιο τμήμα αποτελείται από 9637 κόβμους και από

47432 τετράεδρα. Αντίστοιχα, για το εμπρόσθιο τμήμα, το πλέγμα ελέγχου αποτελείται

από 9427 κόμβους και από 46232 τετράεδρα.
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Σχήμα 5.10: Γενικευμένο μοντέλο αυτοκινήτου DrivAer μαζί με τα αρμονικά χωρία,
με διπλό σύστημα δύο κλωβών.
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Βελτιστοποίηση με τη Συζυγή Μέθοδο

Η ανάπτυξη της συζυγούς μεθόδου γίνεται ακριβώς όπως παρουσιάσθηκε στο κεφάλαιο

5.2 [7], προσαρμοσμένη φυσικά στις συνθήκες του προβλήματος:

Εξισώσεις και Συνθήκες Ροής

Αρχικά, πρέπει να τονιστεί ότι μελετάται ένα πρόβλημα εξωτερικής αεροδυναμικής, όπου

το αυτοκίνητο κινείται με χαμηλή ταχύτητα, οπότε μπορεί να γίνει η θεώρηση ότι η ροή

είναι ασυμπίεστη, δηλαδή η τιμή της πυκνότητας ρ δεν μεταβάλλεται χρονικά αλλά και

χωρικά. Επομένως, οι εξισώσεις της μέσης ροής καθώς και οι εξισώσεις των μοντέλων

τύρβης θα γραφούν για ασυμπίεστο ρευστό. Αν και η ροή γύρω από κάθε αυτοκίνητο

είναι εκ φύσεως χρονικά μεταβαλλόμενη (unsteady), στην εργασία αυτή, επιλέγεται

να επιλυθεί ως μόνιμη. Ο λόγος δεν είναι άλλος από τη μείωση του υπολογιστικού

κόστους. Η ροή είναι τυρβώδης και το μοντέλο τύρβης που χρησιμοποιείται είναι το

Spalart - Allmaras [30]. Το χαρακτηριστικό μήκος είναι Lref=1 και η ταχύτητα στο

επ΄ άπειρο όριο, U∞ = 38.89m/s.

Η επίλυση των εξισώσεων ροής γίνεται παράλληλα σε δώδεκα πυρήνες μίας μονάδας

Intel Xeon CPU στα 2.399 GHz, με 20.48 MByte cache μνήμη.

Συνάρτηση-Στόχος

Στην αεροδυναμική μελέτη του DriVaer, η προς ελαχιστοποίηση συνάρτηση-στόχος

είναι η δύναμη της οπισθέλκουσας στο αυτοκίνητο.

Ο συντελεστής οπισθέλκουσας υπολογίζεται από τη σχέση:

Cd =
Fd

(1/2)ρU2
∞Aref

(5.12)

όπου Fd η οπισθέλκουσα που ασκείται στο αυτοκίνητο, U∞ η ταχύτητα της επ΄ άπειρον

ροής, ρ η πυκνότητα του αέρα και Aref η μετωπική επιφάνεια του αυτοκινήτου.

Από το σημείο αυτό και μετά η διαδικασία είναι η ίδια με αυτήν που ακολουθήθηκε στο

κεφάλαιο 5.2 και φαίνεται στο σχήμα 5.1.

Για να προκύψει η βέλτιστη γεωμετρία πρέπει όλη η διαδικασία να επαναληφθεί για αρ-

κετούς ακόμα κύκλους βελτιστοποίησης. Καθώς όμως οι υπολογιστικές απαιτήσεις για

κάτι τέτοιο είναι αρκετά μεγάλες δεν κρίθηκε σκόπιμο να εκτελεστούν επιπλέον κύκλοι

οπότε η διαδικασία σταμάτησε στους 4 κύκλους. Εξάλλου κατά τη βελτιστοποίηση μιας
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γεωμετρίας η οποία βρίσκεται ήδη σε καλό επίπεδο ο πρώτος κύκλος βελτιστοποίησης

επιτυγχάνει κέρδος έως και 80% του συνολικού, ενώ κάθε επόμενο βήμα συνεισφέρει

λιγότερο. Σκοπός, εξάλλου, της διπλωματικής αυτής εργασίας δεν είναι η αναζήτηση

της βέλτιστης γεωμετρίας, αλλά η ανάπτυξη της μεθόδου των αρμονικών συντεταγ-

μένων και η εφαρμογή της στη βελτιστοποίηση 3Δ σωμάτων.

Αποτελέσματα Βελτιστοποίησης

Στον πίνακα 5.3 φαίνεται η μεταβολή στην τιμή της συνάρτησης F και ο υπολογιστικός

χρόνος σε Equivalent Flow Solutions (EFS).

Αρχική Τιμή F Τελική Τιμή F Βελτίωση Κόστος

0.30987 0.2919 5.8% 8 EFS

Στο σχήμα 5.11 φαίνονται τα πεδία των μετατοπίσεων, όπως αυτά προέκυψαν από τη

βελτιστοποίηση του DrivAer με χρήση της συζυγούς μεθόδου. Στα σχήματα 5.12, 5.13

παρουσιάζονται οι μετατοπίσεις του αυτοκινήτου που προέκυψαν από την παραπάνω

διαδικασία βελτιστοποίησης.

Από τα σχήματα είναι εύλογο να παρατηρηθεί ότι οι μετατοπίσεις που προέκυψαν δεν

αντιστοιχούν σε πραγματικές δυνατότητες μετατόπισης. Είναι εμφανές ότι, όσον α-

φορά το οπίσθιο τμήμα του αυτοκινήτου, τα σημεία μέγιστων μετατοπίσεων είναι στο

πίσω τζάμι, που δεν αποτελεί αντικείμενο αεροδυναμικής μελέτης. Αντίστοιχα και στο

εμπρόσθιο τμήμα οι μετατοπίσεις δεν είναι ομαλές και προκαλούν βυθίσεις και ασυ-

νέχειες. Αυτό οφείλεται στο γεγονός ότι δεν τέθηκαν περιορισμοί κατά τη διαδικασία

της βελτιστοποίησης και το λογισμικό δεν διαθέτει περιορισμούς ώστε να αποτρέψει

τις συγκεκριμένες μετατοπίσεις. Ο μόνος περιορισμός που τέθηκε ήταν να μη μετακι-

νηθούν τα σημεία ελέγχου του κλωβού που βρίσκονται πάνω στον άξονα συμμετρίας

κατά Δy. Στόχος της μελέτης ήταν η εφαρμογή της μεθόδου σε μια πολύπλοκη γε-

ωμετρία, η ταυτόχρονη τοποθέτηση διαφορετικών συστημάτων δύο κλωβών στο ίδιο

αεροδυναμικό σώμα και φυσικά η εφαρμογή αυτών σε μία διαδικασία βελτιστοποίησης.
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Σχήμα 5.11: Εφαρμογή στο αυτοκίνητο DrivAer. Το μέγεθος της μετατόπισης της
αρχικής γεωμετρίας, όπως προέκυψε έπειτα από τη βελτιστοποίηση με τη συζυγή μέθοδο.
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Σχήμα 5.12: Εφαρμογή στο αυτοκίνητο DrivAer. Σύγκριση της αρχικής γεωμετρίας
(πάνω) με τη βελτιστοποιημένη (κάτω).

Σχήμα 5.13: Εφαρμογή στο αυτοκίνητο DrivAer. Σύγκριση της αρχικής γεωμετρίας
(αριστερά) του εμπρόσθιου τμήματος με την αντίστοιχη βελτιστοποιημένη (δεξιά).
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Κεφάλαιο 6

Ανακεφαλαίωση & Συμπεράσματα

6.1 Ανακεφαλαίωση

Στην εργασία αυτή, αναπτύχθηκε και προγραμματίστηκε λογισμικό για προσαρμοστική

παραμόρφωση 3Δ υπολογιστικών πλεγμάτων με χρήση των αρμονικών συντεταγμένων.

Επίσης, έγινε εφαρμογή της μεθόδου για τη βελτιστοποίηση αεροδυναμικών σωμάτων

και με ΕΑ και με τη συζυγή μέθοδο. Αποτελεί επέκταση παλαιότερης διπλωματικής

εργασίας που ανέπτυξε και εφάρμοσε τη μέθοδο σε 2Δ σώματα. Κατά τη διάρκεια του

βρόχου αεροδυναμικής βελτιστοποίησης μορφής, προκύπτει η ανάγκη για τη γένεση

πλέγματος κάθε φορά που τα στερεά όρια της προς βελτιστοποίησης μορφής τροπο-

ποιούνται. Επειδή η επαναπλεγματοποίηση δεν ενδείκνυται, ιδιαίτερα σε εφαρμογές με

μεγάλα 3Δ πλέγματα, αναπτύχθηκε η μέθοδος της εργασίας αυτής, ώστε να επιταχυν-

θεί ο κύκλος βελτιστοποίησης.

Αναλυτικά, στη διπλωματική εργασία, παρουσιάστηκαν τα εξής:

• Αναλύθηκε το θεωρητικό υπόβαθρο και οι βασικές ιδιότητες των βαρυκεντρικών

και αρμονικών συντεταγμένων. Στη συνέχεια, παρουσιάστηκαν τα βήματα με τα

οποία εφαρμόζεται η μέθοδος. Το πρώτο βήμα είναι η επιλογή του αεροδυναμικο-

ύ σώματος προς βελτιστοποίηση. Δεύτερο, η δημιουργία του αρμονικού χωρίου

και πλέγματος γύρω από αυτό, με χρήση κάποιου λογισμικού. Η κατανομή των

σημείων ελέγχου πρέπει να γίνει με τέτοιο τρόπο ώστε να εξασφαλίζει καλύτερο

και ομαλότερο έλεγχο της περιοχής επιρροής του αρμονικού χωρίου. Σε όλο το

αρμονικό χωρίο επιλύεται η εξίσωση Laplace και προκύπτουν οι αρμονικές συντε-

ταγμένες για κάθε κόμβο του αρμονικού χωρίου, μία από κάθε σημείο ελέγχου.

Μέσω παρεμβολής, προκύπτουν οι αρμονικές συντεταγμένες των κόμβων του

υπολογιστικού πλέγματος ως προς τα σημεία ελέγχου του αρμονικού χωρίου.

Αυτή η διαδικασία πραγματοποιείται μία μόνο φορά, αποθηκεύοντας τις αρμονι-
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κές συντεταγμένες των κόμβων του υπολογιστικού πλέγματος. Αυτές μπορούν

να χρησιμοποιηθούν για τη βελτιστοποίηση αεροδυναμικών σωμάτων.

• Σε κάποια αεροδυναμικά σώματα η μετάβαση από την περιοχή η οποία μένει

ανέπαφη από την επίδραση του αρμονικού χωρίου δεν είναι ομαλή. Για το λόγο

αυτό καθώς και για τη διατήρηση της ποιότητας του πλέγματος δημιουργείται

ένα σύστημα δύο κλωβών, αντί ενός, το οποίο αποτελείται από την άθροιση δύο

διαφορετικών αρμονικών χωρίων, ενός εσωτερικού και ενός εξωτερικού.

• Παρουσιάστηκαν παραδείγματα εφαρμογής της μεθόδου τόσο σε ένα απλό σώμα

όπως η σφαίρα, όσο και σε πτέρυγα αεροσκάφους, ενώ πραγματοποιήθηκε ε-

φαρμογή της τεχνικής των δύο κλωβών σε αγωγό τύπου S, αποδεικνύοντας τη

σημασία της.

• Πραγματοποιήθηκε βελτιστοποίηση με εξελικτικούς αλγορίθμους της πτέρυγας

ONERA M6 και αγωγού σχήματος U.

• Πραγματοποιήθηκε βελτιστοποίηση με τη συζυγή μέθοδο, αγωγού σχήματος U
και παρουσιάστηκαν τα αποτελέσματα συγκριτικά με τη βελτιστοποίηση με ε-

ξελικτικούς αλγορίθμους. Επίσης εφαρμόστηκε βελτιστοποίηση με τη συζυγή

μέθοδο του γενικευμένου μοντέλου αυτοκινήτου DrivAer. Στη διαδικασία αυ-

τή, τοποθετήθηκαν δύο ξεχωριστά συστήματα αρμονικών χωρίων (δύο διπλοί

κλωβοί) σε διαφορετικές περιοχές του αυτοκινήτου.

Κατά τη διάρκεια της διπλωματικής εργασίας προγραμματίστηκε λογισμικό σε γλώσσα

Fortran και C++. Αυτό το λογισμικό αποτελείται από τρία μέρη:

• Στον πρώτο αλγόριθμο, γίνεται ανάγνωση του πλέγματος του κλωβού, τοπο-

θέτηση των οριακών συνθηκών στην επιφάνεια του πλέγματος και επίλυση της

εξίσωσης Laplace. Τελικά, προκύπτουν οι αρμονικές συντεταγμένες κάθε κόμ-

βου του κλωβού από κάθε σημείο ελέγχου.

• Στο δεύτερο αλγόριθμο, γίνεται η παρεμβολή των κόμβων του υπολογιστικού

πλέγματος στο αρμονικό χωρίο. Ελέγχεται σε ποιό τετραεδρικό στοιχείο του

αρμονικού πλέγματος ανήκει κάθε κόμβος του υπολογιστικού. ΄Υστερα, υπο-

λογίζονται οι αρμονικές συντεταγμένες του κόμβου αυτού ως προς τα σημεία

ελέγχου.

• Στο τελευταίο τμήμα, γίνεται η παραμόρφωση του αεροδυναμικού σώματος, η ο-

ποία πλέον εξαρτάται αποκλειστικά από τα βάρη που προέκυψαν και τη μετατόπιση

των σημείων ελέγχου.

Οι παραπάνω κώδικες τροποποιήθηκαν για να εφαρμοστεί η τεχνική των δύο κλωβών.

Για τη βελτιστοποίηση με εξελικτικούς αλγορίθμους χρησιμοποιήθηκε το λογισμικό

EASY που έχει αναπτυχθεί από τη ΜΠΥΡ&Β, και με τη συζυγή μέθοδο, οι κώδι-

κες όπως επίσης έχουν αναπτυχθεί από τη ΜΠΥΡ&Β. Τέλος, προγραμματίστηκε η

διαδικασία που υλοποιεί τον πολλαπλασιασμό (κανόνα της αλυσίδας) των αρμονικών

συντεταγμένων του υπολογιστικού πλέγματος με τις παραγώγους ευαισθησίας από
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την επίλυση του συζυγούς προβλήματος, για τον υπολογισμό των νέων τιμών των ση-

μείων ελέγχου χρησιμοποιώντας τη μέθοδο της απότομης καθόδου και, εν τέλει, τον

υπολογισμό της παραμόρφωσης του υπολογιστικού πλέγματος.

6.2 Συμπεράσματα

Από τη διπλωματική εργασία προέκυψαν τα ακόλουθα συμπεράσματα:

• Αρχικά, έγινε επιτυχής επέκταση της μέθοδου από 2Δ σε 3Δ σώματα και διαπι-

στώθηκε η αποτελεσματική λειτουργία της μεθόδου.

• Το τμήμα του αεροδυναμικού σώματος που επηρεάζεται περισσότερο είναι αυτό

που βρίσκεται πλησιέστερα στον κόμβο του αρμονικού χωρίου που μετατοπίζεται.

Για αυτό το λόγο δεν συμφέρει να τοποθετείται το αρμονικό χωρίο πολύ μακριά

από το υπολογιστικό πλέγμα, αφού έτσι η επίδραση θα είναι πολύ μικρή.

• Σε όλες τις εφαρμογές το αρμονικό πλέγμα ήταν αρκετά πιο αραιό από το υπο-

λογιστικό. Πρακτικά αυτό συμβαίνει για εξοικονόμηση υπολογιστικού χρόνου,

καθώς τα αποτελέσματα είναι εξίσου ικανοποιητικά με την περίπτωση πιο πυκνού

αρμονικού πλέγματος.

• Με τη χρήση της τεχνικής των δύο κλωβών, το νέο πλέγμα δεν έχει ασυνέχειες

και μπορεί να χρησιμοποιηθεί σε διαδικασία βελτιστοποίησης.

• Ως προς το υπολογιστικό κόστος, η μέθοδος εξαρτάται αποκλειστικά από το

πλήθος των κόμβων του υπολογιστικού πλέγματος, και το μόνο τμήμα του λογι-

σμικού που μπορεί να καθυστερήσει την υλοποίηση της μεθόδου είναι ο υπολογι-

σμός των αρμονικών συντεταγμένων των κόμβων του υπολογιστικού πλέγματος.

Παρόλα αυτά, η διαδικασία αυτή πραγματοποιείται μία μόνο φορά και δεν χρειάζε-

ται να επαναληφθεί σε κάθε κύκλο βελτιστοποίησης, κάτι που εξοικονομεί πολύ

υπολογιστικό χρόνο.

• Από τη στιγμή που έχει ολοκληρωθεί η διαδικασία υπολογισμού των αρμονικών

συντεταγμένων του υπολογιστικού πλέγματος, το σύστημα των δύο κλωβών δεν

επηρεάζει πια τη μέθοδο. Πλέον η παραμόρφωση του αεροδυναμικού σώματος

εξαρτάται μόνο από τη μετατόπιση των σημείων ελέγχου.
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6.3 Προτάσεις για Μελλοντική Μελέτη

Ως συνέχεια της διπλωματικής αυτής εργασίας, ακολουθούν κάποιες προτάσεις οι οπο-

ίες χρήζουν περαιτέρω μελέτη και ανάπτυξη:

• Στην παραμετροποίηση με αρμονικές συντεταγμένες, ο αλγόριθμος με τον οποίο

γίνεται η παρεμβολή των αρμονικών συντεταγμένων του κλωβού στο υπολογι-

στικό πλέγμα δύναται να παραλληλοποιηθεί, καθώς ο αλγόριθμος διερευνά σε

ποιό τετράεδρο του αρμονικού χωρίου βρίσκεται ο κόμβος του υπολογιστικού

πλέγματος.

• Θα μπορούσε να γίνει εφαρμογή της μεθόδου σε ένα πρόβλημα στροβιλομηχανής.

Αυτό είναι ένα πρόβλημα που απαιτεί πρόσθετο προγραμματισμό καθώς πρέπει να

γίνει σωστή κατασκευή των αεροδυναμικών χωρίων ώστε, κατά τη διαδικασία της

βελτιστοποίησης, η μορφοποίηση του πλέγματος να γίνεται με κατάλληλο τρόπο

και να επιβάλλεται η περιοδικότητα μεταξύ των ορίων του υπολογιστικού χωρίου.

• Η κατασκευή των αρμονικών χωρίων και πλεγμάτων έγινε καθόλη τη διάρκεια

της διπλωματικής εργασίας στο λογισμικό Pointwise, μια διαδικασία που ήταν

πολύπλοκη και χρονοβόρα. ΄Ετσι θα μπορούσε να δημιουργηθεί ένα γραφικό

περιβάλλον χρήστη (GUI) για κατασκευή του αρμονικού χωρίου και πλέγματος,

κάτι που θα κάνει την εφαρμογή της μεθόδου πιο άμεση.
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Παράρτημα Αʹ

Αλγόριθμος της Μεθόδου των

Αρμονικών Συνταταγμένων

Ο αλγόριθμος υλοποίησης της μεθόδου χωρίζεται σε 3 βασικά μέρη. Για τους υπο-

λογισμούς, εφαρμόστηκαν οι τύποι που παρουσιάστηκαν στο κεφάλαιο 2.3. ΄Οπως

αναφέρθηκε, οι επιφάνειες του αρμονικού χωρίου είναι διαιρεμένες σε τρίγωνα έτσι

ώστε οι κορυφές τους να είναι σημεία ελέγχου. Για την ανάλυση του αλγορίθμου αυτά

τα τρίγωνα θα αποκαλούνται patches.

Αλγόριθμος υπολογισμού αρμονικών συντεταγμένων των κόμβων του κλωβού.

Ανάγνωση αρχείων αρμονικού πλέγματος

Αρχή Επανάληψης

Για (i = 1; i ≤ Αριθμός Σημείων Ελέγχου· i+ +)

Τοποθέτηση οριακών συνθηκών στα σημεία ελέγχου

h(i) = 1, h(m) = 0,m 6= i
Σάρωση όλων των patches στα οποία ανήκει το σημείο ελέγχου.

Αρχή Επανάληψης

Για (j = 1; j ≤Αριθμός patches του κλωβού; j + +)

Σάρωση όλων των κόμβων που ανήκουν στο συγκεκριμένο patches.
Αρχή Επανάληψης

Για (k = 1; k ≤Αριθμός κόμβων αρμονικού πλέγματος; k + +)

Υπόλογισμός όγκων

Υπολογισμός οριακών συνθηκών επιφανειακών κόμβων

Τέλος

Τέλος

Κλήση επιλύτη εξίσωσης Laplace για τους εσωτερικούς κόμβους του κλωβού

Υπολογισμός αρμονικών συντεταγμένων των κόμβων του αρμονικού πλέγματος

Τέλος
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Αλγόριθμος υπολογισμού αρμονικών συντεταγμένων των κόμβων του CFD πλέγμα-

τος.

Ανάγνωση αρχείων αρμονικού πλέγματος

Ανάγνωση αρχείων CFD πλέγματος

Ανάγνωση αρμονικών συνεταγμένων του αρμονικού πλέγματος

Αρχή Επανάληψης

Για (i = 1; i ≤Αριθμός Κόμβων CFD Πλέγματος; i+ +)

Σάρωση όλων των τετραέδρων του κλωβού.

Αρχή Επανάληψης

Για (j = 1; j ≤Αριθμός τετραέδρων του κλωβού; j + +)

Εύρεση των 4 κόμβων του τετραέδρου και των συντεταγμένων τους

Υπολογισμός όγκων που σχηματίζει ο κόμβος με το τετράεδρο

΄Ελεγχος αν ανήκει στο αρμονικό χωρίο ο κόμβος

Υπολογισμός των αρμονικών συντεταγμένων όλων των κόμβων CFD πλέγματος

Τέλος

Τέλος

Αλγόριθμος υπολογισμού αρμονικών συντεταγμένων της μετατόπισης του CFD πλέγ-

ματος.

Ανάγνωση αρχείων CFD πλέγματος

Ανάγνωση αρμονικών συντεταγμένων κόμβων CFD πλέγματος

Ανάγνωση θέσης και μετατόπισης των σημείων ελέγχου

Υπολογισμός Μετατόπισης Υπολογιστικού Πλέγματος
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