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Περίληψη

Η διπλωµατική εργασία αφορά τεχνικές που σχετίζονται µε διαδικασίες λήψης
αποφάσεων σε προβλήµατα πολυκριτηριακής ϐελτιστοποίησης, MCDM (Multiple
Criteria Decision Making). Θεµελιώνονται, προγραµµατίζονται και εφαρµόζονται
σε προβλήµατα ΜΟΟ (Multi-Objective Optimization) δύο τεχνικές MCDM, οι
TOPSIS (Technique for the Order of Preference by Similarity to the Ideal Solution)
και ELECTRE I (ELimination Et Choix Traduisant la REalité I). Τα προβλήµατα
αυτά επιλύονται χρησιµοποιώντας εξελικτικούς αλγορίθµους (ΕΑ) ως ϐασική
µέθοδο ανίχνευσης ϐέλτιστων λύσεων. Οι δύο τεχνικές ενσωµατώνουν τις
προτιµήσεις του λαµβάνοντος την απόφαση στις συναρτήσεις στόχους µε τη µορφή
ϐαρών και εφαρµόζονται στα προβλήµατα ϐελτιστοποίησης εκ των υστέρων, ‘a
posteriori’, και εκ των προτέρων, ‘a priori’. Στην πρώτη περίπτωση, οι δύο τεχνικές
εφαρµόζονται στις λύσεις του µετώπου Pareto ενός προβλήµατος ϐελτιστοποίησης
και επιλέγεται µία ϐέλτιστη λύση ενώ στη δεύτερη εφαρµόζονται στις λύσεις κάθε
γενιάς του ΕΑ και υπολογίζεται ένα κατάλληλα εστιασµένο µέτωπο Pareto. Η
επίλυση των προβληµάτων ϐελτιστοποίησης πραγµατοποιείται χρησιµοποιώντας το
λογισµικό EASY (Evolutionary Algorithm SYstem). Αρχικά, οι τεχνικές TOPSIS
και ELECTRE I εφαρµόζονται σε µαθηµατικά και, στη συνέχεια, σε αεροδυναµικά
προβλήµατα ϐελτιστοποίησης. Τα τρία αεροδυναµικά προβλήµατα που επιλύονται
είναι η ϐελτιστοποίηση της µορφής µίας µεµονωµένης διηχητικής αεροτοµής, µίας
σταθερής πτερύγωσης συµπιεστή και της µεµονωµένης διηχητικής πτέρυγας
ONERA M6. Εξετάζονται η συνάφεια µεταξύ των αποτελεσµάτων των δύο τεχνικών
και των προτιµήσεων του λαµβάνοντος την απόφαση.
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Abstract

This diploma thesis is concerned with techniques related to decision making
processes in multi-objective optimization problems, MCDM (Multiple Criteria
Decision Making). Two MCDM techniques, TOPSIS (Technique for the Order of
Preference by Similarity to the Ideal Solution) and ELECTRE I (ELimination Et
Choix Traduisant la REalité I) are presented, programmed and applied to
multi-objective optimization problems. These problems are solved using
evolutionary algorithms (EA) as the basic technique of tracking down optimal
solutions. Both techniques incorporate the preferences of the decision maker
concerning the objective functions as weights and are applied to optimization
problems in retrospect, ‘‘a posteriori’’, and in advance, ‘‘a priori’’. In the first
case, both MCDM techniques are applied to the solutions of the Pareto front of
an optimization problem and one optimal solution is selected. In the second
case, both techniques are applied to the solutions of each generation of the EA
and an appropriately oriented Pareto front is determined. The optimization
prolems are solved using the software called EASY (Evolutionary Algorithm
SYstem). Initially, both techniques TOPSIS and ELECTRE I are applied to
mathematical minimization problems and subsequently in aerodynamic
optimization problems. The three aerodynamic problems which are solved are
the shape optimization of an isolated transonic airfoil, the shape optimization of
a stator blade of a compressor and the shape optimization of the isolated
transonic wing ONERA M6. The coherence between the results of these
techniques and the preferences of the desicion maker are examined.
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Κεφάλαιο 1

Εξελικτικοί Αλγόριθµοι και το

Λογισµικό EASY

Στο κεφάλαιο αυτό γίνεται περιγραφή της ϑεωρίας των εξελικτικών αλγορίθµων
(Evolutionary Algorithms, EA) και των ϐηµάτων µε τα οποία αυτή ενσωµατώνεται
στη διαδικασία ϐελτιστοποίησης. Επίσης, παρουσιάζεται το λογισµικό
ϐελτιστοποίησης που κάνει πράξη την παραπάνω ϑεωρία και ονοµάζεται EASY
(Evolutionary Algorithm SYstem). Η παρουσίαση αυτή δεν αφορά µόνο τα
χαρακτηριστικά που συνδέονται µε τους ΕΑ, αλλά και τις επιπλέον δυνατότητες του
EASY που επιταχύνουν την επίλυση προβληµάτων.

1.1 Προβλήµατα Βελτιστοποίησης και ΕΑ

Η επίλυση µηχανολογικών προβληµάτων ϐελτιστοποίησης είναι ένας τοµέας
αναζήτησης και ανάπτυξης που απασχολεί ολοένα και περισσότερο τη σύγχρονη
επιστηµονική κοινότητα. ΄Ενα πρόβληµα ϐελτιστοποίησης αφορά στην
ελαχιστοποίηση ή µεγιστοποίηση ενός ή περισσότερων µεγεθών χρησιµοποιώντας
αντίστοιχα συναρτήσεις κόστους ή καταλληλότητας Fj, (j = 1, ..., Mo) [1]. Μία
πιθανή λύση ενός προβλήµατος ϐελτιστοποίησης ορίζεται ως ένα διάνυσµα
~xi = (x1, x2, ..., xMe) µε Me ϐαθµούς ελευθερίας (degrees of freedom) ή αλλιώς
µεταβλητές σχεδιασµού (design variables). Η τιµή που προκύπτει από κάθε πιθανή
λύση για καθεµιά από τις Mo συναρτήσεις κόστους ή καταλληλότητας συµβολίζεται
µε yj = Fj(~xi). Για την επίτευξη των καλύτερων δυνατών τιµών των συναρτήσεων
αυτών γίνεται ϐελτιστοποίηση είτε µε στοχαστικές είτε µε αιτιοκρατικές
µεθόδους [2]. Οι αιτιοκρατικές µέθοδοι χρησιµοποιούν παραγώγους των
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συναρτήσεων στόχων και, συνήθως, οδηγούνται ταχύτερα σε σύγκλιση.
Εγκλωβίζονται όµως εύκολα σε τοπικά ακρότατα, ανάλογα µε την αρχική τους
λύση, µη-οδηγώντας τελικά στο ϐέλτιστο αποτέλεσµα.

Την αδυναµία αυτή είναι σε ϑέση να ξεπεράσουν οι ΕΑ [3], οι οποίοι ανήκουν στις
στοχαστικές µεθόδους ϐελτιστοποίησης. ΄Εχουν απλό µη-µαθηµατικό υπόβαθρο
και δε διαχειρίζονται µεµονωµένες λύσεις αλλά πληθυσµούς υποψήφιων λύσεων.
∆ιαθέτουν την ικανότητα διαχείρισης µίας ή περισσότερων συναρτήσεων κόστους ή
καταλληλότητας και ενσωµάτωσης του λογισµικού αξιολόγησης στη διαδικασία
ϐελτιστοποίησης αντιµετωπίζοντάς το ως ένα µαύρο κουτί. Επίσης, προσαρµόζονται
εύκολα σε διαφορετικά προβλήµατα χωρίς την απαίτηση τροποποιήσεων στη
διαδικασία ϐελτιστοποίησης. Βασική τους όµως αδυναµία είναι ο µεγάλος χρόνος
ολοκλήρωσης και, κατά συνέπεια, το υψηλό κόστος της ϐελτιστοποίησης καθώς οι
ΕΑ απαιτούν µεγάλο αριθµό αξιολογήσεων. Ο αριθµός αυτός αυξάνεται µε την
αύξηση των µεταβλητών σχεδιασµού του προβλήµατος οδηγώντας σε µεγάλο
υπολογιστικό κόστος. ΄Ετσι, παρόλο που πρωτοεµφανίστηκαν τη δεκαετία του 1960,
χρησιµοποιούνται ευρέως ως µέσο επίλυσης προβληµάτων τα τελευταία είκοσι
χρόνια λόγω του συνδυασµού µείωσης κόστους και ϐελτίωσης των δυνατοτήτων των
υπολογιστών.

Οι ΕΑ ϐασίζονται στη ϑεωρία της ϕυσικής εξέλιξης του ∆αρβίνου [4], σύµφωνα µε
την οποία τα άτοµα ενός πληθυσµού συναγωνίζονται και τα καταλληλότερα, δηλαδή
αυτά που προσαρµόζονται ευκολότερα και γρηγορότερα στις περιβάλλουσες
συνθήκες συνεισφέρουν περισσότερους απογόνους στην επόµενη γενιά [5].
Αντίθετα, τα λιγότερο κατάλληλα δίνουν λιγότερους απογόνους από γενιά σε γενιά
και, τελικά, τα χαρακτηριστικά τους ενδέχεται ακόµη και να εξαφανιστούν. Η
διαδικασία αυτή οδηγεί στη διάδοση των ωφέλιµων στοιχείων των ατόµων σε
περισσότερους απογόνους στις επόµενες γενιές, δηλαδή σε απογόνους
καταλληλότερους από τους γονείς για το εκάστοτε περιβάλλον. Η ϕυσική αυτή
ϑεωρία σε ένα πρόβληµα ϐελτιστοποίησης αντιστοιχεί στην εξερεύνηση του χώρου
των λύσεων και στην εκµετάλλευση των περιοχών αυτού που είναι πιο πολλά
υποσχόµενες.

1.1.1 Τρόπος Λειτουργίας των ΕΑ

Οι ΕΑ επεξεργάζονται ένα σύνολο µ πιθανών λύσεων που αποκαλούνται γονείς
(parents), από το οποίο προκύπτει ένα σύνολο λ νέων, πιθανά καλύτερων, λύσεων
που αποκαλούνται απόγονοι (offsprings). Για το λόγο αυτό ϑα χρησιµοποιείται στη
συνέχεια, ο συµβολισµός (µ,λ) ΕΑ για έναν τέτοιο αλγόριθµο. Οι γονείς της
επόµενης γενιάς προκύπτουν από τον πληθυσµό των απογόνων και, αν είναι
επιθυµητό, και των γονέων της προηγούµενης γενιάς. Σε κάθε γενιά εντοπίζεται και
αποθηκεύεται το σύνολο των καλύτερων τρεχουσών λύσεων, οι οποίες αποτελούν τον
πληθυσµό των επιλέκτων (elites) για την υπόψη γενιά. Οι επίλεκτες λύσεις είναι
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δυνατό να συµβάλλουν επίσης στη δηµιουργία των γονέων της επόµενης γενιάς. Η
διαδικασία επαναλαµβάνεται από γενιά σε γενιά µέχρι τον τερµατισµό του
αλγορίθµου και την απόκτηση του τελικού συνόλου ϐέλτιστων λύσεων. Ο
τερµατισµός ενός ΕΑ συµβαίνει όταν γίνει υπέρβαση του µέγιστου αριθµού γενεών ή
αξιολογήσεων κατά τις οποίες δεν εντοπίζεται καλύτερη λύση ή καλύτερες λύσεις
από αυτές που περιέχει εκείνη η γενιά ή αν ολοκληρωθεί ο µέγιστος αριθµός
αξιολογήσεων που έχει ορίσει ο χρήστης. Τα κριτήρια αυτά είναι δυνατό να
χρησιµοποιηθούν και συνδυαστικά.

Μια πιο αναλυτική περιγραφή ενός ΕΑ είναι η παρακάτω [6]. Ο αλγόριθµος αυτός
αποτελείται από τρεις πληθυσµούς ατόµων σε κάθε γενιά g. Αυτές είναι οι γονείς
Sg,µ, οι απόγονοι Sg,λ και οι ε καλύτερες ως εκείνη τη γενιά λύσεις που αποτελούν
την οµάδα των επιλέκτων Sg,ε. Τα σύνολα αυτά αλληλεπιδρούν µεταξύ τους µέσω
των συντελεστών επιλογής γονέων (parent selection), διασταύρωσης
(crossover-recombination), µετάλλαξης (mutation) και ελιτισµού (elitism) [7]. Οι
πληθυσµοί ανανεώνονται από γενιά σε γενιά µε αποτέλεσµα µε τον τερµατισµό του
αλγορίθµου, το σύνολο των επιλέκτων να περιέχει τη ϐέλτιστη ή τις ϐέλτιστες λύσεις.
Η ϐέλτιστη λύση σε περίπτωση ϐελτιστοποίησης ενός στόχου, SOO (Single
Objective Optimization), δίνει την καλύτερη τιµή της συνάρτησης κόστους αν
πρόκειται για πρόβληµα ελαχιστοποίησης ή της συνάρτησης καταλληλότητας αν
πρόκειται για πρόβληµα µεγιστοποίησης. Αντίθετα, σε ένα πρόβληµα πολλών
στόχων, ΜΟΟ (Multi Objective Optimization), είναι το σύνολο µη-κυριαρχούµενων
λύσεων που συνθέτουν το επονοµαζόµενο µέτωπο Pareto [8]. Πιο συγκεκριµένα,
ένα διάνυσµα ~xi κυριαρχεί ενός διανύσµατος ~xj όταν ισχύει Fj(~xi) ≤ Fj(~xj) ή
Fj(~xi) ≥ Fj(~xj) για όλους τους Mo στόχους ανάλογα µε το αν πρόκειται για
πρόβληµα ελαχιστοποίησης ή µεγιστοποίησης αντίστοιχα. Επιπλέον, οι παραπάνω
ανισο-ισότητες πρέπει να ισχύουν στη µορφή ανισότητας για µία τουλάχιστον
συνάρτηση. Οι έννοιες της κυριαρχίας και του µετώπου µη-κυριαρχούµενων
λύσεων γίνονται αντιληπτές γραφικά χρησιµοποιώντας το σχήµα (1.1). ΄Οπως
ϕαίνεται, οι λύσεις του µετώπου Pareto δεν υπερτερούν η µία έναντι της άλλης επί
του συνόλου των κριτηρίων, αλλά κάθε µία υστερεί ως προς κάποιους στόχους και
υπερτερεί ως προς κάποιους άλλους.

Η κατά ϐήµα αποτύπωση του τρόπου λειτουργίας των (µ,λ) ΕΑ παρατίθεται
παρακάτω, [6]:

Βήµα 1: Γίνεται επιλογή των µεγεθών µ, λ των πληθυσµών των γονέων και των
απογόνων αντίστοιχα, τίθεται g=0 (µετρητής γενιών) και γίνεται τυχαία αρχικοποίηση
του πληθυσµού λ της µηδενικής γενιάς εντός των ορίων µέσα στα οποία πρέπει
να ϐρίσκονται οι µεταβλητές σχεδιασµού που συνθέτουν κάθε πιθανή λύση. Το
σύνολο των επιλέκτων ϑεωρείται κενό. Σε περίπτωση που είναι διαθέσιµες κάποιες
ενδιαφέρουσες λύσεις του συγκεκριµένου προβλήµατος ή παρόµοιων προβληµάτων
µπορούν να ενσωµατωθούν στην αρχικοποίηση. Επιλέγεται η κωδικοποίηση των
µεταβλητών σχεδιασµού και ο τύπος των εξελικτικών τελεστών που ϑα εφαρµοστεί.

Βήµα 2: Πραγµατοποιείται κλήση του διαθέσιµου λογιαµικού αξιολόγησης για
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Σχήµα 1.1: Υπολογισµός των ατόµων στα οποία κυριαρχεί το άτοµο Α που ανήκει στο
µέτωπο µη-κυριαρχούµενων λύσεων για ένα πρόβληµα ελαχιστοποίησης δύο στόχων.

κάθε άτοµο του συνόλου Sg,λ. Εφόσον πρόκειται για πρόβληµα αεροδυναµικής
ϐελτιστοποίησης χρησιµοποιείται λογισµικό µε µεγάλο υπολογιστικό κόστος λ.χ.
λογισµικό που υλοποιεί την αριθµητική επίλυση των εξισώσεων Navier-Stokes,
κάνοντας αυτό το ϐήµα να ϕέρει πρακτικά ολόκληρο το κόστος των υπολογισµών.
Τα άτοµα που αξιολογούνται µαζί µε τις τιµές των συναρτήσεων κόστους ή
καταλληλότητας που προκύπτουν αποθηκεύονται σε µία ϐάση δεδοµένων. Με
αυτόν τον τρόπο, είναι δυνατή η επαναχρησιµοποίησή τους χωρίς την κλήση του
λογισµικού αξιολόγησης.

Βήµα 3: Κάθε άτοµο της γενιάς λαµβάνει µία τιµή Φ χρησιµοποιώντας µία
συνάρτηση χρηστικότητας (utility function) ανάλογα µε τις τιµές των συναρτήσεων
κόστους ή καταλληλότητας που προκύπτουν από την αξιολόγηση σε σχέση µε τα
υπόλοιπα άτοµα του πληθυσµού. Στην περίπτωση ϐελτιστοποίησης ενός στόχου η
τιµή αυτή ταυτίζεται µε την τιµή της συνάρτησης προς ελαχιστοποίηση ή
µεγιστοποίηση. Στην περίπτωση πολλών στόχων χρησιµοποιούνται κριτήρια
κυριαρχίας (dominance) και αποστάσεων (distance) ώστε από τις τιµές των
συναρτήσεων κόστους ή καταλληλότητας να υπολογιστεί η τιµή του Φ.

Βήµα 4: Γίνεται προσδιορισµός των ατόµων που εντάσσονται στο σύνολο των
επιλέκτων. Ο πληθυσµός αυτός προκύπτει συµπληρώνοντας συνολικά ε ή λιγότερα
άτοµα από τον πληθυσµό των απογόνων και από τον πληθυσµό των επιλέκτων της
προηγούµενης γενιάς. Αντικαθίστανται, ουσιαστικά, τα ήδη υπάρχοντα άτοµα του
συνόλου των επιλέκτων που υστερούν σε σχέση µε νέους απογόνους. Η επιλογή
αυτή γίνεται µε ϐάση την τιµή Φ που προκύπτει από το προηγούµενο ϐήµα. Στην
περίπτωση ϐελτιστοποίησης ενός στόχου επιλέγεται η τρέχουσα ϐέλτιστη λύση ενώ
στην αντίθετη περίπτωση ένα σύνολο ϐέλτιστων λύσεων, όπως ήδη αναφέρθηκε.
Σηµειώνεται πως ενδέχεται κανείς από τους νέους απογόνους να µην υπερτερεί
έναντι των επιλέκτων και το σύνολο των ε ατόµων να παραµένει αµετάβλητο.

Βήµα 5: Εφαρµόζεται ο τελεστής ελιτισµού µε αποτέλεσµα κάποια άτοµα του
συνόλου των απογόνων να αντικαθίστανται από κάποια του συνόλου των επιλέκτων.

4



Προς αντικατάσταση, ανάλογα µε το χρησιµοποιούµενο σχήµα, µπορούν να
επιλεγούν τόσο τα χειρότερα άτοµα όσο και κάποια τυχαία.

Βήµα 6: Εφαρµόζεται ο τελεστής επιλογής γονέων στα σύνολα των απογόνων και
ενδεχοµένως και των γονέων ή των επιλέκτων µε στόχο τη δηµιουργία του πληθυσµού
των γονέων της επόµενης γενιάς. Στη συνέχεια, από αυτούς προκύπτουν οι απόγονοι
της νέας γενιάς µε εφαρµογή τελεστών διασταύρωσης και µετάλλαξης µεταξύ δύο ή
περισσότερων γονέων.

Βήµα 7: Γίνεται έλεγχος του κριτηρίου ή των κριτηρίων σύγκλισης. Σε περίπτωση
όπου κανένα κριτήριο δεν ικανοποιείται, τίθεται g ← g + 1 και η διαδικασία
επαναλαµβάνεται από το δεύτερο ϐήµα.

1.1.2 Κωδικοποίηση των Μεταβλητών Σχεδιασµού σε ΕΑ

Για την επίλυση ενός προβλήµατος µε τη χρήση ΕΑ χρησιµοποιούνται διαφορετικά
είδη κωδικοποίησης των µεταβλητών σχεδιασµού. Αυτά είναι η πραγµατική (real
coding) [7], δυαδική (binary coding) ή δυαδική Gray (binary Gray coding)
κωδικοποίηση [9]. Στην πρώτη περίπτωση, χρησιµοποιούνται πραγµατικοί αριθµοί
για την κωδικοποίηση των µεταβλητών σχεδιασµού. Κάθε λύση έχει τη µορφή του
διανύσµατος ~xi = (x1, x2, ..., xMe), µε τις συνιστώσες να αποτελούν τους Me ϐαθµούς
ελευθερίας. Στη δυαδική και στην Gray κωδικοποίηση, κάθε ϐαθµός ελευθερίας
κωδικοποιείται µε δυαδικά ψηφία. Χωρίς ϐλάβη της γενικότητας, σε αυτήν τη
διπλωµατική εργασία, χρησιµοποιείται αποκλειστικά πραγµατική
κωδικοποίηση των µεταβλητών σχεδιασµού.

1.1.3 Εξελικτικοί Τελεστές

Παρακάτω περιγράφεται η λειτουργία των ϐασικών τελεστών που χρησιµοποιούνται
για την επίλυση προβληµάτων ϐελτιστοποίησης µε τη ϐοήθεια των ΕΑ.

Ο τελεστής επιλογής γονέων [10] ϐασίζεται στο σύνολο των απογόνων και αν είναι
επιθυµητό και των γονέων ή των επιλέκτων της τρέχουσας γενιάς για τη σύνθεση του
συνόλου των γονέων της επόµενης. Στόχος της επιλογής γονέων είναι η προώθηση των
ατόµων µε καλύτερα χαρακτηριστικά στο σύνολο των γονέων της επόµενης γενιάς.
Για το σκοπό αυτό χρησιµοποιείται η τιµή Φ κάθε ατόµου.

Ο τελεστής διασταύρωσης [11] συνδυάζει τα άτοµα του συνόλου των γονέων για τη
δηµιουργία απογόνων. Στην περίπτωση πραγµατικής κωδικοποίησης και
διασταύρωσης απλού σηµείου επιλέγεται τυχαία µια µεταβλητή του διανύσµατος
που αντιπροσωπεύει κάποια λύση. Κατά την εφαρµογή του τελεστή διασταύρωσης
οι δύο συνιστώσες του απογόνου προκύπτουν ως εξής : Οι µεταβλητές από την αρχή
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ως την επιλεγείσα ϑα είναι ίδιες µε του πρώτου γονέα, ενώ οι υπόλοιπες ϑα
ταυτίζονται µε τις µεταβλητές του δεύτερου. Η επιλεγείσα συνιστώσα στο νέο
απόγονο αποκτά την τιµή

x = x(1) + r(x(2) − x(1))

µε r ∈ [0, 1]. Ανάλογη είναι η διαδικασία και στη διασταύρωση δύο σηµείων. Ο
τελεστής διασταύρωσης εφαρµόζεται µε πιθανότητα διαφορετική αλλά όχι µακρινή
της µονάδας (λ.χ. 90%) αφήνοντας µικρό ενδεχόµενο κάποιοι απόγονοι να
ταυτίζονται µε τους γονείς από τους οποίους προκύπτουν.

Ο τελεστής µετάλλαξης [12] εφαρµόζεται µετά τη διασταύρωση και ϑέτει µία πολύ
µικρή πιθανότητα (λ.χ. 1%) επιπλέον αλλαγής του νέου ατόµου. Γίνεται επιλογή ενός
τυχαίου αριθµού για κάθε συνιστώσα µίας λύσης και η αλλαγή πραγµατοποιείται στη
µεταβλητή όπου ο αριθµός είναι µικρότερος από την πιθανότητα µετάλλαξης.

1.1.4 Τεχνικές Βαθµολόγησης των Λύσεων στην

Πολυκριτηριακή Βελτιστοποίηση

΄Οπως ήδη αναφέρθηκε στο τρίτο ϐήµα, στην περίπτωση προβληµάτων
ϐελτιστοποίησης πολλών στόχων χρησιµοποιείται µία τιµή Φ για τη ϐαθµολόγηση
και τη σύγκριση των ατόµων κάθε γενιάς, Στη συνέχεια, παρουσιάζονται δύο από
τις ϐασικότερες τεχνικές ϐαθµολόγησης των λύσεων ενός ΕΑ.

Η µέθοδος που χρησιµοποιείται σε αυτήν τη διπλωµατική εργασία ονοµάζεται
SPEA (Strength Pareto EA) [13] και στηρίζεται στην έννοια της κυριαρχίας. Αρχικά
εντοπίζονται τα kdominated άτοµα στα οποία κυριαρχεί κάθε άτοµο i ∈ C του µετώπου
µη-κυριαρχούµενων λύσεων (σχήµα (1.2)) και υπολογίζεται η ισχύς (strength)
καθενός από αυτά από την παρακάτω σχέση,

Φ = kdominated
(λ+ µ+ 1)

Στη συνέχεια, υπολογίζεται η ένιαία τιµή κόστους (raw fitness) για κάθε λύση j της
γενιάς που δεν ανήκει στο µέτωπο των µη-κυριαρχούµενων λύσεων. Για το σκοπό
αυτό, χρησιµοποιούνται οι λύσεις του υποσυνόλου C που κυριαρχούν σε κάθε άτοµο
(σχήµα (1.3)).

Φj = 1 +
∑
i∈C

Φi

Η τελική κατάταξη γίνεται από το καλύτερο στο χειρότερο άτοµο µε αύξουσα σειρά
της τιµής Φ.

Η δεύτερη µέθοδος ονοµάζεται NSGA (Non-dominated Sorting Genetic
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Σχήµα 1.2: Υπολογισµός των ατόµων στα οποία κυριαρχεί το άτοµο Α που ανήκει στο
µέτωπο µη-κυριαρχούµενων λύσεων για ένα πρόβληµα ελαχιστοποίησης δύο στόχων.

Σχήµα 1.3: Υπολογισµός των ατόµων του µετώπου µη-κυριαρχούµενων λύσεων από τα
οποία κυριαρχείται το άτοµο Β που δεν ανήκει στο µέτωπο µη-κυριαρχούµενων λύσεων
για ένα πρόβληµα ελαχιστοποίησης δύο στόχων.

Algorithms) [14]. Αρχικά ανατίθεται η ίδια τιµή Φ0 (λ.χ. 1) σε όλα τα άτοµα του
µετώπου µη-κυριαρχούµενων λύσεων της γενιάς. Στη συνέχεια, εντοπίζονται τα
άτοµα που ϑα αποτελούσαν τις ϐέλτιστες λύσεις χωρίς να λαµβάνονται υπόψη αυτά
του προηγούµενου µετώπου και τους ανατίθεται µία µεγαλύτερη, κοινή για όλα
αρχική τιµή. Η διαδικασία επαναλαµβάνεται µέχρις ότου να αποκτήσουν τιµή όλα
τα άτοµα της γενιάς µε ϐάση το επίπεδο κυριαρχίας. Σε δεύτερο στάδιο, οι τιµές
διορθώνονται σύµφωνα µε την απόσταση µεταξύ των Nf ατόµων κάθε επιπέδου
κυριαρχίας. Ορίζεται µία ποσότητα σ η οποία αποτελεί την ελάχιστη επιτρεπτή
απόσταση µεταξύ δύο ατόµων του ίδιου επιπέδου. ΄Οταν για ένα άτοµο i ισχύει η
ανισότητα d(i, j) < σ, όπου µε j συµβολίζεται ένα άτοµο της ίδιας γενιάς
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συµπεριλαµβανοµένου και του i, υπολογίζεται το εξής άθροισµα

Shi =
Nf∑
j=1

(1− d(i, j)
σ

)

Η τιµή Φ κάθε ατόµου προκύπτει από τη σχέση

Φ = Φ0Shi

Τα κοντινά µέλη τιµωρούνται µε µεγαλύτερες τιµές σε αντίθεση µε τα πιο
αποµακρυσµένα. Η τελική κατάταξη γίνεται δίνοντας προτεραιότητα στα άτοµα µε
µικρές τιµές Φ.

1.2 Το Λογισµικό Βελτιστοποίησης EASY

Μετά την παρουσίαση των ΕΑ και του τρόπου λειτουργίας τους, ακολουθεί η
παρουσίαση του εργαλείου ϐελτιστοποίησης που κάνει τη ϑεωρία τους πράξη και
ονοµάζεται EASY [15]. Πρόκειται για λογισµικό που αναπτύχθηκε από τη Μονάδα
Παράλληλης Υπολογιστικής Ρευστοµηχανικής & Βελτιστοποίησης του Τοµέα
Ρευστών του Ε.Μ.Π. και υλοποιεί στοχαστικές αλλά και υβριδικές µεθόδους
ϐελτιστοποίησης, έχοντας όµως ως κύριο χαρακτηριστικό τη χρήση ΕΑ. Είναι
κατάλληλο για προβλήµατα µε ή χωρίς περιορισµούς, ενός ή περισσότερων
συναρτήσεων κόστους. Χρησιµοποιεί πραγµατική, δυαδική ή δυαδική Gray
κωδικοποίηση και τις µεθόδους SPEA και NSGA. Χειρίζεται προβλήµατα
ελαχιστοποίησης, γεγονός που συνεπάγεται πως κάθε πρόβληµα µεγιστοποίησης
πρέπει να µετατραπεί σε ελαχιστοποίησης πριν ανατεθεί στον EASY. Επίσης,
επιτρέπει την εύκολη σύνδεση µε το λογισµικό αξιολόγησης ή κάποιο άλλο
εξωτερικό λογισµικό. Παράλληλα, ο EASY είναι ένα εργαλείο που λαµβάνει υπόψη
την ανάγκη µείωσης του χρόνου και του κόστους ϐελτιστοποίησης και την
αντιµετωπίζει µε διάφορους τρόπους. Παρέχει, συνεπώς, ανάλογα εργαλεία που
χρησιµοποιούνται είτε µεµονωµένα είτε συνδυαστικά. Τα εργαλεία αυτά
παρουσιάζονται παρακάτω.

1.2.1 Πολυεπίπεδη Βελτιστοποίηση

Ο EASY επιτρέπει το χωρισµό της διαδικασίας ϐελτιστοποίησης σε επίπεδα [16]. Τα
επίπεδα αυτά είναι συνήθως δύο και αλληλεπιδρούν µε στόχο τον εντοπισµό της
ϐέλτιστης λύσης. Στην περίπτωση της ‘πολυεπίπεδης αξιολόγησης’ (‘multilevel
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evaluation’) χρησιµοποιείται, στο πρώτο επίπεδο, λογισµικό µε µικρότερο κόστος
και ακρίβεια για την εξερεύνηση του χώρου των λύσεων [16]. Αντίθετα, στο
υψηλότερο επίπεδο, χρησιµοποιείται το ακριβές λογισµικό αξιολόγησης,
ϐελτιώνοντας ουσιαστικά τα αποτελέσµατα του προηγούµενου επιπέδου. Στην
‘πολυεπίπεδη αναζήτηση’ (‘multilevel search’) χρησιµοποιείται διαφορετική
µέθοδος ϐελτιστοποίησης σε κάθε επίπεδο [15]. Συνηθίζεται η χρήση ΕΑ για την
εξερεύνηση του χώρου των λύσεων στο πρώτο και αιτιοκρατικών µεθόδων στο
υψηλότερο. Τέλος, στην ‘πολυεπίπεδη παραµετροποίηση’ (‘multilevel
parameterization’) στο πρώτο επίπεδο αντιµετωπίζεται µία απλούστερη µορφή του
προβλήµατος χρησιµοποιώντας λ.χ. λιγότερες µεταβλητές σχεδιασµού [15]. Το
ακριβές πρόβληµα καλείται να αντιµετωπιστεί από το τελευταίο επίπεδο.

1.2.2 Παράλληλη Επεξεργασία

Μία άλλη δυνατότητα του EASY είναι η παράλληλη επεξεργασία [17]. Αυτή
ουσιαστικά αντιµετωπίζει το χρονοβόρο τµήµα των ΕΑ καθώς οι αξιολογήσεις
µοιράζονται µεταξύ των επεξεργαστών και γίνονται ταυτόχρονα πλέον και όχι
διαδοχικά. Ακολουθείται η λογική του συντονιστή-εργάτη (master-worker), µε κάθε
συντονιστή υπολογιστή να συνδέεται µε έναν αριθµό επεξεργαστών στους οποίους
ορίζεται συγκεκριµένο πλήθος αξιολογήσεων. Κάθε επεξεργαστής αναλαµβάνει την
αξιολόγηση ενός ατόµου της γενιάς ενώ, στην περίπτωση που οι επεξεργαστές είναι
λιγότεροι, κάθε νέα αξιολόγηση ξεκινά όταν ολοκληρωθεί η προηγούµενη.
∆ιαφορετικοί υπολογιστές µπορεί να έχουν διαφορετική υπολογιστική ισχύ και οι
αξιολογήσεις διαφορετικές υπολογιστικές απαιτήσεις. Συνεπώς, ακόµη και στην
περίπτωση που κάθε επεξεργαστής αναλαµβάνει τον ίδιο αριθµό αξιολογήσεων µε
τους υπολοίπους, ενδέχεται κάποιοι να µην αξιοποιούνται περιµένοντας
επεξεργαστές της ίδιας οµάδας να ολοκληρώσουν τις αξιολογήσεις.

1.2.3 Κατανεµηµενοι Εξελικτικοί Αλγόριθµοι

Ο EASY εκτός από το διαχωρισµό σε επίπεδα παρέχει και τη δυνατότητα χρήσης
των κατανεµηµένων ΕΑ (Distributed Evolutionary Algorythms, DEA), όπου τα
άτοµα χωρίζονται σε υποοµάδες πληθυσµών (demes) σε κάθε γενιά [18]. Κάθε
υποπληθυσµός µπορεί να έχει διαφορετικές παραµέτρους που αφορούν τους
εξελικτικούς τελεστές. Επιπλέον, οι πληθυσµοί επικοινωνούν µεταξύ τους µέσω της
µετανάστευσης ατόµων, τόσο των καλύτερων όσο και τυχαίων. Επιτυγχάνεται, µε
αυτόν τον τρόπο, ποικιλοµορφία στις λύσεις µε την πάροδο των γενεών καθώς οι ΕΑ
χειρίζονται µικρότερου µεγέθους πληθυσµούς που συνδυάζουν ηµι-αυτονοµία αλλά
όχι αποµόνωση.
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1.2.4 Χρήση Μεταπροτύπων

΄Ενας επιπλέον τρόπος αντιµετώπισης του υψηλού κόστους επίλυσης προβληµάτων
µε ΕΑ είναι η συνδυαστική χρήση του λογισµικού αξιολόγησης και ενός
υποκατάστατου αυτού, των µεταπροτύπων (Metamodel-assisted EAs,
MAEAs) [19–21]. Τα µεταπρότυπα αποτελούν ένα εργαλείο κατά προσέγγιση
αξιολόγησης. Επιδιώκεται η τιµή της συνάρτησης κόστους που προβλέπει το
µεταπρότυπο να είναι κατά το δυνατόν πλησιέστερη στην πραγµατική τιµή, γεγονός
που προϋποθέτει ένα επαρκές σύνολο ατόµων εκπαίδευσης και µία αποδοτική
διαδικασία εκµάθησης. Με ϐάση αυτή τη διαδικασία, τα µεταπρότυπα χωρίζονται
σε δύο κατηγορίες, αυτά που εκπαιδεύονται off-line (off-line trained metamodels)
και αυτά που εκπαιδεύονται on-line (on-line trained metamodels). Τα πρώτα, µιας
και δεν χρησιµοποιούνται από τον EASY περιγράφονται παρακάτω
επιγραµµατικά [6].

Σε αυτά, η εκπαίδευση του µεταπροτύπου γίνεται ξεχωριστά από τη ϐελτιστοποίηση.
Αρχικά, χρησιµοποιείται το ακριβές λογισµικό για την αξιολόγηση των ατόµων τα
οποία εντοπίστηκαν από δειγµατοληψία στο χώρο τον λύσεων και επιλέγεται µία
διαδικασία εκµάθησης, ϐάσει της οποίας εκπαιδεύεται το µεταπρότυπο. Στη
συνέχεια, χρησιµοποιείται το µεταπρότυπο ως λογισµικό αξιολόγησης, εντοπίζονται
οι ‘βέλτιστες’ λύσεις και αξιολογούνται ξανά µε το ακριβές λογισµικό. Ανάλογα µε
την απόκλιση των τιµών το µεταπρότυπο ενηµερώνεται και επαναλαµβάνεται η
ανίχνευση µέσω ΕΑ µε το ανανεωµένο µεταπρότυπο ή η διαδικασία τερµατίζεται.

∆ιαφορετική λογική ακολουθούν τα µεταπρότυπα που εκπαιδεύονται on-line και
χρησιµοποιούνται από τον EASY [21]. Αρχικά, αξιολογούνται τα άτοµα των πρώτων
γενεών χρησιµοποιώντας το ακριβές λογισµικό αξιολόγησης και, στη συνέχεια,
χρησιµοποιούνται για την εκπαίδευση τοπικών µεταπροτύπων. Πιο συγκεκριµένα,
κάθε νέο άτοµο της επόµενης γενιάς αξιολογείται χρησιµοποιώντας ένα
µεταπρότυπο εκπαιδευµένο µε ϐάση τα γειτονικά του άτοµα, λ.χ. ϐάσει των ατόµων
που απέχουν από αυτό τη µικρότερη Ευκλείδια απόσταση. Σε αντίθεση µε τα
off-line µεταπρότυπα, τα on-line επανεκπαιδεύονται παράλληλα µε την εξέλιξη.
Στον EASY χρησιµοποιούνται RBF δίκτυα (Radial Basis Function Networks) [22]
ως µεταπρότυπα και οι MAEAs ϐασίζονται στη χαµηλού κόστους προαξιολόγηση (
Low-cost Pre-Evaluation) [23, 24], µε ϐάση την οποία ο χώρος των λύσεων
εξερευνάται από τα µεταπρότυπα, εντοπίζονται οι καλύτερες λύσεις και µόνο αυτές
αξιολογούνται από το ακριβές λογισµικό. Με αυτόν τον τρόπο, αποφεύγεται το
κόστος που ϑα προέκυπτε από την ακριβή αξιολόγηση λύσεων οι οποίες δεν έχουν
ιδιαίτερο ενδιαφέρον.

10



Κεφάλαιο 2

MCDM και Τεχνικές Υλοποίησης

Σε αυτό το τµήµα της διπλωµατικής εργασίας παρατίθενται τεχνικές που σχετίζονται
µε διαδικασίες λήψης αποφάσεων στην πολυκριτηριακή ϐελτιστοποίηση. Το υπόψη
ϑέµα ϑα αναφέρεται συντοµογραφικά ως MCDM (Multiple Criteria Decision
Making). Περιγράφονται εννέα τεχνικές MCDM καθώς και οι δύο τρόποι µε τους
οποίους εφαρµόζονται σε ένα πρόβληµα ΜΟΟ. Τέλος, αναλύονται εκτενώς δύο από
αυτές, οι TOPSIS και ELECTRE I.

2.1 ‘A posteriori’ και ‘a priori’ Τεχνικές MCDM

Καταρχάς, υπενθυµίζεται ότι ο EASY χειρίζεται προβλήµατα ελαχιστοποίησης.
Συνεπώς, στο εξής, γίνεται αναφορά αποκλειστικά σε συναρτήσεις κόστους. ΄Ενα
πρόβληµα ελαχιστοποίησης ΜΟΟ της µορφής min~F(~x) = min~f1(~x), ...,min ~fMo(~x)
αποτελείται από διαφορετικούς και αλληλοσυγκρουόµενους στόχους. Κάθε
συνάρτηση κόστους έχει διαφορετική ϐαρύτητα για τον DM (Decision Maker), ο
οποίος αναζητά είτε µία λύση είτε ένα σύνολο λύσεων του προβλήµατος ΜΟΟ που
ανταποκρίνονται στις προτιµήσεις του. Η εύρεση των λύσεων αυτών γίνεται µέσω
εφαρµογής των τεχνικών MCDM [25] στο πρόβληµα ΜΟΟ.

∆ύο τρόποι µε τους οποίους µπορούν να εφαρµοστούν οι τεχνικές MCDM είναι ‘εκ
των υστέρων’ (‘a posteriori’) και ‘εκ των προτέρων’ (‘a priori’) [26]. Για την εφαρµογή
τους είναι αναγκαία η γνώση των προτιµήσεων του DM σε σχέση µε τις συναρτήσεις
κόστους. Οι προτιµήσεις αυτές, στις περιπτώσεις των τεχνικών MCDM που
παρουσιάζονται στη συνέχεια, ποσοτικοποιούνται µε ϐάρη. Τα ϐάρη ορίζονται από
τον DM, όταν αυτός είναι σε ϑέση να ποσοτικοποιήσει τις προτιµήσεις του. Σε
αντίθετη περίπτωση, τα ϐάρη ορίζονται από το µηχανικό που αναλαµβάνει την
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εύρεση της ϐέλτιστης λύσης για τον DM. ΄Οσο µεγαλύτερη είναι η τιµή ενός ϐάρους,
τόσο µεγαλύτερη είναι η προτίµηση του DM στην αντίστοιχη συνάρτηση κόστους.
Στην εφαρµογή των τεχνικών MCDM ‘a posteriori’, επιλύεται το πρόβληµα
ελαχιστοποίησης χρησιµοποιώντας EAs ή MAEAs, και αποκτάται το µέτωπο Pareto.
Στη συνέχεια, η τεχνική MCDM, ϐασιζόµενη στις προτιµήσεις του DM καταλήγει
στην κατ΄ αυτόν ϐέλτιστη, από τις µη-κυριαρχούµενες, λύση. Συνεπώς, οι επιθυµίες
του DM δε λαµβάνονται υπόψη κατά τη διαδικασία ϐελτιστοποίησης, αλλά µόνο στο
τέλος αυτής. Αντιθέτως, µε την εφαρµογή των τεχνικών ‘a priori’, η ϐέλτιστοποίηση
πραγµατοποιείται ενσωµατώνοντας σε αυτήν τις προτιµήσεις του DM. Για τη
ϐελτιστοποίηση χρησιµοποιούνται, όπως και στην εφαρµογή ‘a posteriori’, EAs ή
λ.χ. MAEAs. Η γνώση των προτιµήσεων του DM είναι απαραίτητη πριν τη
ϐελτιστοποίηση. Η τιµή Φ µε την οποία ϐαθµολογούνται τα άτοµα κάθε γενιάς
υπολογίζεται εφαρµόζοντας κάποια τεχνική MCDM και όχι λ.χ. την τεχνική SPEA.
Συνεπώς, η τιµή Φ υπολογίζεται µε ϐάση τις προτιµήσεις του DM, καθώς αυτές
εµπλέκονται στις τεχνικές MCDM που παρουσιάζονται παρακάτω, µε τη µορφή
ϐαρών. Η τεχνική MCDM επιδρά στην επιλογή γονέων και, τελικά, στην πορεία του
ΕΑ καθοδηγώντας το µέτωπο µη-κυριαρχούµενων λύσεων στις περιοχές που
προτιµά περισσότερο ο DM. Προκύπτει, συνεπώς, µέτωπο Pareto διαφορετικό σε
σχέση µε αυτό που ϑα προέκυπτε χωρίς την εφαρµογή κάποιας τεχνικής MCDM.

2.1.1 Παραδείγµατα Τεχνικών MCDM

Οι τεχνικές MCDM είναι πολλές και διαφορετικές µεταξύ τους [27] καθώς το ίδιο
ισχύει και για τα προβλήµατα στα οποία καλούνται να εφαρµοστούν. Για την
καλύτερη κατανόηση των τεχνικών MCDM επεξηγούνται προηγουµένως τα εξής.

Πίνακας απόφασης (Decision Matrix) ονοµάζεται ο πίνακας P κάθε στοιχείο του
οποίου ποσοτικοποιεί την επίδοση της i λύσης του προβλήµατος ΜΟΟ ως προς την
j συνάρτηση κόστους. Ο πίνακας απόφασης είναι διαστάσεων Me × Mo, µε Me τον
αριθµό των λύσεων-ατόµων τα οποία συµµετέχουν στο πρόβληµα ΜΟΟ και Mo τον
αριθµό των συναρτήσεων κόστους της ϐελτιστοποίησης.

P =


p1,1 · · · p1,Mo

...
...

pMe,1 · · · pMe,Mo

 (2.1)

Στις τεχνικές MCDM που παρουσιάζονται χρησιµοποιείται πίνακας απόφασης στην
κανονικοποιηµένη του µορφή, ώστε να είναι συγκρίσιµες οι επιδόσεις των λύσεων
για κάθε συνάρτηση κόστους. Συνεπώς, δηµιουργείται ένας νέος πίνακας διαστάσεων
Me ×Mo, ο οποίος αποτελείται από τα κανονικοποιηµένα στοιχεία του πίνακα P της
σχέσης (2.1). Για την κανονικοποίηση µπορεί να χρησιµοποιηθεί µία από τις εξής
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δύο σχέσεις,

ri,j = pi,j√∑Me
k=1 p

2
i,j

(2.2)

qi,j = pi,j

minMe
k=1 pi,j

(2.3)

Συνεπώς, προκύπτουν οι πίνακες R ή Q αντίστοιχα. Για τη σχέση (2.3)
χρησιµοποιούνται οι µη-µηδενικές ελάχιστες τιµές του πίνακα P(minMe

i=1 pi,j 6= 0).

Οι προτιµήσεις του DM σε σχέση µε τις συναρτήσεις κόστους συνήθως
ποσοτικοποιούνται µε ϐάρη. ΄Οσο µεγαλύτερη είναι η τιµή ενός ϐάρους, τόσο
µεγαλύτερη είναι η σηµασία που δίνει ο DM στην αντίστοιχη συνάρτηση κόστους.
∆ηµιουργείται είτε ο πίνακας V είτε ο πίνακας Z, διαστάσεων Me × Mo, από τον
πολλαπλασιασµό των ϐαρών µε τις τιµές του κανονικοποιηµένου πίνακα απόφασης
R, εξ. (2.2) ή (2.3), αντίστοιχα [28],

V =


r1,1w1 · · · r1,MowMo

...
...

rMe,1w1 · · · rMe,MowMo

 (2.4)

Z =


q1,1w1 · · · q1,MowMo

...
...

qMe,1w1 · · · qMe,MowMo

 (2.5)

Συνήθως, τίθεται, χωρίς ϐλάβη της γενικότητας,
∑Mo
j=1 wj = 1.

Στη συνέχεια, παρουσιάζονται εννέα δυνατές παραλλαγές τεχνικών MCDM στις
οποίες οι λύσεις κατατάσσονται από την καλύτερη προς τη χειρότερη µε ϐάση τα
ϐάρη που ορίζει ο DM. ΄Οπως ήδη αναφέρθηκε, στην περίπτωση εφαρµογής των
τεχνικών ‘a posteriori’ σε προβλήµατα ΜΟΟ, επιλέγεται η µία ϐέλτιστη, κατά τον
DM, λύση του υπολογισθέντος µετώπου Pareto. Αντίθετα, στην περίπτωση της
εφαρµογής των τεχνικών ‘a priori’, κατά την εξέλιξη, προωθούνται διαρκώς λύσεις
που ταιριάζουν περισσότερο στις προτιµήσεις του DM, ώστε τελικά να προκύψει ένα
πιο εξειδικευµένο µέτωπο Pareto.

� TOPSIS (Technique for the Order of Preference by Similarity to the Ideal
Solution) [29]: Η τεχνική αυτή αποτελεί ϐασικό τµήµα της διπλωµατικής
εργασίας και περιγράφεται εκτενώς σε επόµενη ενότητα.

� VIKOR (VlseKriterĳuska Optimizacĳa I Komoromisno Resenje) [30]: Οι
λύσεις κατατάσσονται µε ϐάση την απόστασή τους από την ιδανική λύση.
Ιδανική ονοµάζεται η υποθετική λύση που συνδυάζει τις µικρότερες τιµές των
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συναρτήσεων κόστους του πίνακα Z. Υπολογίζονται τρεις διαφορετικοί δείκτες
που σχετίζονται µε την απόσταση κάθε λύσης από την ιδανική
χρησιµοποιώντας τις τιµές του πίνακα Z. Προτεραιότητα δίνεται στις λύσεις µε
τις µικρότερες τιµές των τριών δεικτών.

� COPRAS (multi-criteria COmplex PRoportional ASsessment method) [31]:
Κάθε λύση ϐαθµολογείται αντιστρόφως ανάλογα του αθροίσµατος των τιµών
των συναρτήσεων κόστους του πίνακα V που την αφορούν. Προτεραιότητα
δίνεται στις λύσεις µε τις µεγαλύτερες τιµές.

� WS (Weighted Sum) [32]: Υπολογίζεται το άθροισµα των τιµών του πίνακα V
που αφορούν κάθε εναλλακτική λύση. Οι καλύτερες λύσεις αντιστοιχούν στις
µικρότερες τιµές του αθροίσµατος.

� WP (Weighted Product) [33]: Υπολογίζεται το γινόµενο των τιµών του πίνακα
V που αφορούν κάθε εναλλακτική λύση. Η κατάταξη των λύσεων από την
καλύτερη στη χειρότερη γίνεται µε ϐάση τη µικρότερη τιµή.

� WASPAS (Weighted Aggregated Sum Product Assessment) [34]:
Συνδυάζονται οι µέθοδοι WS και WP για τον υπολογισµό της τιµής της
σχετικής σηµασίας κάθε αναλλακτικής λύσης. Συνεπώς, προτεραιότητα
δίνεται στις λύσεις µε τη µικρότερη τιµή.

� ELECTRE I (ELimination Et Choix Traduisant la REalité I) [35]: Η τεχνική
αυτή αποτελεί ϐασικό τµήµα της διπλωµατικής εργασίας και περιγράφεται
εκτενώς σε επόµενη ενότητα.

� AHP (Analytic Hierarchy Process) [36]: Χρησιµοποιείται συγκεκριµένη
κλίµακα τιµών για τη ϐαθµολόγηση της προτεραιότητας που έχει για τον DM
κάθε κριτήριο σε σχέση µε κάποιο άλλο. Τα ϐάρη των συναρτήσεων κόστους
υπολογίζονται µε ϐάση τις τιµές αυτές και, στη συνέχεια, πολλαπλασιάζονται
µε τον πίνακα R. Υπολογίζεται το άθροισµα των τιµών του πίνακα V που
αφορούν την κάθε εναλλακτική λύση και κατατάσσονται οι λύσεις από την
καλύτερη στη χειρότερη ϐάσει της µικρότερης τιµής.

� PROMETHEE (Preference Ranking Organization METHod for Enrichment
Evaluations) [37]: Οι εναλλακτικές λύσεις συγκρίνονται ανά Ϲεύγη
χρησιµοποιώντας τον πίνακα R. Για κάθε Ϲεύγος υπολογίζονται οι ϐαθµοί
προτίµησης των συναρτήσεων κόστους χρησιµοποιώντας µία συγκεκριµένη
συνάρτηση προτίµησης, πολλαπλασιάζονται µε τα αντίστοιχα ϐάρη που
προκύπτουν από τις προτιµήσεις του DM και αθροίζονται σχηµατίζοντας το
συνολικό δείκτη προτίµησης κάθε δυάδας λύσεων. ∆ηµιουργείται το
άθροισµα των δεικτών που αφορούν τη διαφορά όλων των λύσεων από µία
λύση και το άθροισµα των δεικτών που αφορούν τη διαφορά της ίδιας λύσης
από τις υπόλοιπες. Η διαφορά του πρώτου αθροίσµατος από το δεύτερο
καθορίζει την κατάταξη των λύσεων. Προτεραιότητα δίνεται στις λύσεις που
αντιστοιχούν σε µικρότερες τιµές.
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2.2 Η τεχνική TOPSIS

Η τεχνική TOPSIS [29] αναπτύχθηκε από τους Hwang και Yoon για την εφαρµογή
σε προβλήµατα ΜΟΟ. Είναι µία τεχνική που επιτρέπει την κατάταξη των λύσεων µε
ϐάση τις προτιµήσεις του DM, οι οποίες ποσοτικοποιούνται µε ϐάρη που
αντιστοιχούν στις συναρτήσεις κόστους. Η τεχνική TOPSIS χρησιµοποιεί δύο
σηµεία αναφοράς στο χώρο των αντικειµενικών συναρτήσεων, αυτό που έχει ως
συντεταγµένες τις καλύτερες τιµές του πίνακα V και αυτό που έχει ως
συντεταγµένες τις χειρότερες. Η Ευκλείδεια απόσταση των ατόµων του πίνακα V
από τα σηµεία αυτά καθορίζει την κατάταξη των λύσεων του προβλήµατος ΜΟΟ.

2.2.1 Περιγραφή της Τεχνικής TOPSIS

Τα ϐήµατα [38] από τα οποία συντίθεται η τεχνική TOPSIS είναι κοινά τόσο για
την ‘a posteriori’ όσο και για την ‘a priori’ εφαρµογή της σε προβλήµατα ΜΟΟ
και παρουσιάζονται παρακάτω. Στην πρώτη περίπτωση, η τεχνική εφαρµόζεται στις
λύσεις του µετώπου Pareto και επιλέγεται ϐάσει των προτιµήσεων του DM η ϐέλτιστη
από αυτές λύση. Στη δεύτερη περίπτωση, χρησιµοποιείται απλός ΕΑ χωρίς την
εφαρµογή της τεχνικής TOPSIS στις δύο πρώτες γενιές. Στη συνέχεια, εφαρµόζονται
τα ϐήµατα της τεχνικής στις λύσεις κάθε γενιάς του ΕΑ µέχρι τον τερµατισµό του.

Βήµα 1: ∆ηµιουργία του πίνακα απόφασης P, εξ. (2.1).

Βήµα 2: ∆ηµιουργία του κανονικοποιηµένου πίνακα απόφασης R, εξ. (2.2).

Βήµα 3: Ενσωµάτωση των ϐαρών που ορίζει ο DM στη διαδικασία δηµιουργώντας
τον πίνακα V, εξ. (2.4).

Βήµα 4: Καθορισµός δύο ακραίων υποθετικών λύσεων, της ϑετικής (I+) και της
αρνητικής (I−) . Στην περίπτωση εφαρµογής της τεχνικής TOPSIS ‘a priori’, η
ϑετική λύση αντιστοιχεί στις µικρότερες τιµές των συναρτήσεων κόστους του
µετώπου Pareto και η αρνητική στις µεγαλύτερες, όπως ϕαίνεται στο σχήµα (2.1).
Στην περίπτωση ‘a priori’ εφαρµογής της τεχνικής TOPSIS, η ϑετική λύση
αντιστοιχεί στις µικρότερες τιµές των συναρτήσεων κόστους του µετώπου
µη-κυριαρχούµενων λύσεων και η αρνητική στις µεγαλύτερες όπως ϕαίνεται στο
σχήµα (2.2). Στην τελευταία περίπωση, οι δύο ακραίες υποθετικές λύσεις
µεταβάλλονται από γενιά σε γενιά όταν µεταβάλλεται και το αντίστοιχο µέτωπο
µη-κυριαρχούµενων λύσεων,

I− = (maxivi1,maxivi2, ...,maxiviMo) = (v+
1 , v

+
2 , ..., v

+
Mo

) (2.6)
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I+ = (minivi1,minivi2, ...,miniviMo) = (v−1 , v−2 , ..., v−Mo
) (2.7)

Βήµα 5: Υπολογισµός της Ευκλείδιας (στο χώρο των αντικειµενικών συναρτήσεων)
απόστασης κάθε λύσης τόσο από τη ϑετική (2.6), όσο και από την αρνητική ακραία
υποθετική λύση (2.7), όπως απεικονίζεται στο σχήµα (2.3) για την ‘a posteriori’ και
στο σχήµα (2.4) για την ‘a priori’ περίπτωση εφαρµογής της τεχνικής TOPSIS σε ένα
πρόβληµα ελαχιστοποίησης ΜΟΟ,

d+
i =

√√√√√Mo∑
j=1

(vij − v+
j )2 (2.8)

d−i =

√√√√√Mo∑
j=1

(vij − v−j )2 (2.9)

Βήµα 6: Υπολογισµός της σχετικής απόστασης κάθε λύσης από τη ϑετική, εξ. (2.6),
και την αρνητική, εξ. (2.7) ακραία υποθετική λύση, εξ. (2.8), (2.9), στο χώρο των
αντικειµενικών συναρτήσεων,

Di = d−i
d−i + d+

i

(2.10)

Βήµα 7: Κατάταξη των λύσεων µε ϐάση τη σχετική απόσταση που υπολογίζεται από
τη σχέση (2.10). ΄Οσο µεγαλύτερη είναι η τιµή της Di, τόσο µεγαλύτερη προτίµηση
έχει ο DM σε αυτήν τη λύση. Στην περίπτωση ‘a posteriori’ εφαρµογής, η ϐέλτιστη
λύση αντιστοιχεί στη µεγαλύτερη τιµή της Di. Στην περίπτωση ‘a priori’ εφαρµογής,
οι λύσεις κάθε γενιάς ϐαθµολογούνται και κατατάσσονται από την καλύτερη στη
χειρότερη µε ϕθίνουσα τιµή της Di. Στη συνέχεια, επιλέγονται οι καλύτερες λύσεις
ϐάσει των οποίων προκύπτουν τα άτοµα της επόµενης γενιάς. ∆ίνεται, όµως, και
ένα µικρό περιθώριο συµµετοχής κακών λύσεων µε µικρή πιθανότητα στη
δηµιουργία απογόνων. Επαναλαµβάνονται τα παραπάνω ϐήµατα µέχρι τον
τερµατισµό του ΕΑ, οπότε αποκτάται το επιθυµητό για τον DM µέτωπο Pareto από
τις καλύτερες µη-κυριαρχούµενες λύσεις της τελευταίας γενιάς.
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Σχήµα 2.1: Πρόβληµα ελαχιστοποίησης δύο στόχων: Προσδιορισµός της ϑετκής (I+) και
της αρνητικής (I−) ακραίας υποθετικής λύσης στην περίπτωση εφαρµογής της τεχνικής
TOPSIS ‘a posteriori’ χρησιµοποιώντας τα άτοµα του µετώπου Pareto.

Σχήµα 2.2: Πρόβληµα ελαχιστοποίησης δύο στόχων: Προσδιορισµός της ϑετκής (I+) και
της αρνητικής (I−) ακραίας υποθετικής λύσης στην περίπτωση εφαρµογής της τεχνικής
TOPSIS ‘a priori’ χρησιµοποιώντας τα άτοµα του µετώπου µη-κυριαρχούµενων λύσεων
µιας γενιάς του ΕΑ. Οι δύο ακραίες υποθετικές λύσεις αλλάζουν από γενιά σε γενιά καθώς
µεταβάλλεται το µέτωπο µη-κυριαρχούµενων λύσεων.
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Σχήµα 2.3: Πρόβληµα ελαχιστοποίησης δύο στόχων: Αποστάσεις, στο χώρο των
αδιαστατοποιηµένων αντικειµενικών συναρτήσεων, των σηµείων Α και Β του µετώπου
Pareto από τη ϑετική (I+) και από την αρνητική (I−) ακραία υποθετική λύση στην περίπτωση
‘a posteriori’ εφαρµογής της τεχνικής TOPSIS.

Σχήµα 2.4: Πρόβληµα ελαχιστοποίησης δύο στόχων: Αποστάσεις του κυριαρχούµενου
ατόµου Α και του µη-κυριαρχούµενου ατόµου Β µιας γενιάς του ΕΑ από τη ϑετική (I+) και
από την αρνητική (I−) ακραία υποθετική λύση στην περίπτωση ‘a priori’ εφαρµογής της
τεχνικής TOPSIS.
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2.3 Η Τεχνική ELECTRE I

Η τεχνική ELECTRE I [35] προτάθηκε από τον Bernard Roy και χρησιµοποιείται σε
περιπτώσεις πολυκριτηριακής ϐελτιστοποίησης. Χρησιµοποιεί την έννοια της
υπεροχής µίας λύσης έναντι µίας άλλης. Πιο συγκεκριµένα, σε ένα πρόβληµα
ελαχιστοποίησης της µορφής min~F(~x) = minf1(~x), ...,minfj(~x), ...,minfMo(~x), µία
λύση i είναι καλύτερη ή το ίδιο καλή µε µία άλλη i΄ ως προς ένα στόχο j, όταν ισχύει
fj(~xi) ≤ fj( ~xi′). Σε περίπτωση κατά την οποίαν fj(~xi) > fj( ~xi′), η λύση i είναι
χειρότερη από τη λύση i΄ ως προς το στόχο j. Με τη µέθοδο ELECTRE I, εξετάζονται
σε δύο ξεχωριστά σύνολα τα κριτήρια ως προς τα οποία µία λύση i υπερέχει µίας
λύσης i΄ και ξεχωριστά τα υπόλοιπα.

2.3.1 Περιγραφή της Τεχνικής ELECTRE I

Στη συνέχεια, αναλύεται η τεχνική ELECTRE I, η οποία ακολουθεί τη λογική που
περιγράφηκε από τον Bernard Roy [35] και εµπλουτίζεται µε νέα στοιχεία από τους
A. Delft και P. Nĳkamp [28]. Τα ϐήµατα που ακολουθούνται είναι κοινά τόσο για
την ‘a posteriori’ όσο και για την ‘a priori’ εφαρµογή της τεχνικής σε προβλήµατα
ΜΟΟ. Στην πρώτη περίπτωση, η τεχνική εφαρµόζεται σε λύσεις του µετώπου Pareto
και επιλέγεται ϐάσει των προτιµήσεων του DM η ϐέλτιστη από αυτές. Στη δεύτερη
περίπτωση, εφαρµόζονται τα ϐήµατα της τεχνικής στις λύσεις κάθε γενιάς του ΕΑ
µέχρι τον τερµατισµό του.

Βήµα 1: Σχηµατισµός του πίνακα απόφασης P, εξ. (2.1).

Βήµα 2: ∆ηµιουργία του κανονικοποιηµένου πίνακα απόφασης R, εξ. (2.2).

Βήµα 3: ∆ηµιουργία του πίνακα V, εξ. (2.4), ϐάσει των ϐαρών που ορίζει ο DM.

Βήµα 4: Προσδιορισµός του πίνακα συµφωνίας C (Concordance Matrix) διαστάσεων
Me ×Me. Οι τιµές αυτού του πίνακα προκύπτουν από την κατά Ϲεύγη i, i΄ σύγκριση
των λύσεων.

ci,i′ =
∑
j∈Ci,i′ wj∑Mo
j=1 wj

(2.11)

Στον αριθµητή υπολογίζεται το άθροισµα των ϐαρών των συναρτήσεων κόστους για
τις οποίες η λύση i είναι καλύτερη ή το ίδιο καλή µε τη λύση i΄. Στον παρονοµαστή
υπολογίζεται το άθροισµα των ϐαρών όλων των συναρτήσεων κόστους. Για αυτόν το
δείκτη, ισχύει 0 ≤ ci,i′ ≤ 1. ΄Οσο πλησιέστερα στη µονάδα ϐρίσκεται η τιµή του, τόσο
περισσότερο προτιµάται η λύση i έναντι της i΄. Αφού υπολογιστούν όλοι οι δείκτες
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σχηµατίζεται ο πίνακας συµφωνίας,

C =


− c1,2 · · · c1,Me

c2,1 − · · · · · ·
...

...
...

...
cMe,1 · · · · · · −

 (2.12)

Βήµα 5: Προσδιορισµός του πίνακα διαφωνίας D (Discordance Matrix) διαστάσεων
Me ×Me από την κατά Ϲεύγη σύγκριση των λύσεων i, i΄,

di,i′ =
maxj∈Di,i′ (vi,j − vi′,j)

maxj∈Di,i′ (i,i′)(vi,j − vi′,j)
(2.13)

Ο αριθµητής ισούται µε τη µέγιστη διαφορά των τιµών των συναρτήσεων κόστους
όπου η λύση i υστερεί σε σχέση µε την i΄. Στον παρονοµαστή υπολογίζεται η µέγιστη
διαφορά µεταξύ των τιµών των συναρτήσεων κόστους όλων των λύσεων. ΄Οπως και
στην περίπτωση του πίνακα συµφωνίας, για τις τιµές του δείκτη αυτού ισχύει 0 ≤
di,i′ ≤ 1. ΄Οσο µεγαλύτερη είναι η τιµή του, τόσο λιγότερο προτιµάται η λύση i
σε σχέση µε την i΄. Αφού υπολογιστούν όλοι οι δείκτες σχηµατίζεται ο πίνακας
διαφωνίας,

D =


− d1,2 · · · d1,Me

d2,1 − · · · · · ·
...

...
...

...
dMe,1 · · · · · · −

 (2.14)

Βήµα 6: Υπολογισµός του, αποτελούµενου από Me στοιχεία πίνακα Α από τις τιµές
του πίνακα C, εξ. (2.12),

ai =
Me∑

i′=1,i′ 6=i
ci,i′ −

Me∑
i′=1,i′ 6=i

ci′,i (2.15)

Οι τιµές του πίνακα Α δείχνουν το µέτρο υπεροχής µίας λύσης ως προς όλες τις
υπόλοιπες. ΄Οσο µεγαλύτερη είναι η τιµή, τόσο περισσότερο προτιµάται η
συγκεκριµένη λύση.

Βήµα 7: Υπολογισµός του πίνακα Β, τα Me στοιχεία του οποίου υπολογίζονται από
τον πίνακα D της εξ. (2.14),

bi =
Me∑

i′=1,i′ 6=i
di,i′ −

Me∑
i′=1,i′ 6=i

di′,i (2.16)
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Προτεραιότητα δίνεται στις λύσεις µε τη µικρότερη τιµή.

Βήµα 8: Η κατάταξη των λύσεων από την καλύτερη στη χειρότερη γίνεται µε ϐάση
τις µεγαλύτερες τιµές του πίνακα Α, εξ. (2.15) και µε ϐάση τις µικρότερες τιµές του
πίνακα Β, εξ. (2.16). Στη συνέχεια, επιλέγεται ένα νέο κριτήριο κατάταξης που είτε
συνδυάζει τις τιµές των δύο πινάκων, λ.χ. παράγοντας τη διαφορά τους, είτε
ϐασίζεται στα αποτελέσµατα του καθένα ξεχωριστά. Σε αυτήν τη διπλωµατική
εργασία, χρησιµοποιείται ως κριτήριο κατάταξης των λύσεων ο πίνακας Κ που
προκύπτει από τη διαφορά του πίνακα Α από τον πίνακα Β. Τα Me στοιχεία του
νέου πίνακα Κ υπολογίζονται ως εξής :

ki = bi − ai (2.17)

Προτεραιότητα δίνεται στις λύσεις µε τις µικρότερες τιµές ki. Στην περίπτωση
εφαρµογής της τεχνικής ELECTRE I ‘a posteriori’, η ϐέλτιστη λύση του µετώπου
Pareto αντιστοιχεί στη µικρότερη τιµή του πίνακα Κ. Στην περίπτωση εφαρµογής
της τεχνικής ELECTRE I ‘a priori’, οι λύσεις κάθε γενιάς ϐαθµολογούνται και
κατατάσσονται από την καλύτερη στη χειρότερη µε αύξουσα τιµή της ki. Στη
συνέχεια, επιλέγονται οι καλύτερες λύσεις ϐάσει των οποίων προκύπτουν τα άτοµα
της επόµενης γενιάς. Επαναλαµβάνονται τα παραπάνω ϐήµατα µέχρι τον
τερµατισµό του ΕΑ, οπότε αποκτάται το επιθυµητό για τον DM µέτωπο Pareto από
τις καλύτερες µη-κυριαρχούµενες λύσεις της τελευταίας γενιάς.

2.4 Παράδειγµα Εφαρµογής των Τεχνικών TOPSIS

και ELECTRE I

Για καλύτερη κατανόηση των τεχνικών TOPSIS και ELECTRE I, γίνεται ‘a
posteriori’ εφαρµογή τους σε ένα διδιάστατο µέτωπο Pareto. Το αποτελούµενο από
8 άτοµα µέτωπο Pareto και οι τιµές του πίνακα R, εξ. (2.2), για τα 8
µη-κυριαρχούµενα άτοµα ϕαίνονται στο σχήµα (2.5). Οι δύο τεχνικές MCDM
εφαρµόζονται χρησιµοποιώντας ϐάρη w1 = 0.2, w2 = 0.8 και w1 = 0.8, w2 = 0.2. Ο
πίνακας V, εξ. (2.4), απεικονίζεται για τους δύο συνδυασµούς ϐαρών στο σχήµα
(2.6). Αναλυτικά παρουσιάζονται οι πράξεις σε δύο κελιά του πίνακα V για ϐάρη
w1 = 0.2, w2 = 0.8.

Τα αποτελέσµατα των ϐηµάτων της τεχνικής TOPSIS παρουσιάζονται στα σχήµατα
(2.7) και (2.8) για ϐάρη w1 = 0.2, w2 = 0.8 και w1 = 0.8, w2 = 0.2 αντίστοιχα. Σε
κάθε σχήµα αναγράφονται οι τιµές του πίνακα V που αντιστοιχούν στη ϑετική (I+)
και στην αρνητική (I−) ακαία υποθετική λύση. Στη συνέχεια, παρουσιάζονται τρεις
πίνακες, οι οποίοι αντιστοιχούν στις τιµές των αποστάσεων d+

i , εξ. (2.8), d−i , εξ.
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(2.9), Di, εξ. (2.10). Κάθε γραµµή των πινάκων αντιστοιχεί σε ένα άτοµο του
µετώπου Pareto του σχήµατος (2.5), µε την πρώτη γραµµή να αφορά το
µη-κυριαρχούµενο άτοµο µε αύξοντα αριθµό 1 και την όγδοη το
µη-κυριαρχούµενο άτοµο µε αύξοντα αριθµό 8. Μαζί µε τους πίνακες, για ϐάρη
w1 = 0.2, w2 = 0.8, αναγράφονται αναλυτικά οι πράξεις που έγιναν για τον
προσδιορισµό της ϑετικής και της αρνητικής ακραίας υποθετικής λύσης και για τον
υπολογισµό της τιµής ενός κελιού κάθε πίνακα. Βέλτιστη ϑεωρείται η λύση µε τη
µεγαλύτερη τιµή της σχετικής απόστασης Di. Για ϐάρη w1 = 0.2, w2 = 0.8,
ϐέλτιστη είναι η λύση του µετώπου Pareto µε αύξοντα αριθµό 6 και για ϐάρη
w1 = 0.8, w2 = 0.2, ϐέλτιστη είναι η λύση µε αύξοντα αριθµό 1, όπως ϕαίνεται στο
σχήµα (2.11).

Τα αποτελέσµατα των ϐηµάτων της τεχνικής ELECTRE I παρουσιάζονται στο σχήµα
(2.9) για ϐάρη w1 = 0.2, w2 = 0.8 και στο σχήµα (2.10) για ϐάρη w1 = 0.8, w2 =
0.2. Αρχικά, σχηµατίζεται ο πίνακας C, εξ. (2.11), διαστάσεων 8 × 8, (8 άτοµα στο
µέτωπο Pareto), χρησιµοποιώντας τα ϐάρη των συναρτήσεων κόστους. Στη συνέχεια,
σχηµατίζεται ο πίνακας D, εξ. (2.12), διαστάσεων 8 × 8, χρησιµοποιώντας τις τιµές
του πίνακα V. Από τον πίνακα C δηµιουργείται ο πίνακας A και από τον πίνακα D
δηµιουργείται ο πίνακας B. Ο πίνακας A αφαιρείται από τον πίνακα B και προκύπτει
ο πίνακας K. Η ϐέλτιστη λύση αντιστοιχεί στη µικρότερη τιµή του πίνακα Κ. Στους
πίνακες Α, Β και Κ κάθε γραµµή αντιπροσωπεύει ένα άτοµο του µετώπου Pareto
του σχήµατος (2.5), µε την πρώτη γραµµή να αφορά το µη-κυριαρχούµενο άτοµο
µε αύξοντα αριθµό 1 και την όγδοη το µη-κυριαρχούµενο άτοµο µε αύξοντα αριθµό
8. Μαζί µε τους πίνακες, για ϐάρη w1 = 0.2, w2 = 0.8, αναγράφονται αναλυτικά οι
πράξεις που έγιναν για τον υπολογισµό της τιµής ενός κελιού σε κάθε πίνακα. Για
ϐάρη w1 = 0.2, w2 = 0.8, ϐέλτιστη είναι η λύση του µετώπου Pareto µε αύξοντα
αριθµό 8 και για ϐάρη w1 = 0.8, w2 = 0.2, ϐέλτιστη είναι η λύση µε αύξοντα αριθµό
1. Η ϐέλτιστη λύση κάθε περίπτωσης ϐαρών της τεχνικής ELECTRE I σηµειώνεται
στο σχήµα (2.11), µαζί µε τις ϐέλτιστες λύσεις της τεχνικής TOPSIS.
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Σχήµα 2.5: Εικονικό παράδειγµα µετώπου Pareto µε 8 άτοµα: Οι κανονικοποιηµένες
τιµές των συναρτήσεων κόστους για όλες τις λύσεις του µετώπου Pareto αναγράφονται
στον πίνακα R.

Σχήµα 2.6: Εικονικό παράδειγµα µετώπου Pareto µε 8 άτοµα: Πίνακας V για ϐάρη
w1 = 0.2, w2 = 0.8 και w1 = 0.8, w2 = 0.2.
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Σχήµα 2.7: Εικονικό παράδειγµα µετώπου Pareto µε 8 άτοµα: Αποτελέσµατα από την
εφαρµογή των ϐηµάτων της τεχνικής TOPSIS ‘a posteriori’ µετά από επεξεργασία του
πίνακα V για ϐάρη w1 = 0.2, w2 = 0.8.
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Σχήµα 2.8: Εικονικό παράδειγµα µετώπου Pareto µε 8 άτοµα: Αποτελέσµατα από την ‘a
posteriori’ εφαρµογή των ϐηµάτων της τεχνικής TOPSIS µετά από επεξεργασία του πίνακα
V για ϐάρη w1 = 0.8, w2 = 0.2.
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Σχήµα 2.9: Εικονικό παράδειγµα µετώπου Pareto µε 8 άτοµα: Αποτελέσµατα από την
‘a posteriori’ εφαρµογή των ϐηµάτων της τεχνικής ELECTRE I µετά από επεξεργασία του
πίνακα V για ϐάρη w1 = 0.2, w2 = 0.8.
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Σχήµα 2.10: Εικονικό παράδειγµα µετώπου Pareto µε 8 άτοµα: Αποτελέσµατα από την
‘a posteriori’ εφαρµογή των ϐηµάτων της τεχνικής ELECTRE I µετά από επεξεργασία του
πίνακα V για ϐάρη w1 = 0.8, w2 = 0.2.
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Σχήµα 2.11: Εικονικό παράδειγµα µετώπου Pareto µε 8 άτοµα: Βέλτιστες λύσεις µετά
την ‘a posteriori’ εφαρµογή των τεχνικών TOPSIS και ELECTRE I στο αποτελούµενο από
8 άτοµα µέτωπο Pareto για ϐάρη w1 = 0.2, w2 = 0.8 και w1 = 0.8, w2 = 0.2.
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Κεφάλαιο 3

Εφαρµογή των Τεχνικών TOPSIS και

ELECTRE I σε Μαθηµατικά

Προβλήµατα ΜΟΟ

Σε αυτό το κεφάλαιο πραγµατοποιείται εφαρµογή των τεχνικών TOPSIS και
ELECTRE I, στην ‘a posteriori’ και ‘a priori’ λογική, όπως περιγράφηκε στο
προηγούµενο κεφάλαιο, σε µαθηµατικά προβλήµατα ΜΟΟ. Η επιλογή των
προβληµάτων γίνεται µε σκοπό τη µελέτη της συµπεριφοράς των δύο τεχνικών
MCDM όταν εφαρµόζονται σε προβλήµατα µε διαφορετικές µορφές µετώπων
µη-κυριαρχούµενων λύσεων, τόσο δύο όσο και τριών διαστάσεων.

3.1 ‘A posteriori’ Εφαρµογή των Τεχνικών TOPSIS

και ELECTRE I

Καταρχάς, οι τεχνικές TOPSIS και ELECTRE I εφαρµόζονται ‘a posteriori’ σε
µαθηµατικά προβλήµατα ελαχιστοποίησης που αποτελούνται από δύο συναρτήσεις
κόστους και έχουν µέτωπα µη-κυριαρχούµενων λύσεων κυρτά, µη-κυρτά ή
διακοπτόµενα. Στη συνέχεια, εφαρµόζονται σε µαθηµατικά προβλήµατα
ελαχιστοποίησης αποτελούµενα από τρεις συναρτήσεις κόστους. Η ποσοτικοποίηση
των προτιµήσεων του DM γίνεται χρησιµοποιώντας τα ϐάρη του πίνακα 3.1.
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∆ύο Στόχοι Τρεις Στόχοι
w1 w2 w1 w2 w3

1 0.3 0.7 0.7 0.1 0.2
2 0.5 0.5 0.3 0.6 0.1
3 0.6 0.4 0.1 0.1 0.8
4 0.7 0.3 1

3
1
3

1
3

Πίνακας 3.1: Συνδυασµοί ϐαρών για την ‘a posteriori’ εφαρµογή των τεχνικών TOPSIS
και ELECTRE I σε µαθηµατικά προβλήµατα ΜΟΟ.

3.1.1 Μαθηµατικά Προβλήµατα Ελαχιστοποίησης ∆ύο Στόχων

Κυρτά Μέτωπα Μη-κυριαρχούµενων Λύσεων

Αρχικά επιλύεται το πρόληµα ZDT 1 [39]

Min

[
f1(x) = x1

f2(x) = g(x)h(f1(x), g(x))

]
(3.1)

Οι συναρτήσεις g(x) και h(x) ϐάσει των οποίων υπολογίζεται η συνάρτηση κόστους f2
ορίζονται ως εξής,

g(x) = 1 + 9
29

30∑
i=2

xi

h(f1(x), g(x)) = 1−

√√√√f1(x)
g(x)

Το πρόβληµα αποτελείται από 30 µεταβλητές σχεδιασµού (Ν=30) για τις οποίες ισχύει
0 ≤ xi ≤ 1. Χρησιµοποιείται ένας (µ,λ)=(30,60) ΕΑ µε κριτήριο τερµατισµού τις
5000 αξιολογήσεις και 15 λύσεις στο σύνολο των επιλέκτων. Μετά την επίλυση του
προβλήµατος ΜΟΟ και τον υπολογισµό του µετώπου Pareto χρησιµοποιούνται τα
ϐάρη του πίνακα 3.1 για την εφαρµογή των τεχνικών MCDM.

Στο σχήµα (3.1) απεικονίζονται τα αποτελέσµατα εφαρµογής των τεχνικών TOPSIS
και ELECTRE I στο µέτωπο Pareto του προβλήµατος ZDT 1. Χρησιµοποιώντας
την τεχνική TOPSIS, αύξηση του ϐάρους w1 οδηγεί σε µετατόπιση της ϐέλτιστης
λύσης προς µικρότερες τιµές της συνάρτησης κόστους F1 και µεγαλύτερες της F2.
Αντίστοιχα, αύξηση του ϐάρους w2 έχει ως συνέπεια τη µείωση της τιµής της F2 και
αύξηση της τιµής της F1 στη ϐέλτιστη λύση. Εφαρµόζοντας την τεχνική ELECTRE
I για ϐάρη w1 = 0.3 και w2 = 0.7, η ϐέλτιστη λύση παρουσιάζει τη µικρότερη τιµή
της F2 και τη µεγαλύτερη τιµή της F1. ΄Οταν τα ϐάρη ισούνται µε w1 = 0.7 και
w2 = 0.3, η ϐέλτιστη λύση διαθέτει τη µικρότερη τιµή της συνάρτησης κόστους F1
και τη µεγαλύτερη τιµή της συνάρτησης κόστους F2. Χρησιµοποιώντας τα ϐάρη
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w1 = 0.6 και w2 = 0.4, οι ϐέλτιστες λύσεις ϐρίσκονται σε κεντρικότερα τµήµατα
του µετώπου Pareto σε σχέση µε τις προηγούµενες περιπτώσεις. Οι πιο κεντρικές
ϐέλτιστες λύσεις επιτυγχάνονται µε τα ϐάρη w1 = 0.5 και w2 = 0.5. Τα άτοµα του
µετώπου Pareto που επιλέγονται από τις δύο τεχνικές για τον τελευταίο συνδυασµό
ϐαρών είναι διαδοχικά.

Σχήµα 3.1: Πρόβληµα ελαχιστοποίησης δύο στόχων ZDT 1: Βέλτιστες λύσεις από την
‘a posteriori’ εφαρµογή των τεχνικών TOPSIS και ELECTRE I στο αποτελούµενο από 15
άτοµα µέτωπο Pareto για τα αναγραφόµενα ϐάρη.

Στη συνέχεια, επιλύεται το ίδιο πρόβληµα ορίζοντας 30 άτοµα στο σύνολο των
επιλέκτων. ΄Οπως διακρίνεται στο σχήµα (3.2), χρησιµοποιώντας ϐάρη w1 = 0.3 και
w2 = 0.7, τα αποτελέσµατα των δύο τεχνικών είναι αντίστοιχα αυτών που
προέκυψαν για 15 επίλεκτες λύσεις. Εφαρµόζοντας την τεχνική TOPSIS για ϐάρη
w1 = 0.7 και w2 = 0.3, επιλέγεται ως ϐέλτιστο κεντρικότερο άτοµο του µετώπου
Pareto σε σχέση µε την τεχνική ELECTRE I, ϐάσει της οποίας ϐέλτιστη ϑεωρείται η
ακραία λύση. Χρησιµοποιώντας ϐάρη w1 = 0.5 και w2 = 0.5 και w1 = 0.6 και
w2 = 0.4, οι ϐέλτιστες λύσεις αποµακρύνονται από τα άκρα του µετώπου. Τα άτοµα
του µετώπου Pareto που επιλέγονται από τις δύο τεχνικές για ίσα ϐάρη είναι
διαδοχικά.

Η σύγκριση των αποτελεσµάτων των τεχνικών TOPSIS και ELECTRE I δείχνει πως
κάθε τεχνική παρουσιάζει όµοια συµπεριφορά ανεξαρτήτως αριθµού ατόµων που
συνθέτουν ένα µέτωπο µη-κυριαρχούµενων λύσεων. Οι διαφορές που προκύπτουν
στις λύσεις οφείλονται στη διαφορετική κατανοµή των ατόµων σε κάθε µέτωπο.

Στη συνέχεια, επαναχρησιµοποιείται το αποτελούµενο από 30 άτοµα µέτωπο Pareto
του προβλήµατος ZDT 1. Εφαρµόζεται η τεχνική ELECTRE I χρησιµοποιώντας δύο
διαφορετικά κριτήρια επιλογής των ϐέλτιστων λύσεων. Ο πίνακας Α, εξ. (2.15),
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Σχήµα 3.2: Πρόβληµα ελαχιστοποίησης δύο στόχων ZDT 1: Βέλτιστες λύσεις από την
‘a posteriori’ εφαρµογή των τεχνικών TOPSIS και ELECTRE I στο αποτελούµενο από 30
άτοµα µέτωπο Pareto για τα αναγραφόµενα ϐάρη.

αποτελεί το πρώτο κριτήριο επιλογής και ο πίνακας Β, εξ. (2.16), αποτελεί το
δεύτερο. Στο σχήµα (3.3) παρουσιάζονται οι διαφορές που προκύπτουν στις
ϐέλτιστες λύσεις για τους τέσσερις συνδυασµούς ϐαρών του πίνακα 3.1.
Χρησιµοποιώντας τα ϐάρη w1 = 0.3 και w2 = 0.7, παρατηρείται ότι σύµφωνα µε τον
πίνακα Α, ϐέλτιστη ϑεωρείται η ακραία λύση του µετώπου Pareto µε τη µικρότερη
τιµή της συνάρτησης κόστους F1 και τη µεγαλύτερη της F2. Σε αντίθεση µε τον
πίνακα Β, ο υπολογισµός των τιµών του πίνακα Α ϐασίζεται αποκλειστικά στα ϐάρη
που ορίζει ο DM και όχι στις τιµές των συναρτήσεων κόστους. Συνεπώς, ϐάσει
αυτού του πίνακα η ϐέλτιστη λύση ενός µετώπου µη-κυριαρχούµενων λύσεων σε
ένα πρόβληµα ελαχιστοποίησης έχει πάντα τη µικρότερη τιµή της συνάρτησης
κόστους που αντιστοιχεί στο µεγαλύτερο ϐάρος. Σε περίπτωση ίσων ϐαρών, τα
στοιχεία του πίνακα Α αποκτούν µηδενικές τιµές µε αποτέλεσµα ο πίνακας Β να
καθορίζει το αποτέλεσµα. Χρησιµοποιώντας ϐάρη w1 = 0.7, w2 = 0.3 και w1 = 0.6,
w2 = 0.4, οι ϐέλτιστες λύσεις ϐάσει του πίνακα Β εντοπίζονται σε κεντρικότερα
τµήµατα του µετώπου Pareto σε σύγκριση µε τις αντίστοιχες του πίνακα Κ.
Επιπλέον, σε σχέση µε τα ϐέλτιστα άτοµα των πινάκων Α και Κ, τα άτοµα που
επιλέγονται από τον πίνακα Β ϐρίσκονται πιο κοντά στα αντίστοιχα που
προκύπτουν χρησιµοποιώντας την τεχνική TOPSIS.

Συµπεραίνεται ότι, για κυρτή µορφή µετώπου µη-κυριαρχούµενων λύσεων, χρήση
της τεχνικής ELECTRE I µε διαφορετικά κριτήρια επιλογής της ϐέλτιστης λύσης
οδηγεί σε διαφορετικά αποτελέσµατα. Η ϐέλτιστη λύση που προκύπτει µε ϐάση τον
πίνακα Β είναι καλύτερη για τον DM σε σχέση µε αυτή που προκύπτει από τον
πίνακα Α. Επιπλέον, οι ϐέλτιστες λύσεις ϐάσει του πίνακα Β είναι οι πλησιέστερες
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Σχήµα 3.3: Πρόβληµα ελαχιστοποίησης δύο στόχων ZDT 1: Βέλτιστες λύσεις από την
‘a posteriori’ εφαρµογή των τεχνικών TOPSIS και ELECTRE I στο αποτελούµενο από 30
άτοµα µέτωπο Pareto για τα αναγραφόµενα ϐάρη. Η ϐέλτιστη λύση της τεχνικής ELECTRE
I προκύπτει ϐάσει των πινάκων Α, Β ή Κ.

των ϐέλτιστων λύσεων της τεχνικής TOPSIS.

Η εύρεση της ϐέλτιστης, για τον DM, λύσης σε ένα πρόβληµα ΜΟΟ απαιτεί την
εφαρµογή τεχνικών MCDM. Η εφαρµογή αυτή µπορεί να αποφευχθεί
µετατρέποντας το πρόβληµα ΜΟΟ σε SOO. Οι συναρτήσεις κόστους
πολλαπλασιάζονται µε τα αντίστοιχα ϐάρη και αθροίζονται δηµιουργώντας µία νέα
συνάρτηση κόστους,

F =
Mo∑
j=1

wjFj (3.2)

Επιλύεται το πρόβληµα SOO και προκύπτει µία ϐέλτιστη λύση. Στη συγκεκριµένη
περίπτωση, χρησιµοποιούνται η σχέση (3.2) και τα ϐάρη του πίνακα 3.1 για την
επίλυση του προβλήµατος ZDT 1. Κριτήριο τερµατισµού για το πρόβληµα SOO είναι
οι 5000 αξιολογήσεις. Τα αποτελέσµατα συγκρίνονται µε τις ϐέλτιστες λύσεις των
τεχνικών TOPSIS και ELECTRE I στο αποτελούµενο από 30 άτοµα µέτωπο Pareto.
Πιο συγκεκριµένα, η λύση αυτή κυριαρχεί για ϐάρη w1 = 0.3, w2 = 0.7 και w1 = 0.5,
w2 = 0.5, στη ϐέλτιστη λύση της τεχνικής ELECTRE I. Σε καµία όµως περίπτωση
ϐαρών, η ϐέλτιστη λύση του προλήµατος SOO δεν κυριαρχείται από τη ϐέλτιστη λύση
της τεχνικής ELECTRE I. Επιπλέον, για κανένα συνδυασµό ϐαρών η ϐέλτιστη λύση
του προβλήµατος SOO δεν κυριαρχείται από τη ϐέλτιστη λύση της τεχνικής TOPSIS.

Η διαφορά των δύο τρόπων αντιµετώπισης ενός προβλήµατος MOO είναι η εξής. Οι
δύο τεχνικές TOPSIS και ELECTRE I εφαρµοζόµενες ‘a posteriori’ στο πρόβληµα
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Σχήµα 3.4: Πρόβληµα ελαχιστοποίησης δύο στόχων ZDT 1: Βέλτιστες λύσεις του
προβλήµατος SOO F = w1F1 + w2F2 σε σχέση µε τις ϐέλτιστες λύσεις που προκύπτουν
από την ‘a posteriori’ εφαρµογή των τεχνικών TOPSIS και ELECTRE I στο αποτελούµενο
από 30 άτοµα µέτωπο Pareto. Η επίλυση του προβλήµατος SOO και η εφαρµογή των
τεχνικών MCDM γίνεται για τα αναγραφόµενα ϐάρη.

ΜΟΟ, εντοπίζουν τη ϐέλτιστη λύση σε ένα µέτωπο µη-κυριαρχούµενων λύσεων
χρησιµοποιώντας όσους συνδυασµούς ϐαρών ορίζει ο DM. Αντίθετα, το πρόβληµα
SOO απαιτεί τόσες επιλύσεις, όσοι είναι και οι επιθυµητοί συνδυασµοί ϐαρών.
Οδηγεί σε µία ϐέλτιστη λύση και απαιτεί γνώση των ϐαρών που ορίζει ο DM πριν
ξεκινήσει η ϐελτιστοποίηση.

Η διερεύνηση αποτελεσµάτων σε κυρτά µέτωπα µη-κυριαρχούµενων λύσεων
συνεχίζεται πραγµατοποιώντας συγκρίσεις των ϐέλτιστων λύσεων ανάλογα µε την
καµπλυλότητα των µετώπων. Για το σκοπό αυτό χρησιµοποιούνται ξανά το µέτωπο
Pareto του προβλήµατος ZDT 1 σε σύγκριση µε το µέτωπο του προβλήµατος
Schaffer 1 [40], το οποίο περιγράφεται ως εξής :

Min

[
f1(x) = x2

f2(x) = (x− 2)2

]
(3.3)

Το πρόβληµα Schaffer 1 αποτελείται από µία µεταβλητή σχεδιασµού η οποία
ϐρίσκεται εντός των ορίων −10 ≤ x ≤ 10. Για την επίλυση του χρησιµοποιείται ένας
(µ,λ)=(30,60) ΕΑ µε κριτήριο τερµατισµού τις 1000 αξιολογήσεις και 30 άτοµα στο
σύνολο των επιλέκτων. Το µέτωπο Pareto που προκύπτει είναι κυρτό και µε
καµπυλότητα µεγαλύτερη αυτού του προβλήµατος ZDT 1. Οι τιµές και των δύο
συναρτήσεων κόστους ϐρίσκονται µέσα στο διάστηµα [0,4], γεγονός που οδηγεί
στην ανάλογη προσαρµογή του εύρους των τιµών των συναρτήσεων κόστους του
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προβλήµατος ZDT 1. Με αυτόν τον τρόπο, είναι δυνατή η σύγκριση των
αποτελεσµάτων εφαρµογής των τεχνικών MCDM στα δύο µέτωπα Pareto. Από το
σχήµα (3.5) παρατηρείται πως οι λύσεις του προβλήµατος Schaffer 1 που είναι οι
ϐέλτιστες ϐάσει των τεχνικών TOPSIS και ELECTRE I χρησιµοποιώντας ϐάρη
w1 = 0.6, w2 = 0.4 και w1 = 0.5, w2 = 0.5, ϐρίσκονται κεντρικότερα του µετώπου
και πλησιέστερα µεταξύ τους σε σχέση µε τις αντίστοιχες ϐέλτιστες λύσεις του
προβλήµατος ZDT 1. Αντίθετα, χρησιµοποιώντας ϐάρη w1 = 0.3, w2 = 0.7 και
w1 = 0.7, w2 = 0.3, οι ϐέλτιστες λύσεις που προκύπτουν από την τεχνική ELECTRE
I για το πρόβληµα Schaffer 1 παραµένουν στα άκρα του µετώπου Pareto ενώ της
τεχνικής TOPSIS µετατοπίζονται κεντρικότερα. Συνεπώς, στα ϐάρη αυτά υπάρχει
µεγαλύτερη απόκλιση αποτελεσµάτων µεταξύ των δύο τεχνικών, σε σχέση µε τα
αποτελέσµατα εφαρµογής τους στο πρόβληµα ZDT 1.

Σχήµα 3.5: Πρόβληµα ελαχιστοποίησης δύο στόχων ZDT 1 και Schaffer1: Βέλτιστες
λύσεις από την ‘a posteriori’ εφαρµογή των τεχνικών TOPSIS και ELECTRE I στα
αποτελούµενα από 30 άτοµα µέτωπα Pareto για τα αναγραφόµενα ϐάρη.

Παρατηρείται πως η καµπυλότητα ενός κυρτού µετώπου µη-κυριαρχούµενων
λύσεων επιδρά στη συµπεριφορά των δύο τεχνικών. Η τεχνική TOPSIS οδηγείται σε
κεντρικότερες ϐέλτιστες λύσεις ενώ οι ϐέλτιστες λύσεις της τεχνικής ELECTRE I δεν
αποµακρύνονται πάντα από τα άκρα του µετώπου.

Μη-κυρτά Μέτωπα Μη-Κυριαρχούµενων Λύσεων

Σε αυτό το τµήµα της εργασίας γίνεται µελέτη της συµπεριφοράς των τεχνικών
TOPSIS και ELECTRE I όταν εφαρµόζονται σε µη-κυρτά µέτωπα
µη-κυριαρχούµενων λύσεων. Επιλύεται το πρόβληµα ΟΚΑ 2 [41] χρησιµοποιώντας
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έναν (µ,λ)=(30,60) ΕΑ µε κριτήριο τερµατισµού τις 5000 αξιολογήσεις και 30 άτοµα
στο σύνολο των επιλέκτων.

Min

[
f1(x) = x1

f2(x) = 1− 1
4π2 (x1 + π)2 + |x2 − 5cos(x1)|

1
3 + |x3 − 5sin(x1)|

1
3

]
(3.4)

Το πρόβληµα αποτελείται από τρεις µεταβλητές σχεδιασµού (Ν=3) για τις οποίες
ισχύει -π ≤ x1 ≤ π, −5 ≤ x2 ≤ 5 και −5 ≤ x3 ≤ 5. Εφαρµόζοντας την τεχνική
TOPSIS για τα ϐάρη του πίνακα 3.1 παρατηρείται από το σχήµα (3.6) πως οι µόνες
λύσεις που εντοπίζονται είναι οι δύο ακραίες, δηλαδή αυτές µε τη µικρότερη ή τη
µεγαλύτερη τιµή των συναρτήσεων κόστους. ΄Οµοια είναι τα αποτελέσµατα
χρησιµοποιώντας την τεχνική ELECTRE I, οι ϐέλτιστες λύσεις της οποίας
ταυτίζονται µε αυτές της τεχνικής TOPSIS. Συνεπώς, στις περιπτώσεις όπου οι δύο
στόχοι έχουν παρόµοια ή ίδια ϐαρύτητα για τον DM, η λύση δεν ανταποκρίνεται
στις ανάγκες του. Για αυτόν το λόγο, εφαρµόζονται οι τεχνικές TOPSIS και
ELECTRE I µε στόχο τις τρεις καλύτερες λύσεις για ϐάρη w1 = 0.5, w2 = 0.5 και
w1 = 0.6, w2 = 0.4. Οι ϐέλτιστες λύσεις κάθε τεχνικής αντιστοιχούν στις τρεις
διαδοχικές λύσεις του άκρου του µετώπου Pareto µε τις µικρότερες τιµές της
συνάρτησης κόστους F1 και τις µεγαλύτερες τιµές της συνάρτησης κόστους F2.
Παρατηρείται, εποµένως, ότι προτεραιότητα στην κατάταξη των λύσεων από τις δύο
τεχνικές MCDM έχουν διαδοχικές ακραίες λύσεις του µετώπου Pareto.

Σχήµα 3.6: Πρόβληµα ελαχιστοποίησης δύο στόχων ΟΚΑ 2: Βέλτιστες λύσεις από την
‘a posteriori’ εφαρµογή των τεχνικών TOPSIS και ELECTRE I στα αποτελούµενα από
30 άτοµα µέτωπα Pareto για τα αναγραφόµενα ϐάρη. Απεικόνιση των τριών ϐέλτιστων
λύσεων ϐάσει των δύο τεχνικών για ϐάρη w1 = 0.5, w2 = 0.5 και w1 = 0.6, w2 = 0.4.

Με στόχο την περαιτέρω διερεύνηση εφαρµογής των τεχνικών σε µη-κυρτά µέτωπα
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µη-κυριαρχούµενων λύσεων πραγµατοποιείται η εξής διαδικασία. Επιπλέον του
µετώπου Pareto εφαρµόζονται οι τεχνικές TOPSIS και ELECTRE I σε τέσσερα
µέτωπα µη-κυριαρχούµενων λύσεων ενδιάµεσων γενιών. Τα µέτωπα αυτά
αποτελούνται επίσης από 30 άτοµα. Η διερεύνηση εστιάζεται στην περίπτωση όπου
οι δύο συναρτήσεις κόστους έχουν παρόµοια ϐαρύτητα. ΄Οπως ϕαίνεται στα
σχήµατα (3.7) και (3.8), οι ϐέλτιστες λύσεις των µετώπων µη-κυριαρχούµενω
λύσεων για ϐάρη w1 = 0.5, w2 = 0.5 και w1 = 0.6, w2 = 0.4 σχεδόν ταυτίζονται µε
τις ϐέλιστες λύσεις των δύο τεχνικών για τα ίδια ϐάρη στο µετωπο Pareto της
τελικής γενιάς. Συνεπώς, σε περιπτώσεις µη-κυρτών µετώπων µη-κυριαρχούµενω
λύσεων οι ϐέλτιστες λύσεις που προκύπτουν ϐρίσκονται είτε στο ένα άκρο των
µετώπων είτε στο άλλο ανεξαρτήτως αριθµού αξιολογήσεων.

Σχήµα 3.7: Πρόβληµα ελαχιστοποίησης δύο στόχων ΟΚΑ 2: Βέλτιστες λύσεις από
την ‘a posteriori’ εφαρµογή των τεχνικών TOPSIS και ELECTRE I στα µέτωπα µη-
κυριαρχούµενων λύσεων πέντε διαφορετικών γενιών. Εφαρµογή των τεχνικών για ϐάρη
w1 = 0.5, w2 = 0.5.

Η διαφοροποίηση των µη-κυρτών από τα κυρτά µέτωπα µη-κυριαρχούµενων λύσεων
γίνεται αισθητή από τα παραπάνω αποτελέσµατα. Σε µη-κυρτά µέτωπα οι ϐέλτιστες
λύσεις των τεχνικών TOPSIS και ELECTRE I προσκολλώνται στα άκρα, σε αντίθεση
µε τα κυρτά όπου οι ϐέλτιστες λύσεις ανταποκρίνονται στις προτιµήσεις του DM.
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Σχήµα 3.8: Πρόβληµα ελαχιστοποίησης δύο στόχων ΟΚΑ 2: Βέλτιστες λύσεις από
την ‘a posteriori’ εφαρµογή των τεχνικών TOPSIS και ELECTRE I στα µέτωπα µη-
κυριαρχούµενων λύσεων πέντε διαφορετικών γενιών. Εφαρµογή των τεχνικών για ϐάρη
w1 = 0.6, w2 = 0.4.

∆ιακοπτόµενα Μέτωπα Μη-Κυριαρχούµενων Λύσεων

Στη συνέχεια, επιλύεται το πρόβληµα Kursawe [42] το οποίο περιγράφεται ως εξής :

Min

[
f1(x) = ∑2

i=1[−10exp(−0.2
√
x2
i + x2

i+1)]
f2(x) = ∑3

i=1[|xi|0.8 + 5sin(xi3)]

]
(3.5)

Το πρόβληµα αποτελείται από τρεις µεταβλητές σχεδιασµού (Ν=3) για τις οποίες
ισχύει−5 ≤ xi ≤ 5. Χρησιµοποιείται ένας (µ,λ)=(30,60) ΕΑ µε κριτήριο τερµατισµού
τις 5000 αξιολογήσεις, τόσο µε 15 όσο και µε 30 άτοµα στο σύνολο των επιλέκτων. Η
επίλυση οδηγεί σε διακοπτόµενο µέτωπο Pareto στο οποίο εφαρµόζονται οι τεχνικές
TOPSIS και ELECTRE I. Τα συµπεράσµατα που προκύπτουν από τα σχήµατα (3.9)
και (3.10) είναι τα ακόλουθα: Χρησιµοποιώντας τους τέσσερις συνδυασµούς ϐαρών
του πίνακα 3.1 η ϐέλτιστη λύση προσκολλάται στο ένα άκρο του µετώπου Pareto.
Συγκεκριµένα, η ϐέλτιστη λύση αντιστοιχεί στη µεγαλύτερη τιµή της συνάρτησης
κόστους F1 και στη µικρότερη τιµή της συνάρτησης κόστους F2. Χρειάζεται να δοθούν
ϐάρη w1 = 0.9 και w2 = 0.1 για την επιλογή της λύσης του µετώπου Pareto µε τη
µικρότερη τιµή της συνάρτησης κόστους F1 και τη µεγαλύτερη τιµή της συνάρτησης
κόστους F2.

Παρατηρείται πως στην περίπτωση του διακοπτόµενου µετώπου µη-κυριαρχούµενων
λύσεων η εφαρµογή των τεχνικών TOPSIS και ELECTRE I καταλήγει σε ακραίες
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Σχήµα 3.9: Πρόβληµα ελαχιστοποίησης δύο στόχων Kursawe: Βέλτιστες λύσεις από την
‘a posteriori’ εφαρµογή των τεχνικών TOPSIS και ELECTRE I στο αποτελούµενο από 15
άτοµα µέτωπο Pareto για τα αναγραφόµενα ϐάρη.

Σχήµα 3.10: Πρόβληµα ελαχιστοποίησης δύο στόχων Kursawe: Βέλτιστες λύσεις από
την ‘a posteriori’ εφαρµογή των τεχνικών TOPSIS και ELECTRE I στο αποτελούµενο από
30 άτοµα µέτωπο Pareto για τα αναγραφόµενα ϐάρη.

ϐέλτιστες λύσεις που µπορεί να µην ανταποκρίνονται στις προτιµήσεις του DM.
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3.1.2 Μαθηµατικά Προβλήµατα Ελαχιστοποίησης Τριών

Στόχων

Στη συνέχεια, εφαρµόζονται οι τεχνικές TOPSIS και ELECTRE I σε µαθηµατικά
προβλήµατα ελαχιστοποίησης τριών στόχων. Στην περίπτωση 3D µετώπων
µη-κυριαρχούµενων λύσεων τίθεται το ϑέµα αναπαράστασης των ατόµων στον 3D
χώρο. Η 3D απεικόνιση διαφέρει σε σχέση µε τη 2D ως προς την ευκολία διάκρισης
των τιµών των συναρτήσεων κόστους των λύσεων του προβλήµατος ΜΟΟ. Στη
διπλωµατική εργασία χρησιµοποιείται εκτός από τη 3D αναπαράσταση, η τεχνική
απεικόνισης των παράλληλων συντεταγµένων [43]. Η τεχνική αυτή χρησιµοποιεί
τον 2D χώρο µε τον εξής τρόπο. Σχηµατίζονται τρία, κάθετα στον οριζόντιο άξονα,
παράλληλα ευθύγραµµα τµήµατα. Καθένα από αυτά αντιστοιχεί σε µία συνάρτηση
κόστους. Οι τιµές των συναρτήσεων κόστους προσαρµόζονται στο εύρος [0,1], µε το
0 να αντιστοιχεί στην ελάχιστη και το 1 στη µέγιστη τιµή κάθε συνάρτησης κόστους.
Στη συνέχεια, χαράσσονται δύο ευθύγραµµα τµήµατα που ενώνουν τα ευθύγραµµα
τµήµατα των συναρτήσεων F1, F2 και F2, F3 στα σηµεία που αντιστοιχούν στην
τριάδα τιµών των συναρτήσεων κόστους κάθε λύσης. Οι ϐέλτιστες λύσεις των δύο
τεχνικών σηµειώνονται µε έντονο χρώµα.

Εκτός του ϑέµατος της απεικόνισης των ατόµων που συνθέτουν τα µέτωπα
µη-κυριαρχούµενων λύσεων σε προβλήµατα ϐελτιστοποίησης τριών στόχων, αύξηση
των διαστάσεων ενός προβλήµατος ΜΟΟ οδηγεί σε αύξηση της πολυπλοκότητας και
συνεπώς του υπολογιστικού του κόστους. Για αυτόν το λόγο, διερευνάται η
διαφοροποίηση των λύσεων κάθε τεχνικής ανάλογα µε τον αριθµό αξιολογήσεων
που χρησιµοποιούνται ως κριτήριο τερµατισµού της ϐελτιστοποίησης.
Εφαρµόζονται συνεπώς, οι τεχνικές MCDM σε µέτωπα µη-κυριαρχούµενων λύσεων
διαφορετικών γενιών πέραν της τελικής.

Πρόβληµα MHHM 2

Αρχικά, επιλύεται το πρόβληµα MHHM 2 [44],

Min

 f1(x) = (x1 − 0.8)2 + (x2 − 0.6)2

f2(x) = (x1 − 0.85)2 + (x2 − 0.7)2

f3(x) = (x1 − 0.9)2 + (x2 − 0.6)2

 (3.6)

Το συγκεκριµένο πρόβληµα αποτελείται από δύο µεταβλητές σχεδιασµού (Ν=2) για
τις οποίες ισχύει 0 ≤ xi ≤ 1. Χρησιµοποιείται ένας (30,60) ΕΑ µε κριτήριο
τερµατισµού τις 5000 αξιολογήσεις. Στα σχήµατα (3.11), (3.12) παρουσιάζονται,
χρησιµοποιώντας τη 3D απεικόνιση, οι ϐέλτιστες λύσεις ϐάσει των τεχνικών TOPSIS
και ELECTRE I για 15 και για 30 άτοµα στο µέτωπο Pareto αντίστοιχα. Για
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µεγαλύτερη κατανόηση των αποτελεσµάτων χρησιµοποιείται η τεχνική των
παράλληλων συντεταγµένων στο αποτελούµενο από 15 άτοµα µέτωπο Pareto
(σχήµα (3.13)). Παρατηρώντας το σχήµα (3.13), ϕαίνεται πως για κάθε συνδυασµό
ϐαρών του πίνακα 3.1 εκτός του w1 = 0.3, w2 = 0.1, w3 = 0.1, οι ϐέλτιστες λύσεις
από την εφαρµογή των δύο τεχνικών ταυτίζονται. Επιπλέον, οι ϐέλτιστες λύσεις για
ϐάρη w1 = 0.7, w2 = 0.1, w3 = 0.2 και w1 = 0.1, w2 = 0.1, w3 = 0.8, παρουσιάζουν
µικρότερη τιµή της συνάρτησης κόστους µε το µεγαλύτερο ϐάρος σε σχέση µε τις
υπόλοιπες συναρτήσεις. Χρησιµοποιώντας τα ϐάρη w1 = 0.3, w2 = 0.6, w3 = 0.1, η
ϐέλτιστη λύση ϐάσει της τεχνικής ELECTRE I αντιστοιχεί στη δεύτερη µικρότερη
τιµή της συνάρτησης κόστους F2 ενώ η ϐέλτιστη λύση ϐάσει της τεχνικής TOPSIS
ταυτίζεται µε αυτή για ίσα ϐάρη των συναρτήσεων κόστους.

Σχήµα 3.11: Πρόβληµα ελαχιστοποίησης δύο στόχων MHHM 2: Βέλτιστες λύσεις από
την εφαρµογή των τεχνικών TOPSIS και ELECTRE I ‘a posteriori’ στο αποτελούµενο από
15 άτοµα µέτωπο Pareto για τα αναγραφόµενα ϐάρη.

Στη συνέχεια, επιλύοντας το ίδιο πρόβληµα εξετάζεται η µεταβολή των ϐέλτιστων
λύσεων των τεχνικών TOPSIS και ELECTRE I όταν αυτές εφαρµόζονται σε µέτωπα
µη-κυριαρχούµενων λύσεων διαφορετικών γενιών. Ορίζονται 15 άτοµα στο σύνολο
των επιλέκτων, χρησιµοποιούνται οι µη-κυριαρχούµενες λύσεις τεσσάρων
ενδιάµεσων γενιών και οι λύσεις του µετώπου Pareto της τελευταίας γενιάς. Η
αναπαράσταση γίνεται τόσο µε τον 3D τρόπο όσο και µε την τεχνική των
παράλληλων συντεταγµένων. Παρατηρώντας τα σχήµατα (3.14), (3.15) και (3.16) σε
σύγκριση µε το σχήµα (3.11), διακρίνεται πως στις ϐέλτιστες λύσεις η συνάρτηση
κόστους που προτιµάται κάθε ϕορά από τον DM παρουσιάζει πολύ µικρές
µεταβολές από γενιά σε γενιά. ΄Οταν τα ϐάρη ισούνται µε w1 = 0.7, w2 = 0.1,
w3 = 0.2, στο 3D σχήµα (3.14) οι τιµές του άξονα της F1 είναι µία τάξη µεγέθους
µικρότερες από τις τιµές της ίδιας συνάρτησης κόστους στο µέτωπο Pareto (3.11).

41



Σχήµα 3.12: Πρόβληµα ελαχιστοποίησης δύο στόχων MHHM 2: Βέλτιστες λύσεις από
την εφαρµογή των τεχνικών TOPSIS και ELECTRE I ‘a posteriori’ στο αποτελούµενο από
30 άτοµα µέτωπο Pareto για τα αναγραφόµενα ϐάρη.

Σχήµα 3.13: Πρόβληµα ελαχιστοποίησης τριών στόχων MHHM 2: Απεικόνιση µε την
τεχνική των παράλληλων συντεταγµένων του αποτελούµενου από 15 άτοµα µετώπου
Pareto και των ϐέλτιστων, σε αυτό, λύσεων από την εφαρµογή των τεχνικών TOPSIS
και ELECTRE I ‘a posteriori’ για τα αναγραφόµενα ϐάρη.

Οµοίως, χρησιµοποιώντας ϐάρη w1 = 0.3, w2 = 0.6, w3 = 0.1 και w1 = 0.1,
w2 = 0.1, w3 = 0.8 (σχήµατα (3.15) και (3.16) αντίστοιχα) οι τιµές των συναρτήσεων
κόστους στις οποίες έχει προτίµηση ο DM µεταβάλλονται στις ϐέλτιστες λύσεις σε

42



εύρος µίας τάξης µεγέθους µικρότερο από το εύρος µεταβολής τους στο µέτωπο
Pareto του σχήµατος (3.11). Παρατηρείται διαφορετική συµπεριφορά των
αποτελεσµάτων στην τελευταία περίπτωση του σχήµατος (3.17), όπου όλοι οι στόχοι
έχουν την ίδια ϐαρύτητα για τον DM. Σε αυτήν την περίπτωση, τα εύρη µεταβολής
των τιµών των συναρτήσεων κόστους των ϐέλτιστων λύσεων δεν αλλάζουν τάξη
µεγέθους συγκριτικά µε τα αντίστοιχα εύρη µεταβολής στο µέτωπο Pareto του
σχήµατος (3.11). Συνεπώς, οι τελικές λύσεις παρουσιάζουν µεγαλύτερες διαφορές
από γενιά σε γενιά σε σχέση µε τις προηγούµενες περιπτώσεις. Τα ίδια
συµπεράσµατα προκύπτουν και µε την τεχνική των παράλληλων συντεταγµένων,
όπου από τα σχήµατα (3.18), (3.19) και (3.20) γίνεται εµφανής η µικρότερη
µεταβολή της τιµής της συνάρτησης µεγαλύτερου ενδιαφέροντος για τον DM σε
σχέση µε τις υπόλοιπες στη ϐέλτιστη λύση. Επιπλέον, στο σχήµα (3.21),
επαληθεύεται πως, για ίσα ϐάρη, οι µεταβολές των τιµών των συναρτήσεων κόστους
των ϐέλτιστων λύσεων είναι συγκρίσιµες.

Σχήµα 3.14: Πρόβληµα ελαχιστοποίησης τριών στόχων MHHM 2: Βέλτιστες λύσεις από
την ‘a posteriori’ εφαρµογή των τεχνικών TOPSIS και ELECTRE I στα αποτελούµενα
από 15 άτοµα µέτωπα µη-κυριαρχούµενων λύσεων πέντε διαφορετικών γενιών για ϐάρη
w1 = 0.7, w2 = 0.1, w3 = 0.2.
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Σχήµα 3.15: Πρόβληµα ελαχιστοποίησης τριών στόχων MHHM 2: Βέλτιστες λύσεις από
την ‘a posteriori’ εφαρµογή των τεχνικών TOPSIS και ELECTRE I στα αποτελούµενα
από 15 άτοµα µέτωπα µη-κυριαρχούµενων λύσεων πέντε διαφορετικών γενιών για ϐάρη
w1 = 0.3, w2 = 0.6, w3 = 0.1.

Σχήµα 3.16: Πρόβληµα ελαχιστοποίησης τριών στόχων MHHM 2: Βέλτιστες λύσεις από
την ‘a posteriori’ εφαρµογή των τεχνικών TOPSIS και ELECTRE I στα αποτελούµενα
από 15 άτοµα µέτωπα µη-κυριαρχούµενων λύσεων πέντε διαφορετικών γενιών για ϐάρη
w1 = 0.1, w2 = 0.1, w3 = 0.8.
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Σχήµα 3.17: Πρόβληµα ελαχιστοποίησης τριών στόχων MHHM 2: Βέλτιστες λύσεις από
την ‘a posteriori’ εφαρµογή των τεχνικών TOPSIS και ELECTRE I στα αποτελούµενα
από 15 άτοµα µέτωπα µη-κυριαρχούµενων λύσεων πέντε διαφορετικών γενιών για ϐάρη
w1 = 1

3 , w2 = 1
3 , w3 = 1

3 .

Σχήµα 3.18: Πρόβληµα ελαχιστοποίησης τριών στόχων MHHM 2: Απεικόνιση µε την
τεχνική των παράλληλων συντεταγµένων των ϐέλτιστων λύσεων από την ‘a posteriori’
εφαρµογή των τεχνικών TOPSIS και ELECTRE I. Εφαρµογή των δύο τεχνικών MCDM σε
πέντε µη-κυριαρχούµενα µέτωπα διαφορετικών γενιών για ϐάρη w1 = 0.7, w2 = 0.1,
w3 = 0.2.
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Σχήµα 3.19: Πρόβληµα ελαχιστοποίησης τριών στόχων MHHM 2: Απεικόνιση µε την
τεχνική των παράλληλων συντεταγµένων των ϐέλτιστων λύσεων από την ‘a posteriori’
εφαρµογή των τεχνικών TOPSIS και ELECTRE I. Εφαρµογή των δύο τεχνικών MCDM σε
πέντε µη-κυριαρχούµενα µέτωπα διαφορετικών γενιών για ϐάρη w1 = 0.3, w2 = 0.6,
w3 = 0.1.

Σχήµα 3.20: Πρόβληµα ελαχιστοποίησης τριών στόχων MHHM 2: Απεικόνιση µε την
τεχνική των παράλληλων συντεταγµένων των ϐέλτιστων λύσεων από την ‘a posteriori’
εφαρµογή των τεχνικών TOPSIS και ELECTRE I. Εφαρµογή των δύο τεχνικών MCDM σε
πέντε µη-κυριαρχούµενα µέτωπα διαφορετικών γενιών για ϐάρη w1 = 0.1, w2 = 0.1,
w3 = 0.8.
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Σχήµα 3.21: Πρόβληµα ελαχιστοποίησης τριών στόχων MHHM 2: Απεικόνιση µε την
τεχνική των παράλληλων συντεταγµένων των ϐέλτιστων λύσεων από την ‘a posteriori’
εφαρµογή των τεχνικών TOPSIS και ELECTRE I. Εφαρµογή των δύο τεχνικών MCDM σε
πέντε µη-κυριαρχούµενα µέτωπα διαφορετικών γενιών για ϐάρη w1 = 1

3 , w2 = 1
3 , w3 = 1

3 .

Συµπεραίνεται πως οι δύο τεχνικές λειτουργούν αποδοτικά στη συγκεκριµένη
µορφή µετώπου µη-κυριαρχούµενων λύσεων. Ο αριθµός των αξιολογήσεων µπορεί
να συγκρατείται σε χαµηλότερα επίπεδα και, ταυτόχρονα, να επιτυγχάνεται
ϐέλτιστη λύση µε τιµή της προτιµώµενης από τον DM συνάρτησης κόστους κοντινή
σε αυτή που ϑα αντιστοιχούσε σε περισσότερες αξιολογήσεις.

Πρόβληµα MOP 5

Ακολουθεί η επίλυση του προβλήµατος MOP 5 [45],

Min

 f1(x) = 1
2(x1

2 + x2
2) + sin(x1

2 + x2
2)

f2(x) = 1
8(3x1 − 2x2 + 4)2 + 1

27(x1 − x2 + 1)2 + 15
f3(x) = 1

(x12+x22+1) − 1.1exp(−x1
2 − x2

2)

 (3.7)

Το πρόβληµα αποτελείται από δύο µεταβλητές σχεδιασµού (Ν=2), για τις οποίες
ισχύει −30 ≤ xi ≤ 30. Χρησιµοποιείται ένας (30,60) ΕΑ µε κριτήριο τερµατισµού
τις 5000 αξιολογήσεις. Εφαρµόζοντας τις δύο τεχνικές TOPSIS και ELECTRE I στο
µέτωπο Pareto, παρατηρείται από τα σχήµατα (3.22) και (3.23) πως οι ϐέλτιστες
λύσεις δεν παρουσιάζουν πάντα λογική αντιστοιχία µε τα ϐάρη του πίνακα 3.1. Το
ίδιο παρατηρείται και από το σχήµα (3.24) που απεικονίζει τη ϐέλτιστη λύση του
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προβλήµατος για 30 επίλεκτα άτοµα µε την τεχνική των παράλληλων συντεταγµένων.
Πιο συγκεκριµένα, στο σχήµα (3.24) διακρίνονται τα εξής : Τόσο στην περίπτωση των
15 όσο και στην περίπτωση των 30 επιλέκτων, η τεχνική TOPSIS οδηγείται κάθε
ϕορά σε ϐέλτιστες λύσεις µε τις µικρότερες τιµές των συναρτήσεων κόστους F1 και
F3. Η τιµή της συνάρτησης κόστους F2 της ϐέλτιστης λύσης παραµένει υψηλή,
παρουσιάζοντας µικρότερη τιµή για ϐάρη w1 = 0.3, w2 = 0.6, w3 = 0.1. Οι ίδιες
παρατηρήσεις ισχύουν και για την τεχνική ELECTRE I µε εξαίρεση τα ϐάρη w1 = 0.3,
w2 = 0.6, w3 = 0.1. Σε αυτήν την περίπτωση, η ϐέλτιστη λύση παρουσιάζει τη
µικρότερη τιµή της συνάρτησης κόστους F2 και µεγαλύτερες τιµές των συναρτήσεων
κόστους F1 και F3. Συνεπώς, υπάρχει µία δυσκολία στη ϐελτίωση της τιµής της
συνάρτησης κόστους F2 σε σχέση µε τις υπόλοιπες συναρτήσεις κόστους.

Σχήµα 3.22: Πρόβληµα ελαχιστοποίησης δύο στόχων MOP 5: Βέλτιστες λύσεις από την
‘a posteriori’ εφαρµογή των τεχνικών TOPSIS και ELECTRE I στο αποτελούµενο από 15
άτοµα µέτωπο Pareto για τα αναγραφόµενα ϐάρη.

Στη συνέχεια, ακολουθείται διαδικασία αντίστοιχη µε αυτήν του προβλήµατος
MHHM 2 για τη µελέτη των αποτελεσµάτων της εφαρµογής των τεχνικών TOPSIS
και ELECTRE I σε µέτωπα µη-κυριαρχούµενων λύσεων ενδιάµεσων γενιών.
Παρακολουθώντας τη µεταβολή των ϐέλτιστων λύσεων σε πέντε διαφορετικές γενιές,
συµπεριλαµβανοµένης και της τελικής, µε τη ϐοήθεια των σχηµάτων (3.29), (3.31)
και (3.32) διακρίνεται σταθερή συµπεριφορά ως προς τις τιµές των συναρτήσεων
κόστους των ϐέλτιστων λύσεων. Οι συναρτήσεις F1 και F3 παρουσιάζουν διαρκώς
µικρές τιµές, σε αντίθεση µε τη συνάρτηση κόστους F2. Παρόµοιες είναι οι
παρατηρήσεις χρησιµοποιώντας ϐάρη w1 = 0.3, w2 = 0.6, w3 = 0.1 (σχήµα (3.30))
στην περίπτωση της τεχνικής TOPSIS, µε τη διαφορά ότι οι ϐέλτιστες λύσεις έχουν
µικρότερες τιµές της συνάρτησης κόστους F2 σε σχέση µε τις ϐέλτιστες λύσεις
χρησιµοποιώντας τα προηγούµενα ϐάρη. Εξαίρεση αποτελεί η τεχνική ELECTRE I
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Σχήµα 3.23: Πρόβληµα ελαχιστοποίησης δύο στόχων MOP 5: Βέλτιστες λύσεις από την
‘a posteriori’ εφαρµογή των τεχνικών TOPSIS και ELECTRE I στο αποτελούµενο από 30
άτοµα µέτωπο Pareto για τα αναγραφόµενα ϐάρη.

Σχήµα 3.24: Πρόβληµα ελαχιστοποίησης τριών στόχων MOP 5: Απεικόνιση µε την
τεχνική των παράλληλων συντεταγµένων του αποτελούµενου από 30 άτοµα µετώπου
Pareto και των ϐέλτιστων, σε αυτό, λύσεων από την ‘a posteriori’ εφαρµογή των τεχνικών
TOPSIS και ELECTRE I για τα αναγραφόµενα ϐάρη.

καθώς, για τα συγκεκριµένα ϐάρη, η ϐέλτιστη λύση αντιστοιχεί στις προτιµήσεις
του DM σε όλες τις γενιές όπως ϕαίνεται στο σχήµα (3.30). Στα σχήµατα (3.25),
(3.26), (3.27) και (3.28) όπου παρουσιάζονται οι λύσεις των δύο τεχνικών στον 3D
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χώρο επαληθεύονται οι παραπάνω παρατηρήσεις.

Από τα προηγούµενα αποτελέσµατα ϕαίνεται η σηµασία της µορφής του µετώπου
µη-κυριαρχούµενων λύσεων στη λειτουργία των τεχνικών TOPSIS και ELECTRE I,
καθώς, στη συγκεκριµένη περίπτωση, οι προτιµήσεις του DM και οι ϐέλτιστες λύσεις
δεν παρουσιάζουν τη λογική αντιστοιχία του 3D προβλήµατος MHHM 2.

Σχήµα 3.25: Πρόβληµα ελαχιστοποίησης τριών στόχων MOP 5: Βέλτιστες λύσεις από την
‘a posteriori’ εφαρµογή των τεχνικών TOPSIS και ELECTRE I στα αποτελούµενα από 15
άτοµα µέτωπα µη-κυριαρχούµενων λύσεων πέντε διαφορετικών γενιών για ϐάρη w1 = 0.7,
w2 = 0.1, w3 = 0.2.
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Σχήµα 3.26: Πρόβληµα ελαχιστοποίησης τριών στόχων MOP 5: Βέλτιστες λύσεις από την
‘a posteriori’ εφαρµογή των τεχνικών TOPSIS και ELECTRE I στα αποτελούµενα από 15
άτοµα µέτωπα µη-κυριαρχούµενων λύσεων πέντε διαφορετικών γενιών για ϐάρη w1 = 0.3,
w2 = 0.6, w3 = 0.1.

Σχήµα 3.27: Πρόβληµα ελαχιστοποίησης τριών στόχων MOP 5: Βέλτιστες λύσεις από την
‘a posteriori’ εφαρµογή των τεχνικών TOPSIS και ELECTRE I στα αποτελούµενα από 15
άτοµα µέτωπα µη-κυριαρχούµενων λύσεων πέντε διαφορετικών γενιών για ϐάρη w1 = 0.1,
w2 = 0.1, w3 = 0.8.
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Σχήµα 3.28: Πρόβληµα ελαχιστοποίησης τριών στόχων MOP 5: Βέλτιστες λύσεις από την
‘a posteriori’ εφαρµογή των τεχνικών TOPSIS και ELECTRE I στα αποτελούµενα από 15
άτοµα µέτωπα µη-κυριαρχούµενων λύσεων πέντε διαφορετικών γενιών για ϐάρη w1 = 1

3 ,
w2 = 1

3 , w3 = 1
3 .

Σχήµα 3.29: Πρόβληµα ελαχιστοποίησης τριών στόχων MOP 5: Απεικόνιση µε την
τεχνική των παράλληλων συντεταγµένων των ϐέλτιστων λύσεων από την ‘a posteriori’
εφαρµογή των τεχνικών TOPSIS και ELECTRE I. Εφαρµογή των δύο τεχνικών MCDM σε
πέντε µη-κυριαρχούµενα µέτωπα διαφορετικών γενιών για ϐάρη w1 = 0.7, w2 = 0.1,
w3 = 0.2.
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Σχήµα 3.30: Πρόβληµα ελαχιστοποίησης τριών στόχων MOP 5: Απεικόνιση µε την
τεχνική των παράλληλων συντεταγµένων των ϐέλτιστων λύσεων από την ‘a posteriori’
εφαρµογή των τεχνικών TOPSIS και ELECTRE I. Εφαρµογή των δύο τεχνικών MCDM σε
πέντε µη-κυριαρχούµενα µέτωπα διαφορετικών γενιών για ϐάρη w1 = 0.3, w2 = 0.6,
w3 = 0.1.

Σχήµα 3.31: Πρόβληµα ελαχιστοποίησης τριών στόχων MOP 5: Απεικόνιση µε την
τεχνική των παράλληλων συντεταγµένων των ϐέλτιστων λύσεων από την ‘a posteriori’
εφαρµογή των τεχνικών TOPSIS και ELECTRE I. Εφαρµογή των δύο τεχνικών MCDM σε
πέντε µη-κυριαρχούµενα µέτωπα διαφορετικών γενιών για ϐάρη w1 = 0.1, w2 = 0.1,
w3 = 0.8.
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Σχήµα 3.32: Πρόβληµα ελαχιστοποίησης τριών στόχων MOP 5: Απεικόνιση µε την
τεχνική των παράλληλων συντεταγµένων των ϐέλτιστων λύσεων από την ‘a posteriori’
εφαρµογή των τεχνικών TOPSIS και ELECTRE I. Εφαρµογή των δύο τεχνικών MCDM σε
πέντε µη-κυριαρχούµενα µέτωπα διαφορετικών γενιών για ϐάρη w1 = 1

3 , w2 = 1
3 , w3 = 1

3 .

3.2 ‘A priori’ Εφαρµογή των Τεχνικών TOPSIS και

ELECTRE I

Σε αυτήν την ενότητα, γίνεται ‘a priori’ εφαρµογή των τεχνικών TOPSIS και
ELECTRE I σε µαθηµατικά προβλήµατα ΜΟΟ. ΄Οπως ήδη εξηγήθηκε, στην
περίπτωση εφαρµογής των τεχνικών MCDM ‘a priori’ η ϐελτιστοποίηση
πραγµατοποιείται ϐασιζόµενη στις προτιµήσεις του DM. Απαιτείται, συνεπώς,
γνώση των προτιµήσεων του DM πριν τη ϐελτιστοποίηση. Στη συνέχεια της
εργασίας, η τιµή Φ µε την οποία ϐαθµολογούνται τα άτοµα κάθε γενιάς ενός ΕΑ,
υπολογίζεται είτε χρησιµοποιώντας την τεχνική TOPSIS, είτε χρησιµοποιώντας την
τεχνική ELECTRE I. Με αυτόν τον τρόπο, τα ϐάρη των συναρτήσεων κόστους
επιδρούν στην επιλογή γονέων και το µέτωπο µη-κυριαρχούµενων λύσεων
οδηγείται προς τα τµήµατα του χώρου των αντικειµενικών συναρτήσεων που
παρουσιάζουν µεγαλύτερο ενδιαφέρον για τον DM. Συνεπώς, το αποτέλεσµα ‘a
priori’ εφαρµογής µίας τεχνικής MCDM είναι ένα µέτωπο Pareto διαφορετικό από
αυτό που υπολογίζεται χρησιµοποιώντας απλό ΕΑ. Στόχος της ‘a priori’ εφαρµογής
των τεχνικών MCDM είναι το νέο µέτωπο Pareto να αποτελείται από άτοµα που
εντοπίζονται κυρίως στα τµήµατα του χώρου των αντικειµενικών συναρτήσεων που
ενδιαφέρουν τον DM και είναι καλύτερα, κυριαρχούν δηλαδή σε αυτά του µετώπου
που υπολογίζεται από τον απλό ΕΑ. Αντίθετα, στα τµήµατα του χώρου των
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∆ύο Στόχοι Τρεις Στόχοι
w1 w2 w1 w2 w3

1 0.1 0.9 0.8 0.1 0.1
2 0.5 0.5 0.1 0.8 0.1
3 0.9 0.1 0.1 0.1 0.8

Πίνακας 3.2: Συνδυασµοί ϐαρών για την ‘a priori’ εφαρµογή των τεχνικών TOPSIS και
ELECTRE I σε µαθηµατικά προβλήµατα ΜΟΟ.

αντικειµενικών συναρτήσεων που δεν αποτελούν προτεραιότητα για τον DM
µη-κυριαρχούµενες λύσεις χειρότερες από αυτές του απλού ΕΑ δεν αποτελούν
πρόβληµα.

Στη συνέχεια, οι τεχνικές TOPSIS και ELECTRE I εφαρµόζονται ‘a priori’ στα
προβλήµατα ελαχιστοποίησης ZDT 1, ΟΚΑ 2, Kursawe και MHHM 2 που
παρουσιάστηκαν στην προηγούµενη ενότητα. Τα ϐάρη που αντιστοιχούν στις
προτιµήσεις του DM είναι τα εξής :

3.2.1 Μαθηµατικά Προβλήµατα Ελαχιστοποίησης ∆ύο Στόχων

Κυρτά Μέτωπα Μη-Κυριαρχούµενων Λύσεων

Αρχικά επιλύεται το πρόβληµα ZDT 1, (3.1), χρησιµοποιώντας έναν (10,20) ΕΑ µε
30 άτοµα στο σύνολο των επιλέκτων. Ως κριτήριο τερµατισµού της ϐελτιστοποίησης
ορίζονται οι 500 αξιολογήσεις.

Τα αποτελέσµατα εφαρµογής της τεχνικής TOPSIS παρουσιάζονται στο σχήµα
(3.33) για τους τρεις συνδυασµούς ϐαρών του πίνακα 3.2, σε σύγκριση µε το
µέτωπο Pareto που υπολογίζεται χρησιµοποιώντας απλό ΕΑ. Παρατηρείται ότι για
ϐάρη w1 = 0.1, w2 = 0.9, τα περισσότερα άτοµα που υπολογίζονται χαρακτηρίζονται
από µεγάλες τιµές της συνάρτησης κόστους F1 και µικρές τιµές της συνάρτησης
κόστους F2. Παράλληλα, οι λύσεις κυριαρχούν στα γειτονικά άτοµα του µετώπου
Pareto που υπολογίζεται χρησιµοποιώντας απλό ΕΑ. Για ϐάρη w1 = 0.5, w2 = 0.5,
τα άτοµα του µετώπου Pareto εκτείνονται περισσότερο στο χώρο των αντικειµενικών
συναρτήσεων σε σχέση µε αυτά των προηγούµενων ϐαρών. Εντοπίζονται, όµως,
κυρίως στα τµήµατα του χώρου µε ενδιάµεσες τιµές των συναρτήσεων κόστους ή
µικρότερες τιµές της F1 και µεγαλύτερες της F2. Στις περιοχές αυτές τα
περισσότερα άτοµα κυριαρχούν στα αντίστοιχα που υπολογίζονται από τον απλό
ΕΑ. Τέλος, για ϐάρη w1 = 0.9, w2 = 0.1, λύσεις καλύτερες από αυτές του απλού ΕΑ
συγκεντρώνονται στο άκρο του µετώπου Pareto που χαρακτηρίζεται από τις
µικρότερες τιµές της F1 και τις µεγαλύτερες τιµές της F2, όπως είναι επιθυµητό.

Στο σχήµα (3.34) παρουσιάζονται τα µέτωπα Pareto που υπολογίζονται από την
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Σχήµα 3.33: Πρόβληµα ελαχιστοποίησης δύο στόχων ZDT 1: Μέτωπα Pareto από την ‘a
priori’ εφαρµογή της τεχνικής TOPSIS για τα αναγραφόµενα ϐάρη. Σύγκριση µε το µέτωπο
Pareto που υπολογίζεται χρησιµοποιώντας απλό ΕΑ.

εφαρµογή της τεχνικής ELECTRE I. Για ϐάρη w1 = 0.1, w2 = 0.9, άτοµα που δεν
κυριαρχούνται από αυτά του απλού ΕΑ χαρακτηρίζονται από τις µικρότερες τιµές
της συνάρτησης κόστους F2 και τις µεγαλύτερες τιµές της συνάρτησης κόστους F1.
Παρόλα αυτά, οι λύσεις αυτές είναι λιγότερες από αυτές της τεχνικής TOPSIS.
Χρησιµοποιώντας ϐάρη w1 = 0.5, w2 = 0.5, οι λύσεις που είναι καλύτερες αυτών
που υπολογίζονται από τον απλό ΕΑ ϐρίσκονται κεντρικότερα αυτών της
προηγούµενης περίπτωσης ϐαρών και µε προσανατολισµό προς το άκρο του
µετώπου Pareto µε µικρότερες τιµές της F2 και µεγαλύτερες τιµές της F1. Τέλος,
για ϐάρη w1 = 0.9, w2 = 0.1, τα αποτελέσµατα δεν ανταποκρίνονται στις
προτιµήσεις του DM. Παρόλο που παρατηρείται µετατόπιση του µετώπου Pareto
συνολικά προς µικρότερες τιµές της F1 και µεγαλύτερες της F2, τα άτοµα που το
συνθέτουν κυριαρχούνται από τις λύσεις που υπολογίζονται από τον απλό ΕΑ.

Συµπεραίνεται, ότι στο συγκεκριµένο πρόβληµα, η τεχνική TOPSIS είναι πιο
αποδοτική από την τεχνική ELECTRE I, καθώς µε αυτήν υπολογίζονται για όλες τις
προτιµήσεις του DM λύσεις καλύτερες από τις λύσεις του απλού ΕΑ, οι οποίες
αντιστοιχούν στις ανάγκες του.
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Σχήµα 3.34: Πρόβληµα ελαχιστοποίησης δύο στόχων ZDT 1: Μέτωπα Pareto από την
‘a priori’ εφαρµογή της τεχνικής ELECTRE I για τα αναγραφόµενα ϐάρη. Σύγκριση µε το
µέτωπο Pareto που υπολογίζεται χρησιµοποιώντας απλό ΕΑ.

Μη-κυρτά Μέτωπα Μη-Κυριαρχούµενων Λύσεων

Στη συνέχεια, επιλύεται το πρόβληµα ΟΚΑ 2, (3.4). Για το πρόβληµα αυτό
χρησιµοποιείται ένας (12,24) ΕΑ µε κριτήριο τερµατισµού τις 1000 αξιολογήσεις.
Το σύνολο των επιλέκτων αποτελείται από 30 άτοµα.

Αρχικά, εφαρµόζεται η τεχνική TOPSIS, όπως ϕαίνεται στο σχήµα (3.35),
χρησιµοποιώντας τα ϐάρη του πίνακα 3.2. Για ϐάρη w1 = 0.1, w2 = 0.9,
παρατηρείται ότι σχεδόν όλα τα άτοµα του µετώπου Pareto συσσωρεύονται στο
τµήµα του χώρου των αντικειµενικών συναρτήσεων µε τις µεγαλύτερες και τις
µικρότερες τιµές των F1 και F2 αντίστοιχα. Επιπλέον, οι λύσεις αυτές εκτός από δύο
κυριαρχούν στη µία ακραία λύση του µετώπου Pareto που υπολογίζεται από τον
απλό ΕΑ. Χρησιµοποιώντας ϐάρη w1 = 0.5, w2 = 0.5, το µέτωπο Pareto
µετατοπίζεται προς µικρότερες τιµές της συνάρτησης κόστους F1 και µεγαλύτερες
τιµές της συνάρτησης κόστους F2, καλύπτοντας και κεντρικότερα τµήµατα του
χώρου των αντικειµενικών συναρτήσεων. Από τις λύσεις αυτές, 6 δεν κυριαρχούνται
από τα άτοµα που υπολογίζονται χρησιµοποιώντας απλό ΕΑ. Τέλος, για ϐάρη
w1 = 0.9, w2 = 0.1, το µέτωπο Pareto συντίθεται από τρία άτοµα, εκ των οποίων τα
δύο σχεδόν ταυτίζονται µε δύο άτοµα που υπολογίζονται για ίσα ϐάρη. Η τρίτη
λύση ϐρίσκεται στο άκρο του µετώπου Pareto και παρουσιάζει τη µικρότερη τιµή
της συνάρτησης κόστους F1. Επιπλέον, είναι καλύτερη από τις γειτονικές λύσεις
που υπολογίζονται από τον απλό ΕΑ.

Ακολουθεί η εφαρµογή της τεχνικής ELECTRE I, τα αποτελέσµατα της οποίας
παρουσιάζονται στο σχήµα (3.36). Χρησιµοποιώντας ϐάρη w1 = 0.1, w2 = 0.9, οι
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Σχήµα 3.35: Πρόβληµα ελαχιστοποίησης δύο στόχων ΟΚΑ 2: Μέτωπα Pareto από την
‘a priori’ εφαρµογή της τεχνικής TOPSIS για τα αναγραφόµενα ϐάρη. Σύγκριση µε το
µέτωπο Pareto που υπολογίζεται χρησιµοποιώντας απλό ΕΑ.

περισσότερες µη-κυριαρχούµενες λύσεις αντιστοιχούν σε µικρότερες τιµές της
συνάρτησης κόστους F2 και σε µεγαλύτερες τιµές της συνάρτησης κόστους F1.
Τρεις από τις λύσεις αυτές κυριαρχούν στην ακραία λύση του µετώπου Pareto που
υπολογίζεται από τον απλό ΕΑ. Για ϐάρη w1 = 0.5, w2 = 0.5, τα µη-κυριαρχούµενα
άτοµα που υπολογίζονται δεν εντοπίζονται σε κεντρικό τµήµα του χώρου των
αντικειµενικών συναρτήσεων , αλλά κοντά στα δύο άκρα του. Τέλος, για ϐάρη
w1 = 0.9, w2 = 0.1, προκύπτουν περσσότερες µη-κυριαρχούµενες λύσεις σε σχέση
µε την τεχνική TOPSIS. Οι λύσεις αυτές εντοπίζονται σε κεντρικά τµήµατα του
µετώπου Pareto, όπου δεν κυριαρχούνται από τις αντίστοιχες λύσεις του απλού ΕΑ.
Η ακραία λύση που αντιστοιχεί στη µικρότερη τιµή της F1 και έχει τη µικρότερη
τιµή της F2 σε σχέση µε τις άλλες τέσσερις ταυτίζεται µε αυτήν που υπολογίζεται
από την τεχνική TOPSIS.

Συµπεραίνεται πως στην περίπτωση του παραπάνω µη-κυρτού προβλήµατος, τόσο η
τεχνική TOPSIS όσο και η τεχνική ELECTRE I είναι σε ϑέση να παρέχουν
ικανοποιητικά αποτελέσµατα. ΄Οπως και στην περίπτωση του κυρτού προβλήµατος
που εξετάστηκε, παρατηρείται ότι τα αποτελέσµατα των δύο τεχνικών MCDM
διαφοροποιούνται κυρίως για ίσα ϐάρη, καθώς για τις υπόλοιπες προτιµήσεις του
DM οι µη-κυριαρχούµενες λύσεις προσανατολίζονται προς κοινά τµήµατα του
χώρου των αντικειµενικών συναρτήσεων.
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Σχήµα 3.36: Πρόβληµα ελαχιστοποίησης δύο στόχων ΟΚΑ 2: Μέτωπα Pareto από την
‘a priori’ εφαρµογή της τεχνικής ELECTRE I για τα αναγραφόµενα ϐάρη. Σύγκριση µε το
µέτωπο Pareto που υπολογίζεται χρησιµοποιώντας απλό ΕΑ.

∆ιακοπτόµενα Μέτωπα Μη-Κυριαρχούµενων Λύσεων

Στη συνέχεια, επιλύεται το πρόβληµα Kursawe, (3.5), το οποίο χαρακτηρίζεται από
διακοπτόµενο µέτωπο µη-κυριαρχούµενων λύσεων. Για το πρόβληµα αυτό
χρησιµοποιείται ένας (8,16) ΕΑ µε 30 άτοµα στο σύνολο των επιλέκτων και 1000
αξιολογήσεις ως κριτήριο τερµατισµού.

Τα µέτωπα Pareto που υπολογίζονται από την τεχνική TOPSIS παρουσιάζονται στο
σχήµα (3.37). Με µεγαλύτερη προτίµηση του DM στη συνάρτηση κόστους F2 και
ϐάρη w1 = 0.1, w2 = 0.9, παρατηρείται συσσώρευση των περισσότερων λύσεων σε
µικρότερες τιµές της F2 και µεγαλύτερες της F1. Οι λύσεις αυτές είναι περισσότερες
από τις αντίστοιχες του απλού ΕΑ σε αυτήν την περιοχή, µε τις πιο ακραίες να είναι
επιπλέον και καλύτερες. Για ίσα ϐάρη, οι λύσεις µετατοπίζονται προς κεντρικότερο
τµήµα του χώρου των αντικειµενικών συναρτήσεων, καλύπτοντας ακόµη τµήµα του
χώρου όπου εντοπίζονταν οι λύσεις της προηγούµενης περίπτωσης ϐαρών. ∆εν είναι
όµως καλύτερες από αυτές του απλού ΕΑ, µε εξαίρεση µερικές που ϐρίσκονται
κοντά στο άκρο του µετώπου. Παράλληλα, τέσσερις λύσεις υπολογίζονται κοντά στο
άλλο άκρο του χώρου των αντικειµενικών συναρτήσεων και είναι καλύτερες από τις
γειτονικές λύσεις του απλού ΕΑ. Τέλος, για ϐάρη w1 = 0.9, w2 = 0.1, τα άτοµα του
µετώπου Pareto εκτίνονται στο χώρο των αντικειµενικών συναρτήσεων και
κυριαρχούν στα άτοµα που υπολογίζονται από τον απλό ΕΑ στο κέντρο και προς τα
αριστερά του χώρου. Επιπλέον, χρησιµοποιώντας τα ϐάρη αυτά υπολογίζεται λύση
µε εµφανώς µικρότερη τιµή της F1 σε σχέση µε τα υπόλοιπα τρία µέτωπα Pareto.

Στο σχήµα (3.38) απεικονίζονται τα αποτελέσµατα της τεχνικής ELECTRE I.
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Σχήµα 3.37: Πρόβληµα ελαχιστοποίησης δύο στόχων Kursawe: Μέτωπα Pareto από
την ‘a priori’ εφαρµογή της τεχνικής TOPSIS για τα αναγραφόµενα ϐάρη. Σύγκριση µε το
µέτωπο Pareto που υπολογίζεται χρησιµοποιώντας απλό ΕΑ.

Χρησιµοποιώντας ϐάρη w1 = 0.1, w2 = 0.9, οι λύσεις που υπολογίζονται δεν είναι
τόσο συσσωρευµένες στο άκρο του χώρου των αντικειµενικών συναρτήσεων όσο στην
περίπτωση εφαρµογής της τεχνικής TOPSIS. Για ϐάρη w1 = 0.5, w2 = 0.5, οι λύσεις
του µετώπου Pareto ϐρίσκονται κεντρικά και προς το άκρο του χώρου µε
µικρότερες τιµές της F1 και µεγαλύτερες της F2, µε τις περισσότερες να
κυριαρχούνται από τις λύσεις του απλού ΕΑ. Τέλος, για ϐάρη w1 = 0.9, w2 = 0.1,
τα άτοµα που υπολογίζονται εκτείνονται σε όλο το χώρο των αντικειµενικών
συναρτήσεων, µε τα περισσότερα να συσσωρεύονται προς το αντίθετο άκρο του
µετώπου Pareto από αυτό που αναµένεται. Στο τµήµα, όµως, αυτό είναι χειρότερες
από τις λύσεις που υπολογίζονται από τον απλό ΕΑ, σε αντίθεση µε τρεις λύσεις
κοντά στο άλλο άκρο του χώρου που υπερτερούν σε σχέση µε αυτές του απλού ΕΑ.

Φαίνεται, πως στην περίπτωση του διακοπτόµενου µετώπου µη-κυριαρχούµενων
λύσεων η τεχνική TOPSIS υπερτερεί σε σχέση µε την τεχνική ELECTRE I, καθώς τα
αποτελέσµατα που παρέχει και ικανοποιούν τις προτιµήσεις του DM είναι
περισσότερα.

3.2.2 Μαθηµατικά Προβλήµατα Ελαχιστοποίησης Τριών

Στόχων

Στη συνέχεια, εφαρµόζονται οι τεχνικές TOPSIS και ELECTRE I σε ένα µαθηµατικό
προβλήµατα ελαχιστοποίησης τριών στόχων. ΄Οπως ήδη αναφέρθηκε, υπάρχει
δυσκολία διάκρισης των τιµών των συναρτήσεων κόστους των ατόµων των 3D
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Σχήµα 3.38: Πρόβληµα ελαχιστοποίησης δύο στόχων Kursawe: Μέτωπα Pareto από την
‘a priori’ εφαρµογή της τεχνικής ELECTRE I για τα αναγραφόµενα ϐάρη. Σύγκριση µε το
µέτωπο Pareto που υπολογίζεται χρησιµοποιώντας απλό ΕΑ.

µετώπων µη-κυριαρχούµενων λύσεων. Εξαιτίας αυτής της δυσκολίας, στην
περίπτωση ‘a posteriori’ εφαρµογής των τεχνικών TOPSIS και ELECTRE I
χρησιµοποιείται η τεχνική των παράλληλων συντεταγµένων. Η τεχνική αυτή δε
µπορεί να διευκολύνει την απεικόνιση των αποτελεσµάτων στην περίπτωση ‘a priori’
εφαρµογής των τεχνικών MCDM, καθώς υπολογίζονται µέτωπα Pareto και όχι µία
ϐέλτιστη λύση. Για αυτό το λόγο, παρουσιάζεται στη συνέχεια, εκτός από την 3D
απεικόνιση και η εξής 2D αναπαράσταση των αποτελεσµάτων. Χρησιµοποιούνται οι
προβολές των λύσεων σε δύο επίπεδα του χώρου των αντικειµενικών συναρτήσεων.
Η συνάρτηση κόστους στην οποία έχει τη µεγαλύτερη προτίµηση ο DM αποτελεί τον
οριζόντιο άξονα κάθε επιπέδου και µία από τις άλλες δύο συναρτήσεις κόστους τον
κατακόρυφο. Συνεπώς, για κάθε συνδυασµό ϐαρών και τεχνική MCDM
δηµιουργούνται δύο σχήµατα µε τις προβολές των αποτελεσµάτων σε δύο επίπεδα,
σε σύγκριση µε τις προβολές των λύσεων που υπολογίζονται από τον απλό ΕΑ.

Πρόβληµα MHHM 2

Επιλύεται το πρόβληµα MHHM 2,(3.6), χρησιµοποιώντας έναν (10,20) ΕΑ µε 30
άτοµα στο σύνολο των επιλέκτων και κριτήριο τερµατισµού τις 500 αξιολογήσεις. Στα
σχήµατα (3.39) και (3.40) απεικονίζονται τα 3D µέτωπα Pareto που υπολογίζονται
από τις τεχνικές TOPSIS και ELECTRE I αντίστοιχα, µαζί µε το µέτωπο Pareto που
υπολογίζεται από τον απλό ΕΑ.

Για καλύτερη κατανόηση των αποτελεσµάτων της τεχνικής TOPSIS παρουσιάζονται
τα αντίστοιχα 2D σχήµατα. Για ϐάρη w1 = 0.8, w2 = 0.1, w3 = 0.1, διακρίνεται από
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Σχήµα 3.39: Πρόβληµα ελαχιστοποίησης τριών στόχων MHHM 2: Μέτωπα Pareto από
την ‘a priori’ εφαρµογή της τεχνικής TOPSIS για τα αναγραφόµενα ϐάρη. Σύγκριση µε το
µέτωπο Pareto που υπολογίζεται χρησιµοποιώντας απλό ΕΑ.

Σχήµα 3.40: Πρόβληµα ελαχιστοποίησης τριών στόχων MHHM 2: Μέτωπα Pareto από
την ‘a priori’ εφαρµογή της τεχνικής ELECTRE I για τα αναγραφόµενα ϐάρη. Σύγκριση
µε το µέτωπο Pareto που υπολογίζεται χρησιµοποιώντας απλό ΕΑ.

τα σχήµατα (3.41), (3.42) πως οι λύσεις µετατοπίζονται προς µικρότερες τιµές της
συνάρτησης κόστους F1. Ταυτόχρονα, κάποιες από τις λύσεις αυτές υπερέχουν σε
σχέση µε τις γειτονικές του απλού ΕΑ ως προς τις συναρτήσεις κόστους F2 και F3.
Χρησιµοποιώντας τα ϐάρη w1 = 0.1, w2 = 0.8, w3 = 0.1, όπως ϕαίνεται στα
σχήµατα (3.43), (3.44) οι λύσεις εντοπίζονται κυρίως στο τµήµα του χώρου των
αντικειµενικών συναρτήσεων µε µικρότερες τιµές της συνάρτησης κόστους F2.
΄Οπως παρατηρήθηκε και στην προηγούµενη περίπτωση ϐαρών, υπάρχουν λύσεις
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που παρουσιάζουν επιπλέον µικρότερες τιµές των συναρτήσεων κόστους F1 και F3.
Τέλος, για ϐάρη w1 = 0.1, w2 = 0.1, w3 = 0.8, στα σχήµατα (3.45) και (3.46)
ϕαίνεται η µετατόπιση των λύσεων προς µικρότερες τιµές της F3, σε σχέση µε τις
λύσεις που υπολογίζονται από τον απλό ΕΑ. Οι τιµές της συνάρτησης κόστους F1
έχουν παρόµοια συµπεριφορά µε αυτές του απλού ΕΑ, ενώ µικρή ϐελτίωση
παρουσιάζουν στις καλύτερες για τον DM λύσεις του µετώπου οι τιµές της F2.

Σχήµα 3.41: Πρόβληµα ελαχιστοποίησης τριών στόχων MHHM 2: Προβολές των λύσεων
των µετώπων Pareto από την ‘a priori’ εφαρµογή της τεχνικής TOPSIS για ϐάρη w1 = 0.8,
w2 = 0.1, w3 = 0.1 στο επίπεδο F1F2. Σύγκριση µε τις αντίστοιχες προβολές των λύσεων
του µετώπου Pareto που υπολογίζεται χρησιµοποιώντας απλό ΕΑ.

63



Σχήµα 3.42: Πρόβληµα ελαχιστοποίησης τριών στόχων MHHM 2: Προβολές των λύσεων
των µετώπων Pareto από την ‘a priori’ εφαρµογή της τεχνικής TOPSIS για ϐάρη w1 = 0.8,
w2 = 0.1, w3 = 0.1 στο επίπεδο F1F3. Σύγκριση µε τις αντίστοιχες προβολές των λύσεων
του µετώπου Pareto που υπολογίζεται χρησιµοποιώντας απλό ΕΑ.

Σχήµα 3.43: Πρόβληµα ελαχιστοποίησης τριών στόχων MHHM 2: Προβολές των λύσεων
των µετώπων Pareto από την ‘a priori’ εφαρµογή της τεχνικής TOPSIS για ϐάρη w1 = 0.1,
w2 = 0.8, w3 = 0.1 στο επίπεδο F2F1. Σύγκριση µε τις αντίστοιχες προβολές των λύσεων
του µετώπου Pareto που υπολογίζεται χρησιµοποιώντας απλό ΕΑ.

Ακολουθούν οι 2D απεικονίσεις των αποτελεσµάτων της τεχνικής ELECTRE I. Στο
σχήµα (3.47) ϕαίνεται πως το µέτωπο Pareto για ϐάρη w1 = 0.8, w2 = 0.1,
w3 = 0.1, µετατοπίζεται προς το τµήµα του χώρου των αντικειµενικών συναρτήσεων
µε µικρότερες τιµές της F1. Το ίδιο παρατηρείται και στο σχήµα (3.48). Οι
συναρτήσεις κόστους F2 και F3 έχουν παρόµοια συµπεριφορά µε αυτή των
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Σχήµα 3.44: Πρόβληµα ελαχιστοποίησης τριών στόχων MHHM 2: Προβολές των λύσεων
των µετώπων Pareto από την ‘a priori’ εφαρµογή της τεχνικής TOPSIS για ϐάρη w1 = 0.1,
w2 = 0.8, w3 = 0.1 στο επίπεδο F2F3. Σύγκριση µε τις αντίστοιχες προβολές των λύσεων
του µετώπου Pareto που υπολογίζεται χρησιµοποιώντας απλό ΕΑ.

Σχήµα 3.45: Πρόβληµα ελαχιστοποίησης τριών στόχων MHHM 2: Προβολές των λύσεων
των µετώπων Pareto από την ‘a priori’ εφαρµογή της τεχνικής TOPSIS για ϐάρη w1 = 0.1,
w2 = 0.1, w3 = 0.8 στο επίπεδο F3F1. Σύγκριση µε τις αντίστοιχες προβολές των λύσεων
του µετώπου Pareto που υπολογίζεται χρησιµοποιώντας απλό ΕΑ.

γειτονικών ατόµων που υπολογίζονται από τον απλό ΕΑ. Χρησιµοποιώντας ϐάρη
w1 = 0.1, w2 = 0.8, w3 = 0.1, τα άτοµα που υπολογίζονται εφαρµόζοντας την
τεχνική ELECTRE I παρουσιάζουν κατανοµή στο χώρο των αντικειµενικών
συναρτήσεων που µοιάζει µε αυτή των λύσεων του απλού ΕΑ. ∆εν παρατηρείται,
δηλαδή, στα σχήµατα (3.49) και (3.50) προσανατολισµός των λύσεων ανάλογα µε
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Σχήµα 3.46: Πρόβληµα ελαχιστοποίησης τριών στόχων MHHM 2: Προβολές των λύσεων
των µετώπων Pareto από την ‘a priori’ εφαρµογή της τεχνικής TOPSIS για ϐάρη w1 = 0.1,
w2 = 0.1, w3 = 0.8 στο επίπεδο F3F2. Σύγκριση µε τις αντίστοιχες προβολές των λύσεων
του µετώπου Pareto που υπολογίζεται χρησιµοποιώντας απλό ΕΑ.

τις προτιµήσεις του DM. Οι ίδιες παρατηρήσεις ισχύουν και για την περίπτωση
ϐαρών w1 = 0.1, w2 = 0.1, w3 = 0.8, όπως ϕαίνεται στα σχήµατα (3.51) και (3.52).

Συµπεραίνεται, ότι στην παραπάνω περίπτωση προβλήµατος τριών στόχων η τεχνική
TOPSIS οδηγεί σε καλύτερα αποτελέσµατα από την τεχνική ELECTRE I, καθώς η
τελευταία δεν ανταποκρίνεται στις διαφορετικές προτιµήσεις του DM. Αντίθετα, η
τεχνική TOPSIS είναι σε ϑέση να οδηγήσει σε καλύτερα αποτελέσµατα από τον απλό
ΕΑ
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Σχήµα 3.47: Πρόβληµα ελαχιστοποίησης τριών στόχων MHHM 2: Προβολές των λύσεων
των µετώπων Pareto από την ‘a priori’ εφαρµογή της τεχνικής ELECTRE I για ϐάρη
w1 = 0.8, w2 = 0.1, w3 = 0.1 στο επίπεδο F1F2. Σύγκριση µε τις αντίστοιχες προβολές
των λύσεων του µετώπου Pareto που υπολογίζεται χρησιµοποιώντας απλό ΕΑ.

Σχήµα 3.48: Πρόβληµα ελαχιστοποίησης τριών στόχων MHHM 2: Προβολές των λύσεων
των µετώπων Pareto από την ‘a priori’ εφαρµογή της τεχνικής ELECTRE I για ϐάρη
w1 = 0.8, w2 = 0.1, w3 = 0.1 στο επίπεδο F1F3. Σύγκριση µε τις αντίστοιχες προβολές
των λύσεων του µετώπου Pareto που υπολογίζεται χρησιµοποιώντας απλό ΕΑ.

.
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Σχήµα 3.49: Πρόβληµα ελαχιστοποίησης τριών στόχων MHHM 2: Προβολές των λύσεων
των µετώπων Pareto από την ‘a priori’ εφαρµογή της τεχνικής ELECTRE I για ϐάρη
w1 = 0.1, w2 = 0.8, w3 = 0.1 στο επίπεδο F2F1. Σύγκριση µε τις αντίστοιχες προβολές
των λύσεων του µετώπου Pareto που υπολογίζεται χρησιµοποιώντας απλό ΕΑ.

Σχήµα 3.50: Πρόβληµα ελαχιστοποίησης τριών στόχων MHHM 2: Προβολές των λύσεων
των µετώπων Pareto από την ‘a priori’ εφαρµογή της τεχνικής ELECTRE I για ϐάρη
w1 = 0.1, w2 = 0.8, w3 = 0.1 στο επίπεδο F2F3. Σύγκριση µε τις αντίστοιχες προβολές
των λύσεων του µετώπου Pareto που υπολογίζεται χρησιµοποιώντας απλό ΕΑ.

68



Σχήµα 3.51: Πρόβληµα ελαχιστοποίησης τριών στόχων MHHM 2: Προβολές των λύσεων
των µετώπων Pareto από την ‘a priori’ εφαρµογή της τεχνικής ELECTRE I για ϐάρη
w1 = 0.1, w2 = 0.1, w3 = 0.8 στο επίπεδο F3F1. Σύγκριση µε τις αντίστοιχες προβολές
των λύσεων του µετώπου Pareto που υπολογίζεται χρησιµοποιώντας απλό ΕΑ.

Σχήµα 3.52: Πρόβληµα ελαχιστοποίησης τριών στόχων MHHM 2: Προβολές των λύσεων
των µετώπων Pareto από την ‘a priori’ εφαρµογή της τεχνικής ELECTRE I για ϐάρη
w1 = 0.1, w2 = 0.1, w3 = 0.8 στο επίπεδο F3F2. Σύγκριση µε τις αντίστοιχες προβολές
των λύσεων του µετώπου Pareto που υπολογίζεται χρησιµοποιώντας απλό ΕΑ.
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Κεφάλαιο 4

Εφαρµογή των Τεχνικών TOPSIS και

ELECTRE I σε Αεροδυναµικά

Προβλήµατα ΜΟΟ

Σε αυτό το κεφάλαιο γίνεται ‘a posteriori’ και ‘a priori’ εφαρµογή των τεχνικών
TOPSIS και ELECTRE I σε προβλήµατα ϐελτιστοποίησης αεροδυναµικής µορφής
δύο στόχων. Πιο συγκεκριµένα, παρουσιάζονται τα εξής προβλήµατα:

� Βελτιστοποίηση της µορφής µίας µεµονωµένης διηχητικής αεροτοµής

� Βελτιστοποίηση της µορφής µίας σταθερής πτερύγωσης συµπιεστή

� Βελτιστοποίηση της µορφής της µεµονωµένης διηχητικής πτέρυγας ONERA
M6

Τα προβλήµατα αυτά αποτελούνται από µία συνάρτηση κόστους προς
ελαχιστοποίηση και µία συνάρτηση καταλληλότητας προς µεγιστοποίηση, η οποία
µετασχηµατίζεται σε συνάρτηση κόστους ώστε να προσαρµόζεται στις ανάγκες του
EASY.

Οι προτιµήσεις του DM στις συναρτήσεις κόστους αναγράφονται στον πίνακα 4.1,
τόσο για την ‘a posteriori’ όσο και για την ‘a priori’ περίπτωση εφαρµογής των
τεχνικών TOPSIS και ELECTRE I.
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w1 w2
1 0.1 0.9
2 0.5 0.5
3 0.9 0.1

Πίνακας 4.1: Συνδυασµοί ϐαρών για την ‘a posteriori’ και ‘a priori’ εφαρµογή των
τεχνικών TOPSIS και ELECTRE I σε αεροδυναµικά προβλήµατα ΜΟΟ δύο στόχων.

Σε κάθε πρόβληµα ϐελτιστοποίησης που παρουσιάζεται, εφαρµόζονται αρχικά οι
τεχνικές TOPSIS και ELECTRE I ‘a posteriori’. Υπενθυµίζεται ότι στην περίπτωση
εφαρµογής της τεχνικής ELECTRE I χρησιµοποιείται ως κριτήριο κατάταξης των
λύσεων από την καλύτερη στη λιγότερο κατάλληλη για τον DM ο πίνακας Κ, εξ.
(2.17). Ο πίνακας Κ προκύπτει από την αφαίρεση του πίνακα Α, εξ. (2.15), από
τον πίνακα Β, εξ. (2.16). Στα αεροδυναµικά προβλήµατα που ακολουθούν στην
περίπτωση εφαρµογής της τεχνικής ELECTRE I ‘a posteriori’ παρουσιάζεται αρχικά
στο µέτωπο Pareto η ϐέλτιστη για τον DM λύση ϐάσει του πίνακα Κ. Στη συνέχεια,
παρουσιάζεται επιπλέον η κατάταξη όλων των λύσεων ϐάσει των πινάκων Α και Β
ξεχωριστά. Σύµφωνα µε τον πίνακα Α καλύτερη είναι η λύση που αντιστοιχεί στο
κελί µε τη µεγαλύτερη τιµή και σύµφωνα µε τον πίνακα Β καλύτερη είναι η λύση
που αντιστοιχεί στο κελί µε τη µικρότερη. Για την απεικόνιση της κατάταξης των
λύσεων χρησιµοποιούνται τα ϐάρη του πίνακα 4.1 εκτός από τα ϐάρη w1 = 0.5,
w2 = 0.5 καθώς για ίσα ϐάρη οι τιµές του πίνακα Α µηδενίζονται και οι λύσεις δεν
µπορούν να συγκριθούν µεταξύ τους χρησιµοποιώντας αποκλειστικά τον πίνακα Α.
Η τελική κατάταξη των λύσεων για ίσα ϐάρη ϐασίζεται αποκλειστικά στον πίνακα Β,
για τον υπολογισµό του οποίου, σε αντίθεση µε τον πίνακα Α, συνυπολογίζονται οι
τιµές του πίνακα V.

΄Ενα παράδειγµα απεικόνισης της κατάταξης των λύσεων χρησιµοποιώντας τους
πίνακες Α και Β ϕαίνεται στο σχήµα (4.1). Η δεξιά στήλη αντιστοιχεί στην κατάταξη
των λύσεων σύµφωνα µε τον πίνακα Β και η αριστερή σύµφωνα µε τον πίνακα Α. Τα
προβλήµατα που επιλύονται αποτελούνται από µία συνάρτηση κόστους και µία
συνάρτηση καταλληλότητας, η οποία µετασχηµατίζεται σε συνάρτηση κόστους. Η
αρίθµηση των λύσεων ξεκινά µε το άτοµο που παρουσιάζει τις µεγαλύτερες τιµές
των συναρτήσεων κόστους (αύξων αριθµός 1) και τελειώνει µε το άτοµο που
παρουσιάζει τις µικρότερες. ΄Οταν ένα άτοµο του µετώπου Pareto καταλαµβάνει την
ίδια ϑέση και στους δύο πίνακες, αυτοί συνδέονται µε ένα παράλληλο ευθύγραµµο
τµήµα. Αντίθετα, όταν υπάρχει διαφωνία µεταξύ των δύο πινάκων το ευθύγραµµο
τµήµα είναι αρκετά κεκλιµένο. Για τη σύγκριση των πινάκων Α και Β ως προς την
κατάταξη των λύσεων χρησιµοποιείται επίσης ένας δείκτης σύγκρισης R ο οποίος
υπολογίζεται ως εξής :

R = 1
Me

√√√√ Me∑
i=1

(θA
i − θB

i )2

Με θA
i και θB

i συµβολίζονται οι αύξοντες αριθµοί των στοιχείων που ϐρίσκονται στη
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ϑέση i των πινάκων Α και Β αντίστοιχα. Με Me συµβολίζεται ο αριθµός των ατόµων
που συνθέτουν το µέτωπο Pareto.

Σχήµα 4.1: Κατάταξη των 5 λύσεων ενός εικονικού µετώπου Pareto ϐάσει της τεχνικής
ELECTRE I και των πινάκων Α και Β. Η δεξιά στήλη αντιστοιχεί στην κατάταξη των λύσεων
σύµφωνα µε τον πίνακα Β και η αριστερή σύµφωνα µε τον πίνακα Α. Αρίθµηση των λύσεων
από το άτοµο µε τις µεγαλύτερες τιµές των συναρτήσεων κόστους (αύξων αριθµός 1) προς
το άτοµο µε τις µικρότερες (αύξων αριθµός 5).

Μετά την εφαρµογή των τεχνικών MCDM ‘a posteriori’, αυτές εφαρµόζονται ‘a priori’
στο ίδιο αεροδυναµικό προβλήµα ϐελτιστοποίησης. Για το σκοπό αυτό η τεχνική
ϐαθµολόγησης των λύσεων κάθε γενιάς SPEA αντικαθίσταται αρχικά από την τεχνική
TOPSIS και στη συνέχεια από την τεχνική ELECTRE I, όπως ήδη περιγράφηκε.

4.1 Βελτιστοποίηση της Μορφής µίας Μεµονωµένης

∆ιηχητικής Αεροτοµής

Στη συνέχεια, εφαρµόζονται οι τεχνικές TOPSIS και ELECTRE I ‘a posteriori’ στο
πρόβληµα ϐελτιστοποίησης της µορφής µίας µεµονωµένης διηχητικής αεροτοµής.
Το συγκεκριµένο πρόβληµα αποτελείται από δύο στόχους, οι οποίοι είναι η
µεγιστοποίηση της άνωσης (maxCL) και η ελαχιστοποίηση της αντίστασης (minCD).
Με δεδοµένο ότι ο EASY χειρίζεται αποκλειστικά προβλήµατα ελαχιστοποίησης, οι
συναρτήσεις κόστους που ελαχιστοποιούνται ορίζονται ως εξής :

F1 = −CL

F2 = CD

Επιλύονται οι εξισώσεις Euler για συµπιεστή και ατριβή ϱοή, η οποία χαρακτηρίζεται
από επ΄ άπειρον αριθµό Mach M∞ = 0.725 και γωνία επ΄ άπειρο ϱοής α∞ = 2.72 deg.
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Για την παραµετροποίηση της µορφής της αεροτοµής χρησιµοποιούνται δύο
καµπύλες Bezier, όπως ϕαίνεται στο σχήµα (4.2). Η µία αφορά την πλευρά
υποπίεσης της αεροτοµής και η άλλη την πλευρά υπερπίεσης. Καθεµία αποτελείται
από 8 σηµεία ελέγχου (control points), 6 από τα οποία είναι ελεύθερα να
µετατοπίζονται κατά την κατεύθυνση του άξονα y. Το πρώτο και το τελευταίο σηµείο
ελέγχου κάθε καµπύλης (σηµεία προσβολής και εκφυγής) παραµένουν σταθερά στα
σηµεία (0,0) και (1,0) αντίστοιχα µε αποτέλεσµα το πρόβληµα να αποτελείται από
συνολικά 12 µεταβλητές σχεδιασµού.

Σχήµα 4.2: Βελτιστοποίηση της µορφής µίας µεµονωµένης διηχητικής αεροτοµής :
Απεικόνιση της αρχικής αεροτοµής µαζί µε τις 2 καµπύλες Bezier, µία για την πλευρά
υπερπίεσης και µία για την πλευρά υποπίεσης. Κάθε καµπύλη Bezier αποτελείται από 8
σηµεία ελέγχου. Οι άξονες δεν είναι σε κλίµακα.

Το µη-δοµηµένο υπολογιστικό πλέγµα που απεικονίζεται στο σχήµα (4.3)
αποτελείται από ∼ 20Κ κόµβους και µία επίλυση των εξισώσεων Euler σε µία
NVIDIA K20 GPU διαρκεί περίπου 10sec.
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Σχήµα 4.3: Βελτιστοποίηση της µορφής µίας µεµονωµένης διηχητικής αεροτοµής :
Απεικόνιση του µη-δοµηµένου υπολογιστικού πλέγµατος.

4.1.1 ‘A posteriori’ Εφαρµογή των Τεχνικών TOPSIS και

ELECTRE I

Αρχικά, οι τεχνικές TOPSIS και ELECTRE I εφαρµόζονται ‘a posteriori’ στο µέτωπο
Pareto που υπολογίζεται χρησιµοποιώντας έναν (20,40) ΕΑ µε 20 άτοµα στο σύνολο
των επιλέκτων και κριτήριο τερµατισµού τις 1000 αξιολογήσεις. Τα αποτελέσµατα
των δύο τεχνικών MCDM για τα ϐάρη του πίνακα 4.1 ϕαίνονται στο σχήµα (4.4).
Χρησιµοποιώντας ϐάρη w1 = 0.1, w2 = 0.9, και οι δύο τεχνικές επιλέγουν ως
ϐέλτιστο το ακραίο άτοµο του µετώπου Pareto που χαρακτηρίζεται από τις
µικρότερες τιµές των συντελεστών άνωσης και αντίστασης. ΄Ιδιο παραµένει το
αποτέλεσµα εφαρµόζοντας την τεχνική ELECTRE I για ϐάρη w1 = 0.5, w2 = 0.5, σε
αντίθεση µε την τεχνική TOPSIS ϐάσει της οποίας ϐέλτιστη ϑεωρείται µία περίπου
κεντρική λύση του µετώπου Pareto. Τέλος, χρησιµοποιώντας ϐάρη w1 = 0.9,
w2 = 0.1, η ϐέλτιστη λύση της τεχνικής TOPSIS µετατοπίζεται προς το άκρο του
µετώπου Pareto µε τις µεγαλύτερες τιµές των συντελεστών CL και CD. Η ϐέλτιστη
λύση της τεχνικής ELECTRE I για τα ίδια ϐάρη αποτελείται από τις µεγαλύτερες
τιµές των συντελεστών άνωσης και αντίστασης.

Στη συνέχεια, στο σχήµα (4.5) παρουσιάζεται η κατάταξη των λύσεων του µετώπου
Pareto από την καλύτερη στη χειρότερη ϐάσει της τεχνικής ELECTRE I και των
πινάκων Α και Β. Υπενθυµίζεται ότι µε αύξοντα αριθµό 1 συµβολίζεται το άτοµο του
µετώπου µε τις µεγαλύτερες τιµές των συναρτήσεων κόστους και µε αύξοντα αριθµό
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Σχήµα 4.4: Βελτιστοποίηση της µορφής µίας µεµονωµένης διηχητικής αεροτοµής :
Βέλτιστες λύσεις από την ‘a posteriori’ εφαρµογή των τεχνικών TOPSIS και ELECTRE
I στο αποτελούµενο από 20 άτοµα µέτωπο Pareto για τα αναγραφόµενα ϐάρη.

20 το άτοµο µε τις µικρότερες. Για ϐάρη w1 = 0.1, w2 = 0.9, παρατηρείται ότι οι
δύο πίνακες κατατάσσουν ως ϐέλτιστη τη λύση µε αύξοντα αριθµό 20 και διαφέρουν
µόνο ως προς την κατάταξη των λύσεων 14 και 15. Για αυτόν το λόγο ο δείκτης R
έχει µικρή τιµή, R = 0.07. Για ϐάρη w1 = 0.9, w2 = 0.1, οι πέντε πρώτες καλύτερες
λύσεις κάθε πίνακα είναι διαφορετικές, ενώ οι υπόλοιπες είναι κοινές. Στον πίνακα
Α πρώτη κατατάσσεται η λύση µε αύξοντα αριθµό 1 , ενώ στον πίνακα Β η λύση µε
αύξοντα αριθµό 13. Ο δείκτης σύγκρισης της κατάταξης των λύσεων µεταξύ των δύο
πινάκων ισούται µε R = 0.24.

Στο σχήµα (4.6) παρουσιάζονται οι µεταβολές της µορφής της αεροτοµής σε σχέση
µε την αρχική της µορφή χρησιµοποιώντας δύο λύσεις που προκύπτουν από την
εφαρµογή των τεχνικών MCDM. Οι λύσεις αυτές αντιστοιχούν σε µέγιστη άνωση και
σε ελάχιστη αντίσταση. Παρατηρείται ότι στην περίπτωση µέγιστης άνωσης το πάχος
στο τµήµα προσβολής και η καµπυλότητα της αεροτοµής αυξάνονται. Αντίθετα,
στην περίπτωση ελάχιστης αντίστασης η αεροτοµή έχει µικρότερη καµπυλότητα και
το πάχος της µειώνεται στο τµήµα προσβολής. Οι µεταβολές της αεροτοµής σε
σχέση µε την αρχική της µορφή έχουν ως αποτέλεσµα µεταβολές του πεδίου ϱοής
γύρω από την αεροτοµή. Στα σχήµατα (4.7), (4.8) και (4.9), παρουσιάζονται οι
µεταβολές του αριθµού Mach γύρω από την αεροτοµή για τις περιπτώσεις της
αρχικής αεροτοµής, της αεροτοµής µέγιστης άνωσης και της αεροτοµής ελάχιστης
αντίστασης αντίστοιχα. Παρατηρείται ότι στην περίπτωση ελάχιστης αντίστασης το
κύµα κρούσης στην πλευρά υποπίεσης εξασθενεί καθώς εκεί η αεροτοµή έχει
µικρότερη καµπυλότητα. Η εξασθένηση αυτή οδηγεί σε µείωση της αντίστασης και
αύξηση της στατικής πίεσης στην πλευρά υποπίεσης. Υπενθυµίζεται ότι η ϱοή είναι
ατριβής και υπάρχει µόνο αντίσταση µορφής, άρα η µείωση της αντίστασης
εξαρτάται αποκλειστικά από τη µείωση του κρουστικού κύµατος. Η αύξηση της
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Σχήµα 4.5: Βελτιστοποίηση της µορφής µίας µεµονωµένης διηχητικής αεροτοµής :
Κατάταξη των λύσεων του µετώπου Pareto ϐάσει της τεχνικής ELECTRE I και των πινάκων
Α και Β για τα αναγραφόµενα ϐάρη. Η δεξιά στήλη αντιστοιχεί στην κατάταξη των λύσεων
σύµφωνα µε τον πίνακα Β και η αριστερή σύµφωνα µε τον πίνακα Α. Αρίθµηση των λύσεων
από το άτοµο µε τις µεγαλύτερες τιµές των συναρτήσεων κόστους (αύξων αριθµός 1) προς
το άτοµο µε τις µικρότερες (αύξων αριθµός 20).

στατικής πίεσης έχει ως αποτέλεσµα ελάττωση της άνωσης. Αντίθετα, στην
περίπτωση µέγιστης άνωσης το κύµα κρούσης στην πλευρά υποπίεσης γίνεται
εντονότερο οδηγώντας σε αύξηση της αντίστασης. Επιπλέον, η αύξηση της
καµπυλότητας οδηγεί σε αύξηση της διαφοράς στατικής πίεσης µεταξύ των πλευρών
υπερπίεσης και υποπίεσης και τελικά σε µέγιστη άνωση.
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Σχήµα 4.6: Βελτιστοποίηση της µορφής µίας µεµονωµένης διηχητικής αεροτοµής : Αρχική
µορφή της αεροτοµής και µεταβολές της για επίτευξη µέγιστης άνωσης ή ελάχιστης
αντίστασης. Οι άξονες δεν είναι σε κλίµακα.

Σχήµα 4.7: Βελτιστοποίηση της µορφής µίας µεµονωµένης διηχητικής αεροτοµής :
Κατανοµή του αριθµού Mach γύρω από την αρχική αεροτοµή.
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Σχήµα 4.8: Βελτιστοποίηση της µορφής µίας µεµονωµένης διηχητικής αεροτοµής :
Κατανοµή του αριθµού Mach γύρω από την αεροτοµή στην περίπτωση µέγιστης άνωσης.

Σχήµα 4.9: Βελτιστοποίηση της µορφής µίας µεµονωµένης διηχητικής αεροτοµής :
Κατανοµή του αριθµού Mach γύρω από την αεροτοµή στην περίπτωση ελάχιστης
αντίστασης.

4.1.2 ‘A priori’ Εφαρµογή των Τεχνικών TOPSIS και ELECTRE

I

Στη συνέχεια, εφαρµόζονται ‘a priori’ οι τεχνικές TOPSIS και ELECTRE I στο
πρόβληµα ϐελτιστοποίησης της µορφής της ίδιας µεµονωµένης διηχητικής
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αεροτοµής. Χρησιµοποιείται ένας (20,40) ΕΑ µε 20 άτοµα στο σύνολο των
επιλέκτων και κριτήριο τερµατισµού τις 1000 αξιολογήσεις. Οι προτιµήσεις του DM
ποσοτικοποιούνται µε τα ϐάρη του πίνακα 4.1 και τα µέτωπα Pareto που
υπολογίζονται από κάθε τεχνική συγκρίνονται µε αυτό που υπολογίζεται
χρησιµοποιώντας απλό ΕΑ.

Στο σχήµα (4.10) παρουσιάζονται τα αποτελέσµατα εφαρµογής της τεχνικής
TOPSIS. Χρησιµοποιώντας ϐάρη w1 = 0.1, w2 = 0.9, παρατηρείται πως το µέτωπο
Pareto που υπολογίζεται αποτελείται από λύσεις που κυριαρχούν στις γειτονικές
που υπολογίζονται από τον απλό ΕΑ στο τµήµα του χώρου των αντικειµενικών
συναρτήσεων που ενδιαφέρει τον DM. Αντίθετα, οι λύσεις που αντιστοιχούν σε
µεγαλύτερες τιµές της άνωσης και της αντίστασης είναι χειρότερες από αυτές του
απλού ΕΑ. Για ϐάρη w1 = 0.5, w2 = 0.5, οι περισσότερες λύσεις του µετώπου
Pareto συγκεντρώνονται σε κεντρικό τµήµα του χώρου των αντικειµενικών
συναρτήσεων, µε λίγες από αυτές να κυριαρχούνται από τις λύσεις του απλού ΕΑ.
Επίσης, οι λύσεις αυτές έχουν παρόµοια συµπεριφορά στο τµήµα αυτό µε τις
λύσεις που υπολογίζονται για ϐάρη w1 = 0.1, w2 = 0.9, µε ορισµένες όµως να είναι
καλύτερες από τις δεύτερες. Τέλος, χρησιµοποιώντας ϐάρη w1 = 0.9, w2 = 0.1,
παρατηρείται συσσώρευση λύσεων που κυριαρχούν στις λύσεις του απλού ΕΑ στο
τµήµα του χώρου των αντικειµενικών συναρτήσεων που χαρακτηρίζεται από
µεγαλύτερες τιµές των συντελεστών άνωσης και αντίστασης. Επιπλέον, οι λύσεις
από την εφαρµογή της τεχνικής TOPSIS στο τµήµα αυτό είναι περισσότερες από τις
λύσεις που υπολογίζονται από τον απλό ΕΑ. Τα µη-κυριαρχούµενα άτοµα των
προηγούµενων τεσσάρων µετώπων Pareto απεικονίζονται στο σχήµα (4.11), όπου
διακρίνονται τα τµήµατα του χώρου των αντικειµενικών συναρτήσεων στα οποία το
καθένα αποτελείται από καλύτερες λύσεις.

Στη συνέχεια, εφαρµόζεται ‘a priori’ στο ίδιο πρόβληµα η τεχνική ELECTRE I,
χρησιµοποιώντας τα ϐάρη του πίνακα 4.1. Τα αποτελέσµατα εφαρµογής της
τεχνικής σε σχέση µε αυτά του απλού ΕΑ απεικονίζονται στα σχήµατα (4.12) και
(4.13). Στην περίπτωση µεγαλύτερης προτίµησης του DM σε µικρότερες τιµές της
αντίστασης, δηλαγή για ϐάρη w1 = 0.1, w2 = 0.9, οι λύσεις που υπολογίζονται
εντοπίζονται κυρίως στο κέντρο και προς το τµήµα του χώρου των αντικειµενικών
συναρτήσεων µε τις µικρότερες τιµές των συντελεστών άνωσης και αντίστασης.
Παρατηρείται ότι υπολογίζονται κυρίως λύσεις που δεν κυριαρχούν στις αντίστοιχες
του απλού ΕΑ άλλα ούτε κυριαρχούνται από αυτές. Οι λύσεις αυτές αντιστοιχούν σε
µεγαλύτερες τιµές του συντελεστή άνωσης και σχεδόν ίδιες τιµές του συντελεστή
αντίστασης και ϐρίσκονται κοντινότερα στο αριστερό άκρο των µετώπων.
Χρησιµοποιώντας ϐάρη w1 = 0.5, w2 = 0.5, υπολογίζονται λύσεις σε κεντρικό
τµήµα του χώρου των αντικειµενικών συναρτήσεων. Από αυτές, οι λύσεις µε
µικρότερες τιµές της άνωσης και της αντίστασης είναι καλύτερες από αυτές του
απλού ΕΑ, παρατήρηση που ισχύει και για τα αποτελέσµατα της τεχνικής TOPSIS.
Τέλος, για ϐάρη w1 = 0.9, w2 = 0.1, πέντε από τις λύσεις που υπολογίζονται από
την εφαρµογή της τεχνικής ELECTRE I κυριαρχούν στις λύσεις του απλού ΕΑ και
χαρακτηρίζονται από µεγαλύτερες τιµές των συντελεστών άνωσης και αντίστασης.
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Σχήµα 4.10: Βελτιστοποίηση της µορφής µίας µεµονωµένης διηχητικής αεροτοµής :
Μέτωπα Pareto από την ‘a priori’ εφαρµογή της τεχνικής TOPSIS για τα αναγραφόµενα
ϐάρη. Σύγκριση µε το µέτωπο Pareto που υπολογίζεται χρησιµοποιώντας απλό ΕΑ.

Σχήµα 4.11: Βελτιστοποίηση της µορφής µίας µεµονωµένης διηχητικής αεροτοµής : Μη-
κυριαρχούµενα άτοµα των µετώπων Pareto από τη χρήση απλού ΕΑ και από την ‘a priori’
εφαρµογή της τεχνικής TOPSIS για τα αναγραφόµενα ϐάρη.

Συµπεραίνεται, πως τόσο η τεχνική TOPSIS όσο και η τεχνική ELECTRE I µπορούν
να οδηγήσουν σε αποτελέσµατα ικανοποιητικά για τον DM. Στην περίπτωση
µεγαλύτερης σηµασίας ϐελτίωσης του συντελεστή αντίστασης προτιµάται η τεχνική
TOPSIS, καθώς οδηγεί σε αποτελέσµατα καλύτερα από τον απλό ΕΑ. Στην αντίθετη
περίπτωση, µε την τεχνική ELECTRE I υπολογίζονται λύσεις µε µεγαλύτερες τιµές
του συντελεστή άνωσης σε σχέση µε αυτές της τεχνικής TOPSIS, µε αποτέλεσµα οι
πρώτες να ανταποκρίνονται περισσότερο στις προτιµήσεις του DM.
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Σχήµα 4.12: Βελτιστοποίηση της µορφής µίας µεµονωµένης διηχητικής αεροτοµής :
Μέτωπα Pareto από την ‘a priori’ εφαρµογή της τεχνικής ELECTRE I για τα αναγραφόµενα
ϐάρη. Σύγκριση µε το µέτωπο Pareto που υπολογίζεται χρησιµοποιώντας απλό ΕΑ.

Σχήµα 4.13: Βελτιστοποίηση της µορφής µίας µεµονωµένης διηχητικής αεροτοµής : Μη-
κυριαρχούµενα άτοµα των µετώπων Pareto από τη χρήση απλού ΕΑ και από την ‘a priori’
εφαρµογή της τεχνικής ELECTRE I για τα αναγραφόµενα ϐάρη.

4.2 Βελτιστοποίηση της Μορφής µιας Σταθερής

Πτερύγωσης Συµπιεστή

Το δεύτερο πρόβληµα αεροδυναµικής ϐελτιστοποίησης που επιλύεται είναι αυτό
της ϐελτιστοποίησης της µορφής µιας σταθερής πτερύγωσης συµπιεστή. Το
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πρόβληµα αποτελείται από δύο στόχους, τη µεγιστοποίηση της γωνίας στροφής της
ϱοής (max∆α) και την ελαχιστοποίηση της πτώσης ολικής πίεσης (min∆pt

).
Συνεπώς, ορίζονται οι εξής συναρτήσεις κόστους :

F1 = α1 − α2

F2 = ∆pt

Ως λογισµικό αξιολόγησης χρησιµοποιούνται οι εξισώσεις Navier-Stokes. Η ϱοή
είναι ασυµπίεστη, τυρβώδης και χαρακτηρίζεται από επ΄ άπειρον αριθµό Mach M∞ =
0.10, γωνία εισόδου της ϱοής στην πτερύγωση ίση µε α1 = −42 deg και γωνία κλίσης
αst = −12 deg. Ο αριθµός Reynolds της ϱοής ϐασισµένος στη χορδή ισούται µε
Re = 3.58× 106 και χρησιµοποιείται το µοντέλο τύρβης των Spalart Allmaras.

Στο σχήµα (4.14) απεικονίζονται οι δύο καµπύλες Bezier µε τις οποίες
παραµετροποιείται το σχήµα της πτερύγωσης. Η µία χρησιµοποιείται για την
παραµετροποίηση της πλευράς υποπίεσης και η άλλη για την παραµετροποίηση
της πλευράς υπερπίεσης. Κάθε καµπύλη αποτελείται από 6 σηµεία ελέγχου, τα
οποία είναι ελέυθερα να µετατοπίζονται κατά την κατεύθυνση του άξονα y και από
2 σηµεία ελέχγου που παραµένουν σταθερά. Συνεπώς, το πρόβληµα αποτελείται
από 12 µεταβλητές σχεδιασµού.

Σχήµα 4.14: Βελτιστοποίηση της µορφής µιας σταθερής πτερύγωσης συµπιεστή :
Απεικόνιση της αρχικής µορφής της σταθερής πτερύγωσης µαζί µε τις 2 καµπύλες Bezier,
µία για την πλευρά υπερπίεσης και µία για την πλευρά υποπίεσης. Κάθε καµπύλη Bezier
αποτελείται από 8 σηµεία ελέγχου. Οι άξονες είναι σε κλίµακα.

Το µη-δοµηµένο υπολογιστικό πλέγµα που απεικονίζεται στο σχήµα (4.15)
αποτελείται από ∼ 30Κ κόµβους, και µία επίλυση των εξισώσεων Navier-Stokes σε
µία NVIDIA K20 GPU διαρκεί περίπου 30sec.
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Σχήµα 4.15: Βελτιστοποίηση της µορφής µιας σταθερής πτερύγωσης συµπιεστή :
Απεικόνιση του µη-δοµηµένου υπολογιστικού πλέγµατος.

4.2.1 ‘A posteriori’ Εφαρµογή των Τεχνικών TOPSIS και

ELECTRE I

Για την ‘a posteriori’ εφαρµογή των τεχνικών TOPSIS και ELECTRE I
χρησιµοποιείται ένας (15,30) ΕΑ µε 20 άτοµα στο σύνολο των επιλέκτων και
κριτήριο τερµατιµού τις 600 αξιολογήσεις. Οι δύο τεχνικές MCDM εφαρµόζονται
για τους τρεις συνδυασµούς ϐαρών του πίνακα 4.1 και οι ϐέλτιστες λύσεις που
προκύπτουν σε κάθε περίπτωση ϕαίνονται στο σχήµα (4.16). Χρησιµοποιώντας
ϐάρη w1 = 0.1, w2 = 0.9, τα αποτελέσµατα τως δύο τεχνικών ταυτίζονται και
ϐέλτιστη ϑεωρείται η ακραία λύση του µετώπου Pareto µε τις µικρότερες τιµές των
συναρτήσεων κόστους. ΄Ιδια παραµένει η ϐέλτιστη λύση της τεχνικής ELECTRE I
για ίσα ϐάρη, σε αντίθεση µε αυτήν της τεχνικής TOPSIS, η οποία είναι η
διαδοχική της προηγούµενης ακραίας. Παρατηρείται ότι το µέτωπο Pareto είναι
διακοπτόµενο, γεγονός που δικαιολογεί την προσκόλληση των ϐέλτιστων λύσεων
στα άκρα του, όπως διαπιστώθηκε από την εφαρµογή των τεχνικών στο αντίστοιχο
µαθηµατικό πρόβληµα ϐελτιστοποίησης Kursawe, εξ. (3.5). Τέλος,
χρησιµοποιώντας ϐάρη w1 = 0.9, w2 = 0.1, οι ϐέλτιστες λύσεις των δύο τεχνικών
αντιστοιχούν στην ακραία λύση του µετώπου Pareto µε τις µεγαλύτερες τιµές της
γωνίας στροφής της ϱοής και της πτώσης ολικής πίεσης.

Στο σχήµα (4.17) παρουσιάζεται η κατάταξη των λύσεων από την καλύτερη στη
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Σχήµα 4.16: Βελτιστοποίηση της µορφής µιας σταθερής πτερύγωσης συµπιεστή :
Βέλτιστες λύσεις από την ‘a posteriori’ εφαρµογή των τεχνικών TOPSIS και ELECTRE
I στο αποτελούµενο από 9 άτοµα µέτωπο Pareto για τα αναγραφόµενα ϐάρη.

χειρότερη ϐάσει της τεχνικής ELECTRE I χρησιµοποιώντας τους πίνακες Α και Β.
Παρατηρείται ότι στην περίπτωση ϐαρών w1 = 0.1, w2 = 0.9 η κατάταξη των λύσεων
του µετώπου Pareto είναι κοινή και για τους δύο πίνακες. Η λύση µε αύξοντα
αριθµό 9 είναι η καταλληλότερη για τον DM και ισχύει R = 0. Χρησιµοποιώντας
ϐάρη w1 = 0.9, w2 = 0.1, ϐέλτιστη είναι η λύση µε αύξοντα αριθµό 1 είτε ϐάσει του
πίνακα Α είτε ϐάσει του πίνακα Β. Ο δείκτης R ισούται µε R = 0.54.

Σχήµα 4.17: Βελτιστοποίηση της µορφής µιας σταθερής πτερύγωσης συµπιεστή :
Κατάταξη των λύσεων του µετώπου Pareto ϐάσει της τεχνικής ELECTRE I και των πινάκων
Α και Β για τα αναγραφόµενα ϐάρη. Η δεξιά στήλη αντιστοιχεί στην κατάταξη των λύσεων
σύµφωνα µε τον πίνακα Β και η αριστερή σύµφωνα µε τον πίνακα Α. Αρίθµηση των λύσεων
από το άτοµο µε τις µεγαλύτερες τιµές των συναρτήσεων κόστους (αύξων αριθµός 1) προς
το άτοµο µε τις µικρότερες (αύξων αριθµός 9).

Μετά την εφαρµογή των τεχνικών TOPSIS και ELECTRE I, επιλέγονται δύο από τις

85



ϐέλτιστες λύσεις του σχήµατος (4.16) για την απεικόνιση των µεταβολών της
σταθερής πτερύγωσης. Οι λύσεις αυτές αντιστοιχούν στη µεγιστοποίηση της γωνίας
στροφής της ϱοής και στην ελαχιστοποίηση της πτώσης ολικής πίεσης. Η σύγκριση
µε την αρχική µορφή της σταθερής πτερύγωσης γίνεται στα σχήµατα (4.18), (4.19) .
Παρατηρείται ότι στην περίπτωση µεγιστοποίησης της στροφής της ϱοής η
καµπυλότητα στο τµήµα υπερπίεσης και το πάχος της σταθερής πτερύγωσης
αυξάνονται. Στην περίπτωση ελαχιστοποίησης της πτώσης ολικής πίεσης
διακρίνονται µικρότερες µεταβολές στη µορφή της πτερύγωσης σε σχέση µε τη
µορφή της πριν τη ϐελτιστοποίηση. Στα σχήµατα (4.20), (4.21) και (4.22)
απεικονίζεται η κατανοµή της ταχύτητας στο πεδίο ϱοής γύρω από τη σταθερή
πτερύγωση για την αρχική της µορφή και για τις περιπτώσεις µέγιστης γωνίας
στροφής και ελάχιστης πτώσης ολικής πίεσης. Παρατηρείται ότι σε σχέση µε την
αρχική γεωµετρία παρουσιάζεται µεγαλύτερη αποκόλληση της ϱοής στην
περίπτωση µέγιστης γωνίας στροφής και µέγιστης πτώσης ολικής πίεσης. Αντίθετα,
στην περίπτωση της ελάχιστης πτώσης ολικής πίεσης η αποκόλληση µειώνεται και
συνεπώς µειώνεται η γωνία στροφής της ϱοής.

Σχήµα 4.18: Βελτιστοποίηση της µορφής µιας σταθερής πτερύγωσης συµπιεστή :
Μεταβολή της µορφής της αεροτοµής της σταθερής πτερύγωσης για την επίτευξη µέγιστης
γωνίας στροφής της ϱοής ή ελάχιστης πτώσης ολικής πίεσης. Οι άξονες είναι σε κλίµακα.

86



Σχήµα 4.19: Βελτιστοποίηση της µορφής µιας σταθερής πτερύγωσης συµπιεστή :
Μεταβολή της µορφής της αεροτοµής της σταθερής πτερύγωσης για την επίτευξη µέγιστης
γωνίας στροφής της ϱοής ή ελάχιστης πτώσης ολικής πίεσης. Οι άξονες δεν είναι σε
κλίµακα.

Σχήµα 4.20: Βελτιστοποίηση της µορφής µιας σταθερής πτερύγωσης συµπιεστή :
Κατανοµή της ταχύτητας γύρω από την αρχική σταθερή πτερύγωση.
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Σχήµα 4.21: Βελτιστοποίηση της µορφής µιας σταθερής πτερύγωσης συµπιεστή :
Κατανοµή της ταχύτητας γύρω από τη σταθερή πτερύγωση στην περίπτωση µέγιστης γωνίας
στροφής της ϱοής.

Σχήµα 4.22: Βελτιστοποίηση της µορφής µιας σταθερής πτερύγωσης συµπιεστή :
Κατανοµή της ταχύτητας γύρω από τη σταθερή πτερύγωση στην περίπτωση ελάχιστης
πτώσης ολικής πίεσης.

4.2.2 ‘A priori’ Εφαρµογή των Τεχνικών TOPSIS και ELECTRE

I

Μετά την εφαρµογή των τεχνικών TOPSIS και ELECTRE I στο πρόβληµα
ϐελτιστοποίησης της µορφής µιας σταθερής πτερύγωσης συµπιεστή, ακολουθεί η
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εφαρµογή τους στο ίδιο πρόβληµα στην ‘a priori’ λογική. Χρησιµοποιείται ένας
(15,30) ΕΑ µε 20 άτοµα στο σύνολο των επιλέκτων. Ως κριτήριο τερµατισµού του
ΕΑ ορίζονται οι 600 αξιολογήσεις. Τα αποτελέσµατα των τεχνικών TOPSIS και
ELECTRE I για τα ϐάρη του πίνακα 4.1 παρουσιάζονται στα παρακάτω σχήµατα.

Στο σχήµα (4.23) απεικονίζονται τα µέτωπα Pareto που υπολογίζονται από την
εφαρµογή της τεχνικής TOPSIS, σε σύγκριση µε το µέτωπο Pareto που
υπολογίζεται από τον απλό ΕΑ. Επίσης, στο σχήµα (4.24) απεικονίζονται τα
µη-κυριαρχούµενα άτοµα των µετώπων που υπολογίζονται από τον απλό ΕΑ και
εφαρµόζοντας την τεχνική TOPSIS. Χρησιµοποιώντας ϐάρη w1 = 0.1, w2 = 0.9,
παρατηρείται ότι οι περισσότερες λύσεις ϐρίσκονται συσσωρευµένες στο τµήµα του
χώρου των αντικειµενικών συναρτήσεων που χαρακτηρίζεται από µικρότερες τιµές
της πτώσης ολικής πίεσης και ενδιάµεσες τιµές της γωνίας στροφής της ϱοής. Οι
λύσεις αυτές κυριαρχούν σε τρεις από τις τέσσερις γειτονικές λύσεις του απλού ΕΑ,
καθώς και σε δύο ακόµη λύσεις που αντιστοιχούν σε µεγαλύτερες τιµές της
στροφής της ϱοής και της πτώσης ολικής πίεσης. Οι δύο λύσεις που υπολογίζονται
για αυτά τα ϐάρη και έχουν τις µικρότερες τιµές των δύο συναρτήσεων στόχων δεν
κυριαρχούν ούτε κυριαρχούνται από τις λύσεις του απλού ΕΑ. Χρησιµοποιώντας
ϐάρη w1 = 0.5, w2 = 0.5, το µέτωπο Pareto που υπολογίζεται αποτελείται από τρεις
λύσεις καλύτερες από αυτές του απλού ΕΑ, οι οποίες αντιστοιχούν σε κεντρικότερες
τιµές των συναρτήσεων στόχων. Οι υπόλοιπες λύσεις χαρακτηρίζονται από
µικρότερες τιµές των δύο συναρτήσεων στόχων, µε τέσσερις από αυτές να είναι
χειρότερες από αυτές του απλού ΕΑ. Τέλος, για ϐάρη w1 = 0.9, w2 = 0.1,
επιτυγχάνεται λύση που κυριαρχεί στη λύση του απλού ΕΑ µε τις µεγαλύτερες
τιµές στροφής της ϱοής και πτώσης ολικής πίεσης και πέντε ακόµα λύσεις που
είναι καλύτερες από αυτές του απλού ΕΑ στο επιθυµητό τµήµα του χώρου των
αντικειµενικών συναρτήσεων.

Στη συνέχεια, παρουσιάζονται στο σχήµα (4.25) και (4.26) τα αποτελέσµατα
εφαρµογής της τεχνικής ELECTRE I. Χρησιµοποιώντας ϐάρη w1 = 0.1, w2 = 0.9, το
µέτωπο Pareto που υπολογίζεται αποτελείται από συνολικά τρεις λύσεις, οι οποίες
κυριαρχούν σε όλες τις λύσεις του απλού ΕΑ, εκτός από δύο. Οι δύο
µη-κυριαρχούµενες λύσεις ϐρίσκονται στο τµήµα του χώρου των αντικειµενικών
συναρτήσεων που ενδιαφέρει περισσότερο τον DM. Παρατηρείται ϐελτίωση κυρίως
των τιµών της στροφής της ϱοής και λιγότερο των τιµών της πτώσης ολικής πίεσης
στις λύσεις που υπολογίζονται, αποτέλεσµα που ϑα αναµενόταν για w2 > 0.1.
Χρησιµοποιώντας ίσα ϐάρη, υπολογίζεται µέτωπο Pareto που περιορίζεται σε
κεντρικότερο τµήµα του χώρου των αντικειµενικών συναρτήσεων και κυριαρχεί σε
µία µόνο λύση του απλού ΕΑ. Τέλος, για ϐάρη w1 = 0.9, w2 = 0.1, υπολογίζονται
λύσεις που κυριαρχούν στις λύσεις του απλού ΕΑ για µεγαλύτερες τιµές της γωνίας
στροφής της ϱοής, ικανοποιώντας τις προτιµήσεις του DM.

Συµπεραίνεται πως τόσο η τεχνική TOPSIS όσο και η τεχνική ELECTRE I οδηγούν
σε λύσεις ανάλογες µε τις προτιµήσεις του DM, παρόλο που οι λύσεις αυτές είναι
διαφορετικές σε αριθµό και κατανέµονται διαφορετικά στο χώρο των αντικειµενικών
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Σχήµα 4.23: Βελτιστοποίηση της µορφής µιας σταθερής πτερύγωσης συµπιεστή : Μέτωπα
Pareto από την εφαρµογή της τεχνικής TOPSIS ‘a priori’ για τα αναγραφόµενα ϐάρη.
Σύγκριση µε το µέτωπο Pareto που υπολογίζεται χρησιµοποιώντας απλό ΕΑ.

Σχήµα 4.24: Βελτιστοποίηση της µορφής µιας σταθερής πτερύγωσης συµπιεστή : Μη-
κυριαρχούµενα άτοµα των µετώπων Pareto από τη χρήση απλού ΕΑ και από την εφαρµογή
της τεχνικής ELECTRE I ‘a priori’ για τα αναγραφόµενα ϐάρη.

συναρτήσεων. Στην περίπτωση µεγαλύτερης προτίµησης του DM στη ϐελτίωση της
γωνίας στροφής της ϱοής, η τεχνική TOPSIS αντιστοιχεί σε καλύτερα αποτελέσµατα,
ενώ σε αντίθετη περίπτωση προτιµώνται οι λύσεις της τεχνικής ELECTRE I.
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Σχήµα 4.25: Βελτιστοποίηση της µορφής µιας σταθερής πτερύγωσης συµπιεστή : Μέτωπα
Pareto από την εφαρµογή της τεχνικής ELECTRE I ‘a priori’ για τα αναγραφόµενα ϐάρη.
Σύγκριση µε το µέτωπο Pareto που υπολογίζεται χρησιµοποιώντας απλό ΕΑ.

Σχήµα 4.26: Βελτιστοποίηση της µορφής µιας σταθερής πτερύγωσης συµπιεστή : Μη-
κυριαρχούµενα άτοµα των µετώπων Pareto από τη χρήση απλού ΕΑ και από την εφαρµογή
της τεχνικής ELECTRE I ‘a priori’ για τα αναγραφόµενα ϐάρη.

4.3 Βελτιστοποίηση της Μορφής της Μεµονωµένης

∆ιηχητικής Πτέρυγας ONERA M6

Το τελευταίο αεροδυναµικό πρόβληµα που παρουσιάζεται είναι αυτό της
ϐελτιστοποίησης της µορφής της µεµονωµένης διηχητικής πτέρυγας ONERA M6.
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Το συγκεκριµένο πρόβληµα αποτελείται από δύο στόχους, τη µεγιστοποίηση του
συντελεστή άνωσης, maxCL, και την ελαχιστοποίηση του συντελεστή αντίστασης,
minCD. Βάσει των στόχων αυτών ορίζονται οι εξής συναρτήσεις κόστους :

F1 = −CL

F2 = CD

Ως λογισµικό αξιολόγησης για την επίλυση του προβλήµατος χρησιµοποιούνται οι
εξισώσεις Euler για συµπιεστό ϱευστό. Η ϱοή χαρακτηρίζεται από επ΄ άπειρον αριθµό
Mach M∞ = 0.84 και γωνίες pitch και yaw αpitch = 3.06 deg και αyaw = 0 deg
αντίστοιχα.

Η παραµετροποίηση της επιφάνειας της 3D πτέρυγας γίνεται χρησιµοποιώντας την
τεχνική µορφοποίησης των µη-οµοιόµορφων λογικών B-Splines, NURBS
(Non-Uniform Rational B-Splines) (σχήµα (4.27)) και το υπολογιστικό πλέγµα
προσαρµόζεται χρησιµοποιώντας τη µέθοδο των ελατηρίων. Οι NURBS ορίζονται
από ένα δοµηµένο πλέγµα σηµείων ελέγχου, από ένα κοµβικό διάνυσµα και ένα
ϐαθµό ελευθερίας σε κάθε παραµετρική κατεύθυνση. Οι παραµετρικές
συντεταγµένες όλων των κόµβων του πλέγµατος που ϐρίσκονται µέσα στον όγκο
ελέγχου υπολογίζονται µία ϕορά, αποθηκεύονται και χρησιµοποιούνται για τον
ορισµό της νέας ϑέσης κάθε άλλου κόµβου του πλέγµατος. Το πλέγµα ελέγχου
είναι διαστάσεων 6 × 3 × 3 όπως ϕαίνεται στο σχήµα (4.27). Το πρόβληµα
αποτελείται από συνολικά 24 µεταβλητές σχεδιασµού, καθώς µόνο 12 από τους 54
κόµβους επιτρέπεται να µετατοπίζονται κατά µήκος της πτέρυγας και κάθετα σε
αυτήν.

Το υπολογιστικό πλέγµα αποτελείται από στοιχεία σε σχήµατα τετραέδρων,
πρισµάτων, πυραµίδων και εξαέδρων. Η επίλυση των εξισώσεων Euler σε µία
NVIDIA K40 GPU διαρκεί περίπου 50sec.

4.3.1 ‘A posteriori’ Εφαρµογή των Τεχνικών TOPSIS και

ELECTRE I

Καταρχάς, οι τεχνικές TOPSIS και ELECTRE I εφαρµόζονται ‘a posteriori’ για τα
ϐάρη του πίνακα (4.1). Για την εφαρµογή τους χρησιµοποιείται το µέτωπο Pareto
που υπολογίζεται χρησιµοποιώντας έναν (10,20) ΕΑ µε 20 άτοµα στο σύνολο των
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Σχήµα 4.27: Βελτιστοποίηση της µορφής της µεµονωµένης διηχητικής πτέρυγας ONERA
M6: Παραµετροποίηση της πτέρυγας χρησιµοποιώντας την τεχνική µορφοποίησης NURBS.
Με κόκκινο χρώµα απεικονίζονται τα σηµεία ελέγχου που επιτρέπεται να κινούνται και µε
µπλε αυτά που παραµένουν σταθερά.

επιλέκτων και κριτήριο τερµατισµού τις 500 αξιολογήσεις. Τα αποτελέσµατα των
δύο τεχνικών ϕαίνονται στο σχήµα (4.28). Χρησιµοποιώντας τα ϐάρη w1 = 0.1,
w2 = 0.9, παρατηρείται ότι η τεχνική ELECTRE I επιλέγει ως ϐέλτιστη τη λύση µε
τις µικρότερες τιµές των συντελεστών άνωσης και αντίστασης. Η λύση που επιλέγεται
ϐάσει της τεχνικής TOPSIS είναι και πάλι ακραία και διαδοχική αυτής της τεχνικής
ELECTRE I. Για ίσα ϐάρη των συναρτήσεων κόστους παρατηρείται ότι και οι δύο
τεχνικές MCDM καταλήγουν σε ϐέλτιστη λύση στο κεντρικό τµήµα του µετώπου
Pareto. Τέλος, για ϐάρη w1 = 0.9, w2 = 0.1, τα αποτελέσµατα των τεχνικών TOPSIS
και ELECTRE I ταυτίζονται, µε τη ϐέλτιστη λύση να ϐρίσκεται στο άκρο του µετώπου
Pareto που έχει τις µεγαλύτερες τιµές των συντελεστών άνωσης και αντίστασης.

Στο σχήµα (4.29) παρουσιάζεται η κατάταξη των λύσεων του µετώπου Pareto από τη
ϐέλτιστη στη χειρότερη µε ϐάση τους πίνακες Α και Β. Παρατηρείται ότι στην
περίπτωση µεγαλύτερης προτίµησης του DM στη µείωση της αντίστασης οι δύο
πίνακες ταυτίζονται απόλυτα, µε αποτέλεσµα ο δείκτης R να ισούται µε R = 0. Η
ϐέλτιστη και για τους δύο πίνακες λύση έχει αύξοντα αριθµό 20. Χρησιµοποιώντας
ϐάρη w1 = 0.9, w2 = 0.1, ϐέλτιστη και για τους δύο πίνακες είναι η λύση µε
αύξοντα αριθµό 1. Η κατάταξη των υπόλοιπων λύσεων είναι κοινή και για τους δύο
πίνακες, µε εξαίρεση τις λύσεις µε αύξοντα αριθµό 3 και 4. Η τιµή του δείκτη
συµφωνίας στην κατάταξη των λύσεων ισούται µε R = 0.07.

Στα σχήµατα που ακολουθούν, παρουσιάζονται οι µεταβολές στη γεωµετρία της
πτέρυγας στην περίπτωση µέγιστης άνωσης και ελάχιστης αντίστασης. Παράλληλα,
για τις ίδιες περιπτώσεις απεικονίζεται η κατανοµή του αριθµού Mach στην πλευρά
υποπίεσης της πτέρυγας. Η σύγκριση γίνεται σε σχέση µε την αρχική πτέρυγα και
το αντίστοιχο πεδίο ϱοής. Παρατηρείται, από τα σχήµατα (4.31) και (4.32), ότι σε
αντίθεση µε την αρχική πτέρυγα στην οποία παρουσιάζονται δύο κύµατα κρούσης,
η πτέρυγα µέγιστης άνωσης οδηγεί σε ένα εντονότερο κύµατα κρούσης στο τµήµα
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Σχήµα 4.28: Βελτιστοποίηση της µορφής της µεµονωµένης διηχητικής πτέρυγας ONERA
M6: Βέλτιστες λύσεις από την εφαρµογή των τεχνικών TOPSIS και ELECTRE I ‘a
posteriori’ στο αποτελούµενο από 20 άτοµα µέτωπο Pareto για τα αναγραφόµενα ϐάρη.

µικρότερης καµπυλότητας, γεγονός που δικαιολογεί την αύξηση της αντίστασης.
Επιπλέον, στο σχήµα (4.30) απεικονίζεται η αύξηση της καµπυλότητας και της
κλίσης της πτέρυγας, οι οποίες οδηγούν σε αύξηση της διαφοράς πίεσης µεταξύ των
πλευρών υπερπίεσης και υποπίεησης και συνεπώς και σε αύξηση της άνωσης. Στην
περίπτωση ελάχιστης αντίστασης, η πτέρυγα παρουσιάζει µειωµένο πάχος στο
τµήµα µικρότερης καµπυλότητας, όπως απεικονίζεται στο σχήµα (4.30). Επιπλέον,
το κύµα κρούσης που παρουσιάζεται στην πλευρά υποπίεσης είναι εξασθενηµένο
και µετατοπισµένο προς το τµήµα προσβολής της πτέρυγας, όπως ϕαίνεται στο
σχήµα (4.33). Για τους παραπάνω λόγους η γεωµετρία αυτή χαρακτηρίζεται από
ελάχιστη αντίσταση.
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Σχήµα 4.29: Βελτιστοποίηση της µορφής της µεµονωµένης διηχητικής πτέρυγας ONERA
M6: Κατάταξη των λύσεων του µετώπου Pareto ϐάσει της τεχνικής ELECTRE I και των
πινάκων Α και Β για τα αναγραφόµενα ϐάρη. Η δεξιά στήλη αντιστοιχεί στην κατάταξη των
λύσεων σύµφωνα µε τον πίνακα Β και η αριστερή σύµφωνα µε τον πίνακα Α. Αρίθµηση των
λύσεων από το άτοµο µε τις µεγαλύτερες τιµές των συναρτήσεων κόστους (αύξων αριθµός
1) προς το άτοµο µε τις µικρότερες (αύξων αριθµός 20).

Σχήµα 4.30: Βελτιστοποίηση της µορφής της µεµονωµένης διηχητικής πτέρυγας ONERA
M6: Μεταβολή της µορφής της πτέρυγας για την επίτευξη µέγιστης άνωσης (a) και
ελάχιστης αντίστασης (b,c). Με γκρι χρώµα απεικονίζεται η αρχική µορφή της πτέρυγας,
µε κόκκινο η πτέρυγα για µέγιστη άνωση και µε µπλε η πτέρυγα για ελάχιστη αντίσταση
(σχήµα b πλευρά υποπίεσης και σχήµα c πλευρά υπερπίεσης). Στα σχήµατα b,c τα τµήµατα
πτέρυγας ελάχιστης αντίστασης που δε διακρίνονται καλύπτονται από την αρχική πτέρυγα.
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Σχήµα 4.31: Βελτιστοποίηση της µορφής της µεµονωµένης διηχητικής πτέρυγας ONERA
M6: Κατανοµή του αριθµού Mach στην πλευρά υποπίεσης της αρχικής πτέρυγας.

Σχήµα 4.32: Βελτιστοποίηση της µορφής της µεµονωµένης διηχητικής πτέρυγας ONERA
M6: Κατανοµή του αριθµού Mach στην πλευρά υποπίεσης της πτέρυγας για µέγιστη άνωση.
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Σχήµα 4.33: Βελτιστοποίηση της µορφής της µεµονωµένης διηχητικής πτέρυγας ONERA
M6: Κατανοµή του αριθµού Mach στην πλευρά υποπίεσης της πτέρυγας για ελάχιστη
αντίσταση.

4.3.2 ‘A priori’ Εφαρµογή των Τεχνικών TOPSIS και ELECTRE

I

Στη συνέχεια, εφαρµόζονται οι τεχνικές TOPSIS και ELECTRE I στην ‘a priori’ λογική
στο πρόβληµα ϐελτιστοποίησης της µορφής της µεµονωµένης διηχητικής πτέρυγας
ONERA M6. Χρησιµοποιείται ένας (10,20) ΕΑ µε 20 άτοµα στο σύνολο των επιλέκτων
και κριτήριο τερµατισµού τις 500 αξιολογήσεις.

Εφαρµόζοντας την τεχνική TOPSIS για τα ϐάρη του πίνακα 4.1, υπολογίζονται τα
µέτωπα Pareto του σχήµατος (4.34). Επίσης, στο σχήµα (4.35) απεικονίζονται τα
µη-κυριαρχούµενα άτοµα των µετώπων του απλού ΕΑ και της τεχνικής TOPSIS για
τις τρεις περιπτώσεις ϐαρών. Χρησιµοποιώντας τα ϐάρη w1 = 0.1, w2 = 0.9,
υπολογίζονται λύσεις που χαρακτηρίζονται από µικρές τιµές των δύο συναρτήσεων
στόχων. Οι λύσεις αυτές κυριαρχούν σε κάποιες γειτονικές λύσεις του απλού ΕΑ,
κυριαρχούνται όµως από τις προηγούµενες στο τµήµα του χώρου των
αντικειµενικών συναρτήσεων µε τις µικρότερες τιµές των δύο συντελεστών. Για ϐάρη
w1 = 0.5, w2 = 0.5, οι περισσότερες λύσεις καλύπτουν κεντρικό τµήµα του χώρου
των αντικειµενικών συναρτήσεων. Επιπλέον, κάποιες από αυτές κυριαρχούνται από
τις λύσεις του απλού ΕΑ και κάποιες άλλες κυριαρχούν σε αυτές. Τέλος, για ϐάρη
w1 = 0.9, w2 = 0.1, υπολογίζονται τρεις λύσεις καλύτερες από αυτές του απλού ΕΑ,
οι οποίες χαρακτηρίζονται από τις µεγαλύτερες τιµές των συντελεστών άνωσης και
αντίστασης. Οι υπόλοιπες λύσεις εκτείνονται στο χώρο των αντικειµενικών
συναρτήσεων και οι περισσότερες υστερούν σε σχέση µε τις γειτονικές λύσεις του

97



απλού ΕΑ.

Στα σχήµατα (4.36) και (4.37) απεικονίζονται τα αποτελέσµατα εφαρµογής της
τεχνικής ELECTRE I στο ίδιο πρόβληµα. Παρατηρείται ότι, σε αντίθεση µε τις
λύσεις της τεχνικής TOPSIS, οι λύσεις του σχήµατος (4.36) είναι χειρότερες από
αυτές του απλού ΕΑ για όλα τα χρησιµοποιούµενα ϐάρη. Παρόλο που τα τρία
µέτωπα Pareto συγκρινόµενα µεταξύ τους ϕαίνεται να έχουν την τάση για
µετατόπιση προς τα επιθυµητά για τον DM τµήµατα του χώρου των αντικειµενικών
συναρτήσεων, δεν είναι ϐελτιωµένα σε σχέση µε το µέτωπο Pareto του απλού ΕΑ.

Συµπεραίνεται πως στο συγκεκριµένο πρόβληµα ϐελτιστοποίησης, µόνο η τεχνική
TOPSIS ανταποκρίνεται στις ανάγκες του DM σε όλες τις περιπτώσεις ϐαρών.
Αντίθετα, από την εφαρµογή της τεχνικής ELECTRE I δεν υπολογίζονται λύσεις
ανάλογες των ϐαρών των συναρτήσεων στόχων.

Σχήµα 4.34: Βελτιστοποίηση της µορφής της µεµονωµένης διηχητικής πτέρυγας
ONERA M6: Μέτωπα Pareto από την ‘a priori’ εφαρµογή της τεχνικής TOPSIS για τα
αναγραφόµενα ϐάρη. Σύγκριση µε το µέτωπο Pareto που υπολογίζεται χρησιµοποιώντας
απλό ΕΑ.
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Σχήµα 4.35: Βελτιστοποίηση της µορφής της µεµονωµένης διηχητικής πτέρυγας ONERA
M6: Μη-κυριαρχούµενα άτοµα των µετώπων Pareto από τη χρήση απλού ΕΑ και από την
‘a priori’ εφαρµογή της τεχνικής TOPSIS ΄ για τα αναγραφόµενα ϐάρη.

Σχήµα 4.36: Βελτιστοποίηση της µορφής της µεµονωµένης διηχητικής πτέρυγας ONERA
M6: Μέτωπα Pareto από την ‘a priori’ εφαρµογή της τεχνικής ELECTRE I για τα
αναγραφόµενα ϐάρη. Σύγκριση µε το µέτωπο Pareto που υπολογίζεται χρησιµοποιώντας
απλό ΕΑ.
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Σχήµα 4.37: Βελτιστοποίηση της µορφής της µεµονωµένης διηχητικής πτέρυγας ONERA
M6: Μη-κυριαρχούµενα άτοµα των µετώπων Pareto από τη χρήση απλού ΕΑ και από την
‘a priori’ εφαρµογή της τεχνικής ELECTRE I για τα αναγραφόµενα ϐάρη.
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Κεφάλαιο 5

Συµπεράσµατα

Στόχος αυτής της διπλωµατικής εργασίας ήταν η αποτελεσµατική ένταξη τεχνικών
που σχετίζονται µε διαδικασίες λήψης αποφάσεων, MCDM, σε προβλήµατα
πολυκριτηριακής ϐελτιστοποίησης. Πιο συγκεκριµένα, διερευνήθηκε η
αποτελεσµατικότητα ‘a posteriori’ και ‘a priori’ εφαρµογής των τεχνικών TOPSIS
και ELECTRE I σε προβλήµατα ΜΟΟ που επιλύονται χρησιµοποιώντας ΕΑ.

Παρατηρήθηκε πως τόσο η ‘a posteriori’ όσο και η ‘a priori’ εφαρµογή των δύο
τεχνικών MCDM στην πλειοψηφία προβληµάτων ΜΟΟ που επιλύθηκαν οδήγησε σε
ικανοποιητικά αποτελέσµατα. Στις περισσότερες περιπτώσεις ϐαρών που
χρησιµοποιήθηκαν για την ‘a posteriori’ εφαρµογή των τεχνικών TOPSIS και
ELECTRE I προσδιορίστηκε από ένα σύνολο µη-κυριαρχούµενων ατόµων ϐέλτιστη
λύση αντίστοιχη των προτιµήσεων του DM. Συνεπώς, και οι δύο τεχνικές MCDM
µπόρεσαν στην ‘a posteriori’ λογική να ανταποκριθούν στις ανάγκες του DM. ΄Οσον
αφορά την ‘a priori’ εφαρµογή τους παρατηρήθηκε ότι στην πλειοψηφία των
δοκιµών που πραγµατοποιήθηκαν ο ΕΑ µπόρεσε να εστιάσει στα κατάλληλα
τµήµατα του χώρου των αντικειµενικών συναρτήσεων. Υπολογίστηκε, δηλαδή, ένα
σύνολο ϐέλτιστων λύσεων ανάλογο των προτιµήσεων του DM. Το γεγονός αυτό
εξυπηρετεί τον DM, καθώς έτσι αυτός µπορεί να επιλέξει ανάµεσα στις λύσεις αυτές
όποια επιθυµεί. Επιπλέον, οι λύσεις από την ‘a priori’ εφαρµογή των δύο τεχνικών
MCDM ήταν στις περισσότερες περιπτώσεις καλύτερες από τις λύσεις του απλού ΕΑ
για τον ίδιο αριθµό αξιολογήσεων. Συνεπώς, µε γνωστές τις προτιµήσεις του DM
πριν τη ϐελτιστοποίηση υπάρχει ώφελος από την ‘a priori’ εφαρµογή των τεχνικών
TOPSIS και ELECTRE I.

Στη συνέχεια παρουσιάζονται πιο ειδικά συµπεράσµατα σε σχέση µε τις δύο τεχνικές :

΄Οσον αφορά την ‘a posteriori’ λογική, παρατηρήθηκαν τα εξής :

� Οι τεχνικές TOPSIS και ELECTRE I αποδίδουν αποτελέσµατα σύµφωνα µε τις
προτιµήσεις του DM όταν εφαρµόζονται σε κυρτά 2D µέτωπα Pareto. Τα
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αποτελέσµατά τους διαφοροποιούνται ανάλογα µε την καµπυλότητα των
µετώπων και ανάλογα µε τον αριθµό των λύσεων από τις οποίες αποτελούνται
τα µέτωπα, παρουσιάζοντας όµως συµπεριφορά σύµφωνη µε τις προτιµήσεις
του DM. Εξαίρεση αποτελεί η περίπτωση ίσων ϐαρών όπου προτιµάται η
χρήση της τεχνικής TOPSIS καθώς η τεχνική ELECTRE I δεν οδηγεί πάντα σε
ικανοποιητικά αποτελέσµατα, τουλάχιστον µε ϐάση τις δοκιµές που έγιναν
εδώ.

� Οι ϐέλτιστες λύσεις που επιλέγονται ϐάσει των δύο τεχνικών MCDM στην
περίπτωση µη-κυρτών και διακοπτόµενων 2D µετώπων Pareto δεν συνάδουν
µε τις προτιµήσεις του DM όταν τα ϐάρη των συναρτήσεων στόχων είναι
παρεµφερή. Παρατηρείται προσκόλληση των ϐέλτιστων λύσεων στα άκρα των
µετώπων Pareto, αποτέλεσµα που παραπέµπει σε µεγαλύτερη προτίµηση του
DM σε µία εκ των δύο συναρτήσεων στόχων.

� Η αποτελεσµατικότητα εφαρµογής των τεχνικών TOPSIS και ELECTRE I σε
3D µέτωπα Pareto συνδέεται άµεσα µε τη µορφή των µετώπων. Εξετάστηκε
πρόβληµα όπου οι δύο τεχνικές ανταποκρίθηκαν ανάλογα µε τις προτιµήσεις
του DM και πρόβληµα όπου τα αποτελέσµατα δεν ήταν τα αναµενόµενα για
ορισµένους συνδυασµούς ϐαρών.

΄Οσον αφορά την ‘a priori’ λογική, παρατηρήθηκαν τα εξής :

� Η τεχνική TOPSIS παρουσιάζει καλύτερη συµπεριφορά από την τεχνική
ELECTRE I στις περισσότερες περιπτώσεις προβληµάτων, είτε αυτά είναι δύο
είτε τριών συναρτήσεων στόχων. Παρατηρείται ϐελτίωση των λύσεων που
υπολογίζονται σε σχέση µε τον απλό ΕΑ στο τµήµα του χώρου των
αντικειµενικών συναρτήσεων που αφορά τον DM. Παρόλα αυτά, εξετάστηκαν
επίσης προβλήµατα όπου η τεχνική ELECTRE I ήταν πιο αποτελεσµατική
από την τεχνική TOPSIS για ορισµένες περιπτώσεις ϐαρών.

� Με την εφαρµογή των τεχνικών TOPSIS και ELECTRE I ‘a priori’, σε αντίθεση
µε την ‘a posteriori’ λογική, παρατηρούνται ικανοποιητικά αποτελέσµατα σε
περιπτώσεις ίσων ϐαρών σε µη-κυρτά και σε διακοπτόµενα µέτωπα
µη-κυριαρχούµενων λύσεων. Επίσης, εξετάστηκε τριδιάστατο πρόβληµα όπου
η εφαρµογή της τεχνικής ELECTRE I ‘a priori’ δεν ήταν αποτελεσµατική, ενώ
η εφαρµογή της ‘a posteriori’ ήταν. Συνεπώς, ενδέχεται µία τεχνική MCDM
να έχει έχει διαφορετική αποτελεσµατικότητα ανάλογα µε τον τρόπο
εφαρµογής της.

Προτάσεις για Μελλοντική ΄Ερευνα

� Μελλοντική έρευνα ϑα µπορούσε να πραγµατοποιηθεί σε σχέση µε την ‘a
priori’ εφαρµογή της τεχνικής ELECTE I. Η τεχνική αυτή αποτελείται από
δύο κριτήρια ϐαθµολόγησης των λύσεων τα οποία συνδυάζονται σε ένα
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(πίνακας Κ, εξ. (2.17)) για την εφαρµογή της στη διπλωµατική εργασία. Με
αυτόν τον τρόπο παρατηρήθηκε αδυναµία ανταπόκρισης της τεχνικής στις
προτιµήσεις του DM στην ‘a priori’ λογική σε ορισµένα προβλήµατα.
Συνεπώς, ϑα µπορούσαν να εξεταστούν νέοι τρόποι συνδυασµού των
κριτηρίων της τεχνικής ELECTRE I.

� ΄Εχοντας µελετήσει ήδη την εφαρµογή των τεχνικών TOPSIS και ELECTRE I σε
προβλήµατα ΜΟΟ, η µελέτη ϑα µπορούσε να επεκταθεί και σε άλλες τεχνικές
MCDM, όπως λ.χ. σε κάποιες που περιγράφηκαν επιγραµµατικά στο δεύτερο
κεφάλαιο. Με αυτόν τον τρόπο περισσότερες τεχνικές MCDM ϑα µπορούσαν
ανάλογα µε το πρόβληµα στο οποίο εφαρµόζονται να οδηγήσουν σε καλύτερα
αποτελέσµατα.
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