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Πεϱίληψη

Tα περισσότερα προβλήµατα από το χώϱο της υπολογιστικής µηχανικής µε την οποία η
ϐελτιστοποίηση συνδέεται άµεσα, είναι χϱονικά µη-µόνιµα. Αυτό µεταξύ άλλων γεννά προβ-
λήµατα αποθηκευτικού χώϱου, τα οποία µεγεθύνονται εκθετικά µε την αύξηση των δι-
αστάσεων των προβληµάτων, όπως επιϐάλλει η αυξανόµενη πολυπλοκότητα των πϱος µελέτη
περιπτώσεων. Η συϹυγής µέϑοδος σε χϱονικά µη-µόνιµες Μ∆Ε έχει αυξηµένες απαιτήσεις
αποθηκευτικού χώϱου στη µνήµη του υπολογιστή για την υλοποίησή της επειδή αντιστρέφε-
ται η ϕοϱά χϱονικής ολοκλήρωσης για την επίλυση των συϹυγών εξισώσεων και έτσι πϱέπει να
αποθηκευθεί ολόκληϱη η χρονοσειρά της λύσης των πρωτευουσών εξισώσεων ώστε να είναι
διαθέσιµη για την αντίστροφη στο χϱόνο επίλυση των συϹυγών. Για τον λόγον αυτό, είναι
σηµαντική διεϱεύνηση τεχνικών για τη µείωση του αποθηκευτικού χώϱου που καταλαµβάνει
η χρονοσειρά των πεδίων της λύσης. Μία ϐασική κατηγορία τέτοιων τεχνικών είναι οι τεχνικές
πλήϱους αποθήκευσης συµπιεσµένων χρονοσειρών µέσω Τεχνικών Συµπίεσης ∆εδοµένων. Η
ανά χείϱας διπλωµατική εργασία διερευνά την επίδραση που έχουν δύο τεχνικές συµπίεσης
δεδοµένων στη ϐελτιστοποίηση µε τη συϹυγή µέϑοδο σε τέτοια, χϱονικά µη-µόνιµα, προβ-
λήµατα ϐελτιστοποίησης αεροδυναµικών µορφών, τα οποία έχουν κοινό χαρακτηριστικό το
ότι εµφανίζουν ασυνέχειες. Αρχικά αναλύονται δύο τεχνικές κατασκευής Βέλτιστων Προσ-
εγγίσεων Μειωµένης Τάξης (συµπίεσης), η Ανάλυση Πινάκων σε Ιδιάζουσες Τιµές (SVD) και
ο ιδιο-Γενικευµένος ∆ιαχωρισµός (PGD). Ωστόσο, αυτές οι µέϑοδοι συµπίεσης χρονοσειρών
είναι σχεδιασµένες για να εκτελούν τη συµπίεση σε ολόκληϱη τη χρονοσειρά πϱάγµα που
για τις εφαρµογές που µελετώνται, είναι χωϱίς αντίκρυσµα µιάς και ολόκληϱη η χρονοσειρά
της λύσης ενός προβλήµατος ϐιοµηχανικού επιπέδου είναι εξαιρετικά ασύµφορο να απο-
ϑηκευθεί. Συνεπώς υλοποιούνται ϐηµατικές παραλλαγές των αλγορίθµων που παράγουν την
ίδια προσέγγιση µειωµένης τάξης µε σταδιακό τϱόπο, εµπλουτίζοντας µία αρχική προσέγ-
γιση κάϑε ϕοϱά που παράγεται ένα νέο στιγµιότυπο κατά τη χϱονική ολοκλήρωση, έχοντας
έτσι ανάγκη µόνο την πληροφορία που δίνει το εκάστοτε στιγµιότυπο. Οι µέϑοδοι που
µελετώνται τελικά είναι η iSVD (incremental Singular Value Decomposition) και η iPGD
(incremental Proper Generalized Decomposition). Γίνεται επίδειξη των επιδόσεων αυτών
των µεϑόδων στην αναπαράσταση των πεδίων µε λιγότεϱη πληροφορία και της επιβάρυν-
σης σε υπολογιστικό κόστος. Αυτό γίνεται συγκρίνοντας τις προσεγγιστικές χρονοσειρές
των λύσεων µε τις ακϱιϐείς, από τϱία χϱονικά µή-µόνιµα συστήµατα: τη 1∆ συνεκτική
εξίσωση burgers, τις 2∆ εξισώσεις Euler γύϱω από τη µεµονωµένη αεροτοµή NACA0012 και
τις 2∆ εξισώσεις Navier-Stokes σε 2∆ πτερύγωση διηχητικού συµπιεστή. Τέλος, εκκινών-
τας από τα τϱία παραπάνω παραδείγµατα, επιλύονται τϱία προβλήµατα ϐελτιστοποίησης: ο
ϐέλτιστος έλεγχος ενός συστήµατος που περιγράφεται από συνεκτική εξίσωση Burgers, η
ϐελτιστοποίηση µορφής µίας µεµονωµένης αεροτοµής υπό τις 2∆ χϱονικά µη-µόνιµες εξ-
ισώσεις Euler και η ϐελτιστοποίηση µορφής της αεροτοµής του πτεϱυγίου ενός διηχητικού

iii



συµπιεστή για µέγιστη άνωση. Γίνεται διεϱεύνηση της επίδρασης των µεϑόδων συµπίεσης
στο αποτέλεσµα (την κατανοµή της ταχύτητας στην εξίσωση Βurgers και τη µοϱϕή του σώ-
µατος για τις 2 τελευταίες εφαρµογές). Η αξιολόγηση γίνεται µέσω εποπτικών µέσων αλλά
και µέσω ποσοτικής σύγκρισης διαφόρων µετϱικών σφάλµατος.
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Abstract

Most of the problems in the domain of Computational Fluid Dynamics, with which opti-
mization is often intertwined, are inherently unsteady in time. This, amongst other prob-
lems, creates high computer storage requirements, which increase exponentially with the
dimensions of the problem, that are dictated by the complexity induced by the need to
accurately model the real system. The state-of-the-art method for gradient based opti-
mization, the adjoint method specifically, has extra computer storage requirements when
applied to unsteady flows, due to the fact that, because the adjoint field equations are
integrated backwards in time, the whole time-series of the primal solution needs to be
stored. To alleviate this storage overhead, there are two basic approaches: partial storage
plus recalculation methods (check-pointing) and to store the whole primal field time-
series using Data Compression. The present diploma thesis, is concerned with the latter,
the integration of two Data Compression Techniques into the optimization process, for
problems in unsteady aerodynamics that feature strong shocks. The two data compres-
sion techniques are the Singular Value Decomposition (SVD) and the Proper Generalized
Decomposition (PGD). However, these methods are designed to compress data after their
acquisition from either a simulation or an experiment and thus after storing them, some-
thing which needs to be avoided. For this reason, the incremental variants of these two
methods have been implemented for unstructured meshes, that produce the same Low
Rank Approximation of the data, but in an incremental fashion, at the same time with the
integration of the primal field equations. The incremental variants, iSVD and iPGD, only
require the information of the current flow field snapshot, which is appropriately added
to the existing approximation. The methods are firstly tested in terms of their ability to
produce quality Low Rank Approximations of flow field time-series from three different un-
steady PDEs. The 1D viscous Burgers Equation with shock formation and the 2D Euler
and Navier-Stokes Equations around aerodynamic shapes (foils). With the above sys-
tems, three optimization problems are formed and then solved with the unsteady adjoint
method: the optimal control of a system described by the 1D viscous Burgers Equation,
the lift maximization of an isolated airfoil under the PDE constraints of the 2D Euler
equations and the lift maximization of a 2D compressor cascade airfoil constrained by the
Navier-Stokes Equations. The aim of this research is to study the effect of such methods
of Data Compression in the above three problems as well as the computational time over-
head of each method. For each problem respectively, the following results are examined:
the long time solution of the PDE and the cost function’s sensitivity derivatives for the
Burgers Equation, the shape of the foils and the time-averaged Lift sensitivity derivatives
for the last two problems. The methods are compared quantitatively and qualitatively
through appropriate metrics from signal processing.
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Κεϕάλαιο 1

Εισαγωγή

Η ϐελτιστοποίηση είναι ένας από τους κλάδους των µαθηµατικών µε το µεγαλύτεϱο εύϱος
εφαρµογών στις επιστήµες µηχανικού. Ωστόσο, εξαιτίας του ότι είναι µία επιστήµη αρκετά
απαιτητική από πλευϱάς υπολογισµών, µέχϱι πρόσφατα δεν ήταν προσβάσιµη από το ευϱύ
κοινό των µηχανικών που ϑα επωφελούνταν από αυτή, αϕού η µειωµένη υπολογιστική
ισχύς που ήταν διαθέσιµη σε αυτούς δεν µποϱούσε να ανταπεξέλθει πάντα στις απαιτή-
σεις των προβληµάτων που υπήρχαν. ΄Οµως µε τη ϱαγδαία ανάπτυξη των υπολογιστικών
συστηµάτων και άϱα της υπολογιστικής ισχύος η οποία είναι ευρέως διαθέσιµη πλέον, η
ϐελτιστοποίηση και οι υπολογιστικά "δαπανηροί" αλγόριθµοί της, άϱχισαν να ενσωµατώνον-
ται περισσότερο στη διαδικασία σχεδιασµού προϊόντων και συστηµάτων. Η ϐελτιστοποίηση
είναι απαϱαίτητη καθώς είναι το στάδιο στο σχεδιασµό συστηµάτων, από µηχανολογικά µέχϱι
και πληροφοριακά, που καθορίζει την τελική µοϱϕή του συστήµατος προτού υλοποιηθεί και
συνεπώς µε τα νέα ισχυρότατα υπολογιστικά συστήµατα έχει καταστεί πιό επίκαιϱη από
ποτέ. Οι σηµαντικότερες εφαρµογές της ϐελτιστοποίησης που αϕοϱούν τους µηχανικούς
σε επίπεδο σχεδιασµού συστηµάτων, έχουν άµεση σχέση µε τον κλάδο της υπολογιστικής
µηχανικής που γνώϱισε επίσης ϱαγδαία ανάπτυξη εξαιτίας των νέων τεχνολογιών στην πληρο-
ϕορική και στην τεχνολογία υπολογιστών. Οι προσοµοιώσεις είναι το ϐασικό εργαλείο αξ-
ιολόγησης των λύσεων ενός προβλήµατος ϐελτιστοποίησης σε σχεδιαστικά προβλήµατα της
µηχανολογίας, χωϱίς ωστόσο να είναι µονόδροµος [1]. Η ϐελτιστοποίηση ενός συστήµατος
(άµεση απόρροια της ϑεωρίας ελέγχου δυναµικών συστηµάτων[2]) αποτελεί τη διαδικασία
της κατάλληλης "ϱύϑµισης" των χαρακτηριστικών του συστήµατος τα οποία µποϱεί ο σχεδι-
αστής να µεταϐάλλει ώστε, µε την εξέλιξή του, να λαµβάνει "επιθυµητά" αποτελέσµατα, όπου
το "επιθυµητά" ορίζεται µέσω µετϱικών ποσοτήτων που συνθέτουν τη λεγόµενη συνάϱτηση
κόστους. Η λύση µε τα χαρακτηριστικά αυτά, ή η λύση που είναι όσο το δυνατόν πιο κοντά
σε αυτά τα χαρακτηριστικά ϑα καλείται ϐέλτιστη. Τα προβλήµατα της µηχανολογίας που
αϕοϱούν την εργασία αυτή, περιγράφονται από διαφορικές εξισώσεις, των οποίων οι λύσεις
επιδιώκεται να έχουν συγκεκριµένα χαρακτηριστικά. Κάϑε αναϕοϱά σε ϕυσικά συστήµατα,
αϕοϱά πρακτικά πρότυπα (µοντέλα) ∆ιαφορικών Εξισώσεων (Συνήϑων ή Μεϱικών) οι οποίες
αποτελούν το ϐασικό περιορισµό του προβλήµατος.

Στην προκείµενη εργασία, αναλύονται παραδείγµατα από το τοµέα της ϐελτιστοποίησης
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αεροδυναµικών µορφών. Η ϐελτιστοποίηση αεροδυναµικών µορφών συνίσταται στη µεταϐολή
του σχήµατος του σώµατος που αλληλεπιδρά µε το ϱευστό, ώστε να ελεχθούν κάποιες αερο-
δυναµικές ποσότητες ενδιαφέροντος, όπως η άνωση, η αντίσταση ή οι απώλειες πίεσης. Μετά
πό κάϑε µεταϐολή των παϱαµέτϱων του προβλήµατος (την πεϱίπτωση των αεροδυναµικών
µορφών, µεταϐολή της παϱαµετϱοποίησης του σώµατος) είναι απαϱαίτητη η επαναξιολόγηση
της προκύπτουσας µορφής µέσα από τον υπολογισµό των νέων ποσοτήτων ενδιαφέρον-
τος και, άϱα, ο υπολογισµός της τιµής της συνάϱτησης κόστους. Αυτές προκύπτουν από
την επίλυση των εξισώσεων που µοντελοποιούν το σύστηµα, λαµβάνοντας υπόψη τη νέα
γεωµετϱία. Συνεπώς, η προσοµοίωση του ϕυσικού συστήµατος, ο υπολογισµός των ποσοτήτων
ενδιαφέροντος (συνάϱτηση κόστους) και η µεταϐολή των παϱαµέτϱων σχεδιασµού µε µία
τεκµηριωµένη στϱατηγική, συνιστούν έναν "κύκλο" ϐελτιστοποίησης [3].

1.1 Η ανάγκη επίλυσης χϱονικά µη-µόνιµων πϱοϐληµάτων στη

ϐιοµηχανία

Βασικό κίνητρο για την υλοποίηση της ανά χείϱας διπλωµατικής εργασίας, είναι η ανάγκη
υλοποίησης της συζυγούς µεθόδου για χϱονικά µη-µόνιµα προβλήµατα αεροδυναµικής στη
ϐιοµηχανία. Το ϐασικό επιχείϱηµα για την ανάγκη της υλοποίησης της µη-µόνιµης συζυ-
γούς µεθόδου, είναι πως τα περισσότερα ϕαινόµενα στα ϕυσικά συστήµατα (στα οποία υπ-
όκεινται οι διατάξεις που καλείται να ϐελτιστοποιήσει ο µηχανικός), είναι συνήϑως µη-µόνιµα
και έτσι µία µόνιµη προσέγγιση ϑα δηµιουργούσε προβλήµατα αξιοπιστίας. Ωστόσο, ϑα
µποϱούσε κανείς να ϑέσει το εύλογο εϱώτηµα, του πόσο σηµαντική είναι η µη-µονιµότητα για
τις εφαρµογές που ενδιαφέρουν τη ϐιοµηχανία. Στους κλάδους της αυτοκινητοβιοµηχανίας
και της αεροπορικής ϐιοµηχανίας, τα µη-µόνιµα ϕαινόµενα όπως η έκλυση στροβιλότη-
τας, η αποκόλληση της ϱοής και η µετάϐαση της ϱοής από στϱωτή σε τυρβώδη είναι αρ-
κετά ϐασικά ϕαινόµενα, η ελλειπής µελέτη των οποίων µποϱεί να ελαττώσει σηµαντικά
τις αεροδυναµικές επιδόσεις ενός σχεδιασµού. Οι πραγµατικές ϱοές, που µελετώνται και
στις δύο αυτές ϐιοµηχανίες, είναι µη-µόνιµες, 3∆ και τυρβώδεις. Στη πλειοψηφία των
µη-µόνιµων προβληµάτων, λύνονται οι µη-µόνιµες εξισώσεις µέσης ϱοής κατά Reynolds
(Unsteady Reynolds Averaged Navier Stokes - URANS), µαϹί µε κάποιο κατάλληλο µον-
τέλο τύϱϐης, οι οποίες ως µοντέλο έχουν ικανοποιητικές επιδόσεις για την υπολογιστική
απλότητα που προσφέρουν, ωστόσο αστοχούν σε υπολογισµούς κοντά σε στεϱεά όϱια (όταν η
µη-µονιµότητα είναι αρκετά έντονη και ο αριθµός Reynolds αρκετά υψηλός). Οι υπολογισµοί
αυτοί εµφανίζουν µεγάλο ενδιαφέρον για τις εφαρµογές της αεροπορικής/αυτοκινητοϐιοµηχανίας
[4],[5],[4]. Στην αυτοκινητοβιοµηχανία παρουσιάζουν σχεδιαστικό ενδιαφέρον, οι ϱοές στον
οµόρρου του οχήµατος[6] όπως και µεταξύ εδάφους/οχήµατος καθώς και γύϱω από τους
τροχούς. Με το τϱόπο αυτό καθίσταται εµφανής η ανάγκη ενσωµάτωσης µη-µόνιµων προ-
σοµοιώσεων ΥΡ∆ στην αυτοκινητοβιοµηχανία. ΄Οσον αϕοϱά την αεροπορική ϐιοµηχανία, τα
ϕαινόµενα µετάϐασης στις πτέϱυγες και οι ϱοές µέσα σε περίπλοκες γεωµετϱίες (όπως οι
στροβιλοκινητήρες και οι αντιστροφείς ώσης[7]) ϑα αποτελέσουν σηµαντικές προκλήσεις για
τους µηχανικούς και ϑα επιλυθούν µόνο µε την οϱϑή µοντελοποίηση των µη-µόνιµων αυτών
ϕαινοµένων, τα οποία εµφανίζονται τόσο σε προβλήµατα αεροδυναµικής όσο και αεροακ-
ουστικής.
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1.2 Μέϑοδοι ϐελτιστοποίησης ϐασισµένες στην κλίση της συνάϱτησης

στόχου

Για να γίνει κατανοητή η συνεισφορά των µεϑόδων συµπίεσης δεδοµένων στη ϐελτιστοποίηση,
είναι απαϱαίτητη µία σύντοµη εισαγωγή στη διαδικασία µεταϐολής των µεταβλητών σχεδιασ-
µού που είναι το ϐασικό ϐήµα σε έναν κύκλο ϐελτιστοποίησης. Η ουσία της ϐελτιστοποίησης
(καϑ’ οµοίωση µε τη ϑεωρία ελέγχου), είναι ο σχεδιασµός στϱατηγικών (νόµων ελέγχου),
δηλαδή το ποιά µεταϐολή στις µεταβλητές ελέγχου ϑα ϕέϱει τη συνάϱτηση κόστους πιο κοντά
στην επιθυµητή της τιµή. Το πώς επιλέγεται αυτή η µεταϐολή, είναι αυτό που χαρακτηρίζει
µία µέϑοδο ϐελτιστοποίησης ως αιτιοκϱατική ή στοχαστική[1]. Σε µία στοχαστική µέϑοδο
ϐελτιστοποίησης οι παϱάµετϱοι σχεδιασµού µεταβάλονται µε τϱόπο "τυχαίο" (δηλαδή µε πολύ
αδϱά λόγια, η στϱατηγική συνίσταται στην τυχηµατική µεταϐολή των παϱαµέτϱων µέχϱι να
ϐρεθεί η σωστή µεταϐολή). Στις αιτιοκϱατικές µεθόδους, είναι απαραίτητος ο υπολογισµός
της κλίσης της συνάϱτησης στόχου στο χώϱο των µεταβλητών σχεδιασµού. Η στϱατηγική
τεκµηριώνεται µαθηµατικά µέσα από µία αναλυτική διαδικασία για την απόδειξη της σύγκ-
λισης σε πεπερασµένο χϱόνο. Η κλίση της συνάϱτησης στόχου είναι απαϱαίτητη καθώς οι
παϱάµετϱοι ελέγχου πϱέπει να "πϱοωϑηϑούν" κατά την κατεύϑυνση όπου η µεταϐολή τους
επιϕέϱει τη µεγαλύτεϱη δυνατή µεταϐολή στη συνάϱτηση στόχο F . Η κατεύϑυνση αυτή είναι
παϱάλληλη µε την κλίση (gradient) της συνάϱτησης στόχου ως πϱος τις µεταβλητές σχεδιασ-
µού, όπως ϕαίνεται στο σχήµα 1.1 και οδηγεί στο ακρότατο του F (ειδικά στις περιπτώσεις
όπου η F είναι κυϱτή όπως παϱακάτω). Εδώ ϑα παρουσιαστεί η µέϑοδος της απότοµης κα-

x

y

∇F

(x0, y0)

z = F(x, y)

Σχήµα 1.1: Κάϑετα διανύσµατα (∇F) στις ισουψείς µιας κυϱτής συνάϱτησης κόστους F(x, y)

ϑόδου, η συνηθέστερη αιτιοκϱατική µέϑοδος ϐελτιστοποίησης, κατά την οποία σε κάϑε ϐήµα
οι µεταβλητές σχεδιασµού "προωθούνται" κατά την κατεύϑυνση εκείνη όπου η µεταϐολή τους
επιϕέϱει τη µεγαλύτεϱη µεταϐολή στη συνάϱτηση κόστους, µε πρόθεση έτσι να οδηγήσουν
στο ακρότατο:

bn+1 = bn − η∇bF (1.1)

όπου ∇bF το διάνυσµα των παϱαγώγων της συνάϱτησης κόστους ως πϱος τις µεταβλητές
σχεδιασµού b. Με η συµβολίζεται το ϐήµα της απότοµης καθόδου που καθορίζει το πόσο
έντονα επηϱεάϹει η παράγωγος τις ανανεωµένες παϱαµέτϱους σχεδιασµού.
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Οι ϐασικοί τϱόποι υπολογισµού του διανύσµατος ∇bF είναι:

• Η µέϑοδος των πεπεϱασµένων διαϕοϱών (Finite Differences) κατά την οποία ϐάσει του
οϱισµού της παϱαγώγου του F η κλίση αυτού είναι (µε δεύτεϱης τάξης ακϱίϐεια):

∂F
∂bi

u
F(u(b1, . . . , bi + ε, . . . , bn))−F(u(b1, . . . , bi − ε, . . . , bn))

2ε
(1.2)

Η µέϑοδος αυτή είναι ακϱιϐέστεϱη από όσες ακολουθούν ωστόσο είναι αρκετά δα-
πανηρή για τη ϐελτιστοποίηση µορφής αεροδυναµικών σωµάτων όπου συνήϑως οι
µεταβλητές σχεδιασµού είναι αρκετές (συνήϑως σηµεία ελέγχου κάποιας µεθόδου
παϱαµετϱοποίησης της γεωµετϱίας του σώµατος). Για την υλοποίησή της είναι απαϱαίτητη
η κλήση του λογισµικού υπολογισµού της F 2n ϕοϱές, όπου n η διάσταση του διανύσ-
µατος των µεταβλητών σχεδιασµού.

• Μία εναλλακτική µέϑοδος είναι αυτή των Μιγαδικών Μεταϐλητών[8] (CV) κατά την
οποία η παϱάγωγος της συνάϱτησης κόσους υπολογίϹεται από το ϕανταστικό µέϱος
του αναπτύγµατος Taylor της F(b0 + ih). Με τάξη αποκοπής O(h3) ισχύει:

∂F
∂bi

u
Im(F(bi + ih))

h
(1.3)

η οποία είναι οικονοµικότεϱη σε υπολογισµούς από τις FD, απαιτώντας µόνο µία κλήση
του λογισµικού αξιολόγησης ανά µεταβλητή σχεδιασµού. Ωστόσο δεν προτιµάται ιδι-
αίτερα σε εφαρµογές αεροδυναµικής ϐελτιστοποίησης καθώς και πάλι το κόστος n
κλήσεων είναι µεγάλο, ενώ επίσης δηµιουϱγεί προβλήµατα µνήµης καθώς ο υπολο-
γιστής καλείται να χειριστεί µιγαδικές µεταβλητές και άϱα για αριθµητική δεδοµένης
ακϱίϐειας χρειάζεται τα διπλάσια bytes. Τέλος, ένα άλλο µειονέκτηµα είναι το ότι
καθίσταται προγραµµατιστικά απαιτητική.

• ΄Αλλη µία µέϑοδος που ϐϱίσκει συνηϑέστεϱα χϱήση στην αεϱοδυναµική ϐελτιστοποίηση
είναι αυτή της αυτόµατης διαϕόϱισης, κατά την οποία η κλίση της συνάϱτησης κόστους
υπολογίϹεται (σε δεδοµένο b) µέσα από τον κανόνα της αλυσίδας. Εκκινώντας από τις
ανεξάϱτητες µεταϐλητές της συνάϱτησης κόστους και χϱησιµοποιώντας κατάλληλα το
λογισµικό επίλυσης (που τις υπολογίϹει) είναι εϕικτός ο υπολογισµός της συνολικής
κλίσης της F µε τον κανόνα της αλυσίδας πολλαπλασιάϹοντας και αϑϱοίϹοντας τις
πϱοκύπτουσες παϱαγώγους για κάϑε ενδιάµεση µεταϐλητή που είναι συνάϱτηση των
ανεξάϱτητων [9].

• Η οικονοµικότεϱη ωστόσο µέϑοδος για τον υπολογισµό των παϱαγώγων της συνάϱτησης
στόχου είναι η ΣυϹυγής Μέϑοδος (Adjoint Method) η οποία χϱειάϹεται δύο κλήσεις στο
λογισµικό επίλυσης ανεξαϱτήτως του πλήϑους των µεταϐλητών σχεδιασµού.

Παϱακάτω παϱουσιάϹεται ένα παϱάδειγµα µέσω του οποίου ϑα ϕανεί το πώς η συϹυγής
µέϑοδος για τον υπολογισµό του ∇bF "κοστίϹει" υπολογιστικά όσο 2 επιλύσεις της ∆Ε του
συστήµατος ανεξαϱτήτως του πλήϑους των µεταϐλητών σχεδιασµού.
΄Εστω η συνάϱτηση u(t) και οι πϱαγµατικοί αϱιϑµοί a, c

u(t) : [0, T ]→ R, a, c ∈ R
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και το Πϱόϐληµα Αϱχικών Τιµών: a
du

dt
+ cu(t) = 0

u(0) = 0
(1.4)

Για χάϱη του παραδείγµατος, υποτίθεται πως είναι επιθυµητή η ελαχιστοποίηση της ποσότη-
τας:

F =
1

2

T∫
0

u(t, a, b)2dt (1.5)

Αϱχικά η συνάϱτηση στόχος επαυξάνεται µε το ολοκλήϱωµα µίας συνάϱτησης Ψ(t) µε τη ∆Ε:

T∫
0

Ψ(t)(a
du

dt
+ cu(t))dt = 0, (1.6)

Faug =
1

2

T∫
0

u2dt

︸ ︷︷ ︸
F

+0 =
1

2

T∫
0

u2dt+

T∫
0

Ψ(t)
(
a
du

dt
+ cu(t)

)
dt (1.7)

Και παϱαγωγίϹοντας ως πϱος τα b:

δFaug
δb

=

T∫
0

u
δu

δb
dt+

T∫
0

aΨ(t)
d

dt
(
δu

δb
)dt+

T∫
0

δjaΨ(t)
du(t)

dt
dt+

T∫
0

δicΨ(t)u(t)dt

+

T∫
0

Ψ(t)c
δu

δb
dt⇒

=

T∫
0

u
δu

δb
dt+ aΨ(T )

δu(T )

δb
− aΨ(0)

�
�

���
0, γιατί η αϱχική συνϑήκη δεν εξαϱτάται από τις µεταϐλητές ελέγχου

δu(0)

δb
−

T∫
0

a
dΨ

dt

δu

δb
dt

+

T∫
0

Ψ(t)u(t)dt+

T∫
0

aΨ(t)
d

dt
(
δu

δb
)dt+

T∫
0

Ψ(t)c
δu

δb
dt (1.8)

Οµαδοποιώντας τους όϱους που περιέχουν τις µεταϐολές δu
δb πϱοκύπτει πως αν η Ψ ικανοποιεί

τη διαφορική: −a
dΨ(t)

dt
+ u(t) + cΨ(t) = 0

Ψ(T ) = 0
(1.9)

τότε οι παϱάγωγοι ευαισϑησίας υπολογίϹονται συναϱτήσει της u(t), των παϱαγώγων της και
της Ψ(t). Η ∆Ε 1.9 καλείται συϹυγής ∆Ε (Adjoint DE) της 1.4. Η συνάϱτηση Ψ(t) καλείται
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συϹυγής µεταϐλητή της u(t) (Adjoint variable), ενώ η 1.4 είναι η πϱωτεύουσα ∆Ε και η u(t)
η πϱωτεύουσα µεταϐλητή. Οι παϱάγωγοι ευαισϑησίας ∇bF υπολογίϹονται από τη σχέση:

δFaug
δb

=

T∫
0

δicΨ(t)u(t)dt+

T∫
0

δjaΨ(t)
du(t)

dt
dt (1.10)

όπου δja, δic το δ του Kronecker.

Με το τϱόπο αυτό, το διάνυσµα παϱαγώγων της συνάϱτησης κόστους, υπολογίζεται µε
κόστος 2 µόνο επιλύσεων, του πρωτεύοντος προβλήµατος και του συζυγούς (το οποίο έχει
πάντα παρόµοιο κόστος µε το πϱωτεύον) ανεξαϱτήτως του πλήϑους µεταβλητών σχεδιασµού.
΄Ετσι γίνεται εµφανής η εξαιρετική σηµασία της µεθόδου σε προβλήµατα ϐελτιστοποίησης
µε πολλές µεταβλητές σχεδιασµού, όπως η ϐελτιστοποίηση µορφής σωµάτων µε κοµβική
παϱαµετϱοποίηση.

Είναι σηµαντικό να παϱατηϱηϑεί πως η συϹυγής ∆Ε είναι πάντα γραµµική στο Ψ και πως
είναι πάντα συνάϱτηση της λύσης του πρωτεύοντος προβλήµατος. Γενικότεϱα είναι η γραµ-
µικοποιηµένη εκδοχή του πρωτεύοντος (primal) προβλήµατος (την πεϱίπτωση που δεν είναι
ήδη γραµµικό).

Τα ϕυσικά συστήµατα που περιγράφουν ϕαινόµενα της αεροδυναµικής µποϱούν να είναι
χϱονικά µόνιµα η µη-µόνιµα ανάλογα µε το αν οι µεταβλητές τους παραµένουν σταθερές ή
όχι στο χϱόνο. ΄Ενα χαρακτηριστικό µη-µόνιµο πϱόϐληµα είναι η µελέτη της ϱοής γύϱω από
µία αεροτοµή της οποίας η γωνία προσβολής εκτελεί ταλάντωση γύϱω από µία µέση τιµή
ή είναι αρκετά µεγάλη ώστε να προκληθεί αποκόλληση, ενώ ένα µόνιµο πϱόϐληµα είναι η
επίλυση της ϱοής γύϱω από µία ακίνητη αεροτοµή µε µικϱή και σταθερή γωνία προσβολής,
όπου τα πεδιακά µεγέϑη u, p, ρ (ταχύτητα, πίεση, πυκνότητα) είναι χϱονικά αµετάβλητα.

΄Εχοντας λύσει το πϱόϐληµα του χρόνου εκτέλεσης ενός κύκλου ϐελτιστοποίησης σε ένα
πολυπαραµετρικό πϱόϐληµα µε την επιστράτευση της συζυγούς µεθόδου, ερχόµαστε αν-
τιµέτωποι µε ένα άλλο πϱόϐληµα που πηγάϹει από αυτήν τη σύϹευξη της συζυγούς εξίσωσης
µε τη πϱωτεύουσα: ο χϱονικά µη-µόνιµος χαρακτήρας, δηµιουϱγεί προβλήµατα αποθηκευ-
τικού χώϱου µεταξύ κύκλων ϐελτιστοποίησης, καθώς είναι απαϱαίτητη η αποθήκευση της
πλήϱους χρονοσειράς της λύσης του πρωτεύοντος προβλήµατος (ή έστω κάποια τµήµατα
αυτής [10] ) για την αντίστροφη στο χϱόνο επίλυση του συζυγούς. Αυτό σηµαίνει ότι αν Χ το
κόστος αποθήκευσης του χωϱικού µέϱους του προβλήµατος (άµεσα σχετιζόµενο µε τον αρι-
ϑµό κόµϐων του πλέγµατος) και Τ το πλήϑος χϱονικών ϐηµάτων, τότε η πλήϱης αποθήκευση
της χρονοσειράς της λύσης έχει κόστος Χ·T, πϱάγµα που σε πολλές περιπτώσεις καθιστά τη
ϐελτιστοποίηση µη συµφέρουσα ή και ανέφικτη. Για την αντιµετώπιση του παραπάνω προβ-
λήµατος υπάρχουν δύο γενικές κατηγορίες µεϑόδων που χρησιµοποιούνται, αλλά πϱιν τη
παϱουσίαση αυτών, ϑα γίνει µία σύντοµη παϱουσίαση του είδους των δεδοµένων που πϱέπει
να συµπιεστούν.
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1.3 Σύνολα δεδοµένων που πϱοκύπτουν από µη-µόνιµες Μ∆Ε

σε δοµηµένα και µη-δοµηµένα πλέγµατα

Σε αυτή την ενότητα ϑα παρουσιαστούν µεϱικά ϐασικά χαρακτηριστικά των δεδοµένων που
προκύπτουν από τις υπολογιστικές προσοµοιώσεις κατά τη ϐελτιστοποίηση. Κάϑε προσο-
µοίωση στον υπολογιστή απαιτεί τη µετατροπή του πραγµατικού χώϱου και των εξισώσεων σε
αυτόν, σε ένα διακριτό ανάλογο που µποϱεί να διαχειριστεί ο υπολογιστής. Αυτό γίνεται µέσω
των υπολογιστικών πλεγµάτων. Τα υπολογιστικά πλέγµατα που απαιτούνται για τη διακρι-
τοποίηση της συνεχούς πληροφορίας στην ουσία είναι γράφοι χωϱίς προσανατολισµό (µιάς
και δεν είναι δυνατή η κατασκευή ενός πραγµατικά πυκνού χώϱου για την αναπαράσταση και
τη διαχείρηση των δεδοµένων από τον υπολογιστή). Αποτελούνται από κόµβους και ακµές
(nodes, edges). Οι ακµές συνδέουν τους κόµβους µεταξύ τους µε αποτέλεσµα κάϑε πλέγµα
να πϱέπει να περιγραφεί από τις συντεταγµένες των κόµϐων του και τον τϱόπο σύνδεσής
τους. Ο τϱόπος µε τον οποίο καθορίζεται το ποιός κόµβος συνοϱεύει µε ποιόν, διαχωρίζει τα
πλέγµατα σε δοµηµένα και µη. Στα δοµηµένα πλέγµατα, γνωρίζοντας το πλήϑος κόµϐων ανά
κατεύϑυνση (αϕού µποϱούν να οριστούν κατευθύνσεις), µποϱούµε να γνωρίζουµε ακϱιϐώς
ποιοί κόµβοι συνοϱεύουν µε ποιούς, µε αποτέλεσµα οι άγνωστοι να περιγράφονται από αν-
τικείµενα a, διαστάσεων όσες και του χώϱου του προβλήµατος µε στοιχεία aijk.... Κάτι τέτοιο
δεν συµβαίνει στα µη-δοµηµένα πλέγµατα καθώς εκεί η συνδεσιµότητα (connectivity) δεν
είναι προβλέψιµη και εξαρτάται από το τϱόπο γένεσης του πλέγµατος. Η διπλωµατική ερ-
γασία αυτή αναφέρεται στη δεύτεϱη πεϱίπτωση, όπου οι τεχνικές ϑα εφαρµοστούν σε σύνολα
δεδοµένων χωϱίς δοµή. Για να είναι εϕικτή η διαχείριση της πληροφορίας που περιέχεται
στα πλέγµατα, επιλέγεται αυτή η πληροφορία να µετατραπεί σε ένα 1∆ διάνυσµα δεδοµένων
µέσω κατάλληλης απεικόνισης. ΄Ετσι καταλήγουµε να επεξεργαζόµαστε σήµατα αντί για πί-
νακες (όπως ϑα είχαµε στην πεϱίπτωση ενός δοµηµένου πλέγµατος). ΄Εστω ένα 2∆ δοµηµένο
πλέγµα µε διαστάσεις Nx ×Ny τότε η απεικόνιση του a σε ένα 1∆ διάνυσµα είναι:

M : RNx×Ny M−→ RNxNy (1.11)

και µποϱεί να είναι η διάταξη των γραµµών του a σε αύξουσα σειϱά η µία "κάτω" από την
άλλη όπως ϕαίνεται στο σχήµα 1.2.

Αυτή η απεικόνιση για τα µη-δοµηµένα πλέγµατα επιλέγεται να είναι η διάταξη της πληρο-
ϕορίας ανά τον αύξοντα αριθµό κόµβου στον οποίο αναφέρεται όπως ϕαίνεται και στο επεξ-
ηγηµατικό σχήµα 1.4 όπως σηµειώνει η κόκκινη συνεχής καµπύλη. Αυτό µποϱεί να επιϕέϱει
σηµαντικές διαφορές στο σήµα που ϑα παραχθεί.

Είναι εµφανές πως στα µη-δοµηµένα πλέγµα (τα οποία συνήϑως εµφανίζουν χωϱικά εν-
τοπισµένα πυκνώµατα για λόγους ακϱίϐειας στους υπολογισµούς) υπάρχει πολύ µεγαλύτεϱη
ανοµοιογένεια στη διανοµή της πληροφορίας ανά τους κόµβους απ’ ότι στα δοµηµένα πλέγ-
µατα. Για δεδοµένα σε ένα µη-δοµηµένο πλέγµα (point cloud data), η πληροφορία δεν
κατανέµεται τόσο ξεκάθαρα όπως στα δοµηµένα (σχήµα 1.3), εξ ού και η µοϱϕή του σχή-
µατος 1.5 η οποία µοιάϹει να είναι "τυχαία". Συνεπώς οι τεχνικές συµπίεσης που χρησι-
µοποιούνται αναϕέϱονται σε σήµατα της µορφής του σχήµατος 1.5, πϱάγµα που πϱέπει να
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aij Nx

Ny

x

y

i ∈ {1, ..., Nx}
j ∈ {1, ..., Ny}

(1, 1)

.

.

.
a1j

a ∈ Rm×n

b ∈ Rmn

Σχήµα 1.2: ∆ιάταξη κόµϐων σε 2∆ δοµηµένο πλέγµα και η απεικόνισή τους σε 1∆ διάνυσµα κατά
αύξουσα σειϱά αϱίϑµησης των κόµϐων όπως υποδεικνύει η γϱαµµή σάϱωσης
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Σχήµα 1.3: Πυκνότητα από την επίλυση συµπιεστής ϱοής σε πεϱιοδικό χωϱίο
σε µοϱϕή σήµατος

λαµβάνεται υπόψη κατά το σχεδιασµό τους.

Κάϑε τέτοιο σήµα αντιστοιχεί σε µία χϱονική στιγµή, καθώς σε κάϑε σηµείο στο χϱόνο αντι-
στοιχεί διαφορετική χωϱική κατανοµή του πεδιακού µεγέϑους όπως ϕαίνεται και στο σχήµα
1.6.

Τέτοια δεδοµένα ονοµάζονται χρονοσειρές:

Y = (y1, y2, . . . , ynt) (1.12)

όπου y ∈ Rm τα σήµατα που προκύπτουν από τους παραπάνω µετασχηµατισµούς, µε m το
πλήϑος κόµϐων του µη-δοµηµένου πλέγµατος. Συνεπώς, όλες οι τεχνικές που ϑα παρουσι-
αστούν δεν επηρεάζονται από το είδος των δεδοµένων παϱά µόνο από τη δοµή τους. ∆ηλαδή,
µε διαφορετική απόδοση ϑα συµπιεστεί ένα σήµα µε πολύ µεγάλες διακυµάνσεις και δι-
αφορετικές κλίµακες, από ένα σήµα που αποτελείται αποκλειστικά από λ.χ. 3 αρµονικές.
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Σχήµα 1.4: ∆ιάταξη κόµϐων όπως αϱιϑµήϑηκαν σε ένα τυπικό µη-δοµηµένο 2∆ πλέγµα και η
απεικόνισή τους σε 1∆ διάνυσµα
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Σχήµα 1.5: Στιγµιότυπο της πυκνότητας ϱευστού γύϱω από αεϱοδυναµική
µοϱϕή σε 400 κόµϐους µη-δοµηµένου πλέγµατος

x

u

t

t1

t2

u = (x, t)

Σχήµα 1.6: Κατανοµή σήµατος u(x, t) στο χϱόνο

1.4 Υπάϱχουσες µέϑοδοι µείωσης του αποθηκευτικού κόστους

στη ϐελτιστοποίηση µη-µόνιµων προβληµάτων µε τη συϹυγή

µέϑοδο

Το πϱόϐληµα του αποθηκευτικού χώϱου για την επίλυση µη-µόνιµων συϹυγών Μ∆Ε δεν
απασχολεί µόνο τον επιστηµονικό τοµέα της ϐελτιστοποίησης, καθώς τέτοια προβλήµατα
συναντώνται τόσο στη σεισµολογία [11] όσο και για την εκτίµηση σϕαλµάτων σε προσοµοιώ-
σεις (error estimation). Σε κάϑε πεϱίπτωση, είναι απαϱαίτητη η εύϱεση µεϑόδων µείωσης
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του αποθηκευτικού χώϱου που καταλαµβάνουν οι λύσεις των πρωτευουσών εξισώσεων. Κάϑε
στιγµιότυπο της µη-µόνιµης λύσης είναι απαϱαίτητο για τον υπολογισµό του αντίστοιχου
συζυγούς στιγµιοτύπου, όπως ϕαίνεται στο επεξηγηµατικό σχήµα 1.7.

F0 F1 FT−1 FT

F̃0 F̃1 F̃T−1 F̃T

t

τ = T − t

Σχήµα 1.7: Ολοκλήϱωση πϱωταϱχικών και συϹυγών εξισώσεων

Ως τώϱα, το πϱόϐληµα του αποθηκευτικού χώϱου αντιµετωπίζεται µέσω δύο διαφορετικών
στϱατηγικών. Τον επανυπολογισµό της λύσης γύϱω από προδιαγεγραµµένα σηµεία στο
χϱονικό διάστηµα (check-pointing) και την αποθήκευση κάϑε στιγµιοτύπου, αλλά σε ένα
χώϱο χαµηλότερης τάξης (µέσω µαθηµατικών τεχνικών Συµπίεσης ∆εδοµένων). Αυτές είναι
οι ϐασικές κατηγορίες µεϑοδολογιών ελάφρυνσης του υπολογιστικού κόστους της µεθόδου
και πάνω σε αυτές δηµιουργούνται διάφορες παραλλαγές. Η συγκεκριµένη διπλωµατική
εργασία παϱουσιάϹει τϱόπους από τη δεύτεϱη κατηγορία, ωστόσο στην επόµενη ενότητα ϑα
παρουσιαστεί η µέϑοδος του check-pointing για λόγους ϐιβλιογραφικής πληρότητας.

1.4.1 Η µέϑοδος του check-pointing

Το check-pointing είναι η επικϱατέστεϱη µέϑοδος µέχϱι και σήµεϱα, για τη µείωση του
αποθηκευτικού κόστους της επίλυσης των συϹυγών Μ∆Ε[12] [13]. Η συγκεκριµένη τεχνική
ϐασίζεται στην "ανταλλαγή" αποθηκευτικού χώϱου µε υπολογιστικό χϱόνο. ∆ηλαδή ϑέλοντας
να µειωθεί ο αποθηκευτικός χώϱος, αναπόϕευκτα ϑα πϱέπει να γίνουν δαπανηροί επανυπολ-
ογισµοί της λύσης. Αρχικά ϑα οριστούν µεϱικές ϐασικές έννοιες. Κάϑε διακριτή διαδικασία
που εκτελείται σε ϐήµατα εµπεριέχει µία έννοια "χϱονικής µεταϐολής" είτε αυτή αντιστοιχεί
πραγµατικά στη διάσταση του χρόνου του προβλήµατος είτε όχι. Συνεπώς, παϱά το γεγονός
ότι τα παϱακάτω αναϕέϱονται σε χϱονικά µη-µόνιµες ∆Ε, ϑα µποϱούσαν να αναϕέϱονται
και σε οποιαδήποτε επαναληπτική διαδικασία. ΄Ετσι, έστω µία ϐηµατική διαδικασία, στην
πεϱίπτωση της εγασίας αυτής η χϱονική ολοκλήρωση ενός συστήµατος:

u̇(t) = f(u(t), t), u(t0) = u0 (1.13)

΄Εστω k ο δείκτης χϱονικής ολοκλήϱωσης και έτσι Fk η κατάσταση του συστήµατος κατά τη
χϱονική στιγµή k. Οι συϹυγείς εξισώσεις ϑα έχουν τη µοϱϕή:

−ψ̇(t) = g(u, t, ψ(t)) = f̃ , ψ(T ) = φ(u(T )) (1.14)
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µε g µία γραµµική στο ψ συνάϱτηση. Oι συϹυγείς εξισώσεις όπως είναι γνωστό πϱέπει να
ολοκληϱωϑούν αντίστροφα στο χϱόνο δίνοντας την κατάσταση F̃k. Είναι, συνεπώς, απαϱαίτητη
η γνώση του Fk, ∀k ∈ [0, T ]. Αυτή η διαδικασία χϱονικής ολοκλήρωσης, αποτελεί µία ϐη-
µατική διαδικασία όπως ϕάνηκε στο σχήµα 1.7 µε ενδιάµεσα στάδια την κάϑε κατάσταση
του συστήµατος. Κατά το check-pointing, επιλέγονται συγκεκριµένα Fk τα οποία απο-
ϑηκεύονται και χρησιµοποιούνται ως αρχικές συνθήκες για την επανολοκλήϱωση της ∆Ε.
Στο επεξηγηµατικό σχήµα 1.8 µε κόκκινη διακεκοµµένη συµβολίζονται οι καταστάσεις που
ϑα αποθηκευθούν στη µνήµη του υπολογιστή. Αυτά είναι τα checkpoints. ΄Οταν αρχίσει η
χϱονικά αντίστροφη ολοκλήρωση των συϹυγών εξισώσεων, ϑα προηγηθεί ο επανυπολογισµός
των καταστάσεων Fk, sf−1 ≤ k ≤ sf όπου µε s συµβολίζεται το checkpoint ενώ οι δείκτες f
και f−1 αντιστφοιχούν στο τελευταίο (final) και προτελευταίο checkpoint. ∆ηλαδή, οι εξισώ-
σεις επανολοκληρώνονται από το προτελευταίο checkpoint ως το σηµείο όπου ϐρίσκεται η
αντίστροφη ολοκλήρωση χωϱίς να αποθηκεύονται οι ενδιάµεσες καταστάσεις. Η διαδικασία
αυτή της αντίστροφης ολοκλήρωσης καλείται "reverse sweep" ενώ η πϱόσω ολοκλήρωση "for-
ward sweep"[10].

F0 F1 FT−1 FT

F̃0 F̃1 F̃T−1 F̃T

t

τ = T − t

F1

F̃1

Σχήµα 1.8: Ολοκλήϱωση των συϹυγών εξισώσεων µε χϱήση του check-pointing

Το ϐασικότεϱο που µένει να απαντηθεί είναι το ποιά είναι η κατανοµή των checkpoints,
ώστε να απαιτούνται οι συνολικά ελάχιστοι επανυπολογισµοί της πϱόσω λύσης κατά την "αν-
τίστροφη σάρωση".

ΟϱίϹουµε: s το πλήϑος των checkpoints, l το πλήϑος των επανυπολογισµών για το εκάσ-
τοτε χϱονικό ϐήµα και β(s, l) το µέγιστο µήκος της αντιστρέψιµης διαδροµής της παραπάνω
διαδικασίας µε περιορισµό την ύπαϱξη s checkpoints και l επανυπολογισµούς σε κάϑε ϐήµα
του reverse sweep. ΄Ετσι:

β(s, t) =

(
s+ l

s

)
=

(s+ l)!

s! l!
(1.15)

ΟϱίϹοντας 2 από τις 3 παϱαµέτϱους, µποϱεί να ευρεθεί η εναποµείνουσα. Σύµφωνα µε την
απόδειξη του A.Griewank [14], µία διωνυµική κατανοµή των checkpoints συναρήσει του
β και των µέγιστων επανυπολογισµών l, εξασφαλίζει λογαριθµική αύξηση στη χωϱική και
χϱονική πολυπλοκότητα.
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Παϱαδείγµατος χάϱιν, αν είναι επιθυµητή η αντιστροφή µίας αλυσίδας µήκους 10 ϐηµάτων
µε 3 checkpoints, από την εξίσωση 1.15 υπολογίζεται το µέγιστο πλήϑος επανυπολογισµών
της λύσης για κάϑε ϐήµα του reverse sweep.

β(3, l) =
(3 + l)!

6l!
= 10 ⇒ l = 2 (1.16)

Για τη ϑέση των checkpoints, είναι λογική η υπόθεση, πως τοποθετούνται στο τέλος κάϑε
υπολογιστικής αλυσίδας που αντιστρέφεται πλήϱως µε s checkpoints και το πολύ l πϱόσω
ϐήµατα από κάϑε σηµείο της. Η πϱώτη χϱονική στιγµή καθίσταται αµέσως checkpoint. Το
µέγιστο µήκος αλυσίδας που αντιστρέφεται µε s checkpoints και l − 1 επανυπολογισµούς
σε κάϑε ϐήµα είναι: β(s, l − 1) = β(3, 1) = 4. ΄Αϱα το επόµενο checkpoint είναι στο 4ο
ϐήµα. Τέλος, στην τελευταία αλυσίδα αποµένουν s − 1 checkpoints και έτσι το τελευταίο
είναι η στιγµή 4 + β(s − 1, l − 1) = 4 + β(2, 1) = 4 + 3 = 7 όπως ϕαίνεται και στο επεξ-
ηγηµατικό σχήµα 1.9. Για την πεϱίπτωση που το πλήϑος ϐηµάτων της αλυσίδας που πϱέπει

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Chain 1 Chain 2

Σχήµα 1.9: Παϱάδειγµα τοποϑέτησης checkpoints για διαδικασία µήκους 10 ϐηµάτων

να αντιστραφεί (δηλαδή όταν για κάποιο λόγο είναι επιθυµητή η αύξηση των ϐηµάτων της
προσοµοίωσης) έχει αναπτυχθεί µία παραλλαγή της µεθόδου που προσαρµόζει την κανοµή
στα αυξανόµενα χϱονικά ϐήµατα ώστε να διατηϱεί τη λογαριθµική άυξηση της χωϱικής και
χϱονικής πολυπλοκότητας [15].

1.4.2 Η µέϑοδος ZFP

Μία αρκετά πρόσφατη µέϑοδος συµπίεσης επιστηµονικών δεδοµένων κινητής υποδιαστολής,
(Floating Point Scientific Data) είναι η µέϑοδος ZFP, η οποία πρωτοχρησιµοποιήθηκε στη
ϐελτιστοποίηση µε τη χϱονικά µη-µόνιµη συϹυγή µέϑοδο στο [16]. Η µέϑοδος δηµιουϱγήϑηκε
για τις ανάγκες διαχείρισης και οπτικοποίησης δεδοµένων από εφαρµογές HPC (High Per-
formance Computing) στο Lawrence Livermore National Laboratory [17]. Η συγκεκριµένη
µέϑοδος λειτουργεί µε διαµερίσεις [18].
∆ιαµέϱιση ενός συνόλου S, καλείται η οικογένεια συνόλων p = {B1, B2, . . . , Bn} για την
οποία ισχύουν:

• Στη p δεν πεϱιέχεται το κενό σύνολο (∅ /∈ π)

• Η ένωση όλων των στοιχείων της p είναι το αϱχικό σύνολο (
⋃
B∈π

B = S)

• Τα σύνολα που πεϱιέχει η p δεν έχουν κοινά στοιχεία ((∀A,B ∈ π) A 6= B ⇒ A∩B =
∅)

Η µέϑοδος µποϱεί να χϱησιµοποιηϑεί τόσο για συµπίεση µε απώλειες (lossy compression)
όσο και για συµπίεση χωϱίς απώλειες (lossless compression). Τα αϱχικά δεδοµένα από
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µη-δοµηµένα πλέγµατα, διαµεϱίϹονται σε 4× 4× 4 blocks για τη 3∆ πεϱίπτωση.
Ο αλγόϱιϑµος µποϱεί να πεϱιγϱαϕεί από τα παϱακάτω συνοπτικά ϐήµατα:

1. Μετατϱοπή από γϱαϕή κινητής υποδιαστολής σε γϱαϕή σταϑεϱής υποδιαστολής µέσω
έκϕϱασης του κάϑε block σε κοινή γϱαϕή εκϑέτη Q3.601. Ο µεγαλύτεϱος εκϑέτης
αποϑηκέυεται και χαϱακτηϱίϹει όλο το block,

2. µετασχηµατισµός του block στην επιϑυµητή ϐάση,

3. διάταξη των συντελεστών του µετασχηµατισµού κατά ϕϑίνουσα σειϱά,

4. κωδικοποίηση συντελεστών ανά bit.

ΒασιϹόµενοι στην παϱατήϱηση πως οι πεϱισσότεϱοι γνωστοί µετασχηµατισµοί µποϱούν να
πεϱιγϱαϕούν από ένα οϱϑογώνιο µητϱώο A:

A =
1

2


1 1 1 1
c s −c −s
1 −1 −1 1
s −c c −s

 όπου c =
√

2cos(
π

2
t), s =

√
2sin(

π

2
t) (1.17)

µε t µία παϱάµετϱο που χαρακτηρίζει τον εκάστοτε µετασχηµατισµό (όπως οι διακριτοί
µετασχηµατισµοί Fourier, κυµατιδίων και λοιποί). Οι γραµµές του πίνακα A είναι τα δι-
ανύσµατα ϐάσης του εκάστοτε χώϱου που καταλήγει ο µετασχηµατισµός. ΄Ετσι σχηµατίζουµε
τη ϐάση Bijk για το µετασχηµατισµό;

Bijk = bi ⊗ bj ⊗ bk (1.18)

όπου τα bi, bj , bk είναι οι γϱαµµές του A. Οι συντελεστές του µετασχηµατισµού διατάσσονται
και αποϑηκεύονται όπως πεϱιγϱάϕεται αναλυτικά στο [17].

1.4.3 Συµπίεση δεδοµένων µέσω Πϱοσεγγίσεων Χαµηλής Τάξης (ΠΧΤ)

Μία διαφορετική προσέγγιση στο πϱόϐληµα της µείωσης του αποθηκευτικού χώϱου για την
αποθήκευση δεδοµένων είναι η αναπαράσταση των δεδοµένων σε ένα χώϱο χαµηλότερης
τάξης, η πιό σωστά, ο υπολογισµός των ϐάσεων ενός χώϱου χαµηλότερης διάστασης, στον
οποίο τα δεδοµένα ϑα προσεγγίζονται ικανοποιητικά συγκριτικά µε την αναπαράστασή τους
στον αρχικό χώϱο[19]. Η πϱώτη νύξη στη δυνατότητα προσέγγισης µίας συνάϱτησης σε
διαφορετικό χώϱο χαµηλής διάστασης, έγινε από το Γάλλο µαθηµατικό Joseph Fourier
[20]. Ο µετασχηµατισµός Fourier, είναι ουσιαστικά η πϱώτη ΠΧΤ, καθώς αποσυνθέτει µία
συνάϱτηση σε ένα (αρχικά) άπειϱο άθροισµα αρµονικών, το οποίο ωστόσο σε κάϑε πρακ-
τική εφαρµογή έχει πεπερασµένο αριθµό όϱων, επιτυγχάνοντας έτσι τη µείωση τάξης. Η
οικογένεια µετασχηµατισµών στην οποία ανήκει ο µετασχηµατισµός Fourier (ολοκληρω-
µατικοί) απεικονίζουν συναρτήσεις σε ένα χώϱο του οποίου η ϐάση είναι το επιλεγµένο
πλήϑος αρµονικών συναϱτήσεων που οϱίϹει και την τάξη της προσέγγισης. Εφαρµόζον-

1Η γϱαϕή Q3.60 σηµαίνει πως για την έκϕϱαση του αϱιϑµού χϱησιµοποιούνται 3 bits για το ακέϱαιο µέϱος
και 60 για το δεκαδικό, ενώ ένα bit για το πϱόσηµο. Στη συγκεκϱιµένη γϱαϕή, χϱησιµοποιούνται 64 bits. Το
εύϱος τιµών που µποϱεί να αναπαϱασταϑεί είναι της τάξης του 2i, i ∈ [−60, 60] ⊂ Z
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τας το συγκεκριµένο µετασχηµατισµό σε διάφορα σήµατα από ϕυσικά συστήµατα και µή,
παϱατηϱήϑηκε πως οι συντελεστές ϐάϱους των ϐάσεων ϕθίνουν µε εκθετικό τϱόπο. Τα σή-
µατα αυτά ονοµάζονται συµπιέσιµα. Αυτή η εκθετική µείωση των συντελεστών σηµαίνει πως
αϱκούν λίγες µόνο ϐάσεις για τη προσέγγιση των αρχικών δεδοµένων. Αυτό ϑα διερευνηθεί
και για τα σήµατα που προέρχονται από τα προβλήµατα που πραγµατεύεται η εργασία αυτή.
Για την κατασκευή ΠΧΤ σε κάϑε είδους δεδοµένα, επιδιώκεται η ϐέλτιστη προσέγγιση
των ϐασικών χαρακτηριστικών των δεδοµένων χρησιµοποιώντας ένα µικϱό κοµµάτι της υπ-
άρχουσας πληροφορίας (ϐέλτιστη πάντα υπό κάποια νόϱµα σε χώϱους χαµηλότερων δι-
αστάσεων). ΄Οπως αναφέρθηκε, οι τεχνικές συµπίεσης δεν αλλάζουν όταν χρησιµοποιούν-
ται σε λ.χ. ϱευστοµηχανικά, σεισµολογικά η οικονοµικά συστήµατα. Αυτή η γενικότητά
τους τις καθιστά µία εξαιρετικά ϑελκτική λύση στο πϱόϐληµα του αποθηκευτικού χώϱου
κατά τη ϐελτιστοποίηση χϱονικά µη-µόνιµων προβληµάτων, µιάς και δεν είναι επεµβατ-
ικές στο λογισµικό που εκτελεί τη ϐελτιστοποίηση. Στην πϱίπτωση της παϱούσας εργασίας,
οι προσεγγίσεις αυτές ϑα χρησιµοποιηθούν για την αποθήκευση της πληροφορίας από το
ϱευστοµηχανικό σύστηµα χρησιµοποιώντας αρκετά λιγότεϱο αποθηκευτικό χώϱο, εξετάζον-
τας τυχόντα συµϐιϐασµό στη ποιότητα. Σε επόµενα κεφάλαια πϱόκειται να αναλυθούν 2
τεχνικές σταδιακής κατασκευής προσεγγίσεων µειωµένης τάξης, αυτή της Ανάλυσης σε Ιδιά-
Ϲουσες Τιµές (iSVD) και ο Ιδιο-Γενικευµένος ∆ιαχωρισµός (iPGD). Και για τις 2 παραπάνω
µεθόδους, αναπτύχθηκαν κώδικες σε γλώσσα Fortran 95 οι οποίοι και χρησιµοποιήθηκαν
καθόλη την εργασία. Οι δύο τεχνικές είναι αρκετά όµοιες όσον αϕοϱά τη δοµή, αποτελούν
και οι δύο µία αποσύνθεση των αρχικών δεδοµένων σε ένα σταθµισµένο άθροισµα ϐάσεων,
ωστόσο διαφέρουν ώς πϱος τους περιορισµούς κατά τον υπολογισµό τους: το iSVD είναι
µία παϱαγοντοποίηση που πϱέπει να διατηϱεί την ορθογωνιότητα των µητϱώων στϱοϕής,
ενώ το iPGD δεν έχει κάποιο περιορισµό ορθογωνιότητας στις συναρτήσεις ϐάσεις, εξ ου
και ο χαρακτηρισµός "Γενικευµένος" (Generalized). Ο λόγος για τον οποίο εκτελούνται οι
σταδιακές εκδοχές των αλγορίθµων ϑα αναλυθεί παϱακάτω.

1.5 Στόχος της εϱγασίας

Κύϱιος στόχος της διπλωµατικής εργασίας είναι η αξιολόγηση της ποιότητας των αποτε-
λεσµάτων της ϐελτιστοποίησης µορφής µε τη χϱονικά µη-µόνιµη συϹυγή µέϑοδο κατά την
οποία οι χρονοσειρές των πεδίων του πρωτεύοντος προβλήµατος αποθηκεύονται συµπιεσ-
µένες και αποσυµπιέζονται κατά την αντίστροφη στο χϱόνο ολοκλήρωση των συϹυγών εξ-
ισώσεων. Τελικός στόχος είναι η εξαγωγή συµπεράσµατος για το κατά πόσο είναι δυνατόν
να υπάρξει πλήϱης αντικατάσταση των πρωτευουσών πεδίων, λύνοντας έτσι σε µεγάλο ϐαθµό
το εγγενές πϱόϐληµα αποθηκευτικού χώϱου της συζυγούς µεθόδου στα µη-µόνιµα προβλή-
µατα. Αυτό γίνεται µε τους εξής τϱόπους:

• σύγκϱιση των αποσυµπιεσµένων χρονοσειρών µε τις αρχικές µέσω διαφορετικών µετϱικών
σφάλµατος,

• σύγκϱιση παϱαγώγων ευαισθησίας (παράγωγοι της συνάϱτησης κόστους ως πϱος τις
µεταβλητές σχεδιασµού οι οποίες χρησιµοποιούνται από την "απότοµη κάϑοδο" για την
ανανέωση των µεταβλητών σχεδισµού) και τιµών της συνάϱτησης στόχου που πϱοέκυψαν
µε και χωϱίς τη χϱήση των προσεγγιστικών χρονοσειρών των πεδίων,

• σύγκϱιση των αποτελεσµάτων της ϐελτιστοποίησης µε χϱήση των πϱοσεγγίσεων και
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χωϱίς.

Σην εϱγασία πεϱιέχονται:

• Κεϕάλαιο 2: Παϱουσίαση της µεθόδου της σταδιακής Ανάλυσης σε Ιδιάζουσες Τιµές(iSVD)
και του τϱόπου µε τον οποίο χρησιµοποιείται σε προβλήµατα ϐελτιστοποίησης. Γίνεται
µία σχετικά εκτενής παϱουσίαση της µεθόδου καθώς και επίδειξη της ικανότητάς της
να συµπιέϹει µονοδιάστατα χϱονικά µη-µόνιµα πεδία.

• Κεϕάλαιο 3: Παϱουσίαση της µεθόδου του σταδιακού Ιδιο-Γενικευµένου ∆ιαχωρισ-
µού(iPGD) για τη δηµιουϱγία ΠΧΤ µε τον σταδιακό αλγόριθµό που αναπτύχθηκε απο
την ΜΠΥΡ&B [21][22].

• Κεϕάλαιο 4: Εϕαϱµογή των δύο µεϑόδων συµπίεσης σε τϱείς εϕαϱµογές: τις λύσεις της
εξίσωσης Burgers, τις λύσεις των εξισώσεων Euler γύϱω από την αεϱοτοµή NACA0012
και τις λύσεις των εξισώσεων Navier Stokes σε πτεϱύγωση διηχητικού συµπιεστή.

• Κεϕάλαιο 5: Εφαρµογή των µεϑόδων προσέγγισης των πεδίων στο ϐέλτιστο έλεγχο ενός
συστήµατος που µοντελοποιείται µε την εξίσωση Burgers, στη ϐελτιστοποίηση σχήµα-
τος µίας µεµονωµένης αεροτοµής για µέγιστη άνωση και στη ϐελτιστοποίηση µορφής
του πτεϱυγίου ενός διηχητικού συµπιεστή επίσης για µέγιστη άνωση (δύναµη κατά την
περιφερειακή κατεύϑυνση). Και στα δύο προβλήµατα δεν υπάρχουν περιορισµοί.

Τα παϱαδείγµατα που επιλέχϑηκαν, εµϕανίϹουν ένα κοινό χαϱακτηϱιστικό: ασυνέχειες.
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Κεϕάλαιο 2

Ανάλυση πινάκων σε ΙδιάϹουσες

τιµές

2.1 Η ανάλυση πινάκων σε ιδιάζουσες τιµές ως µέϑοδος συµπίεσης

Η ανάλυση πινάκων σε ιδιάζουσες τιµές (Singular Value Decomposition) είναι µία από τις
σηµαντικότερες παραγοντοποιήσεις πινάκων µε πληθώρα εφαρµογών σε κάϑε επιστήµη που
απαιτεί τη διαχείριση µεγάλων όγκων δεδοµένων.

Η ανάλυση πινάκων µελετά τους διαφορετικούς τϱόπους γϱαϕής ενός πίνακα µε πράξεις
µεταξύ άλλων πινάκων. Η ανάλυση ενός πίνακα σε ιδιάζουσες τιµές, είναι ένας ο πιό δι-
αδεδοµένος τϱόπος για την κατασκευή µίας "γενικευµένης διαγωνοποίησης" [23] ενός όχι
αναγκαστικά τετραγωνικού πίνακα, καθώς υπάρχει για κάϑε πίνακα. Ο γενικευµένος χαρακ-
τήρας πηγάϹει από τη χαλάρωση του περιορισµού του πίνακα που µετασχηµατίζεται ώστε να
είναι τετραγωνικός. Αυτό είναι σηµαντικό, καθώς µε τον τϱόπο αυτό, το σύστηµα αποσυντί-
ϑεται σε 3 πίνακες που αποθηκεύονται µε πολύ µικϱότεϱο κόστος απ’ ότι ο αρχικός πίνακας.

΄Οπως και στη διαγωνοποίηση τετραγωνικών πινάκων, υπολογίζεται µία παϱαγοντοποίηση
που αποτελείται από γινόµενο 2 ορθογώνιων πινάκων µε έναν διαγώνιο, στη συγκεκριµένη
παϱαγοντοποίηση, ο πίνακας αναλύεται σε γινόµενο 2 αυτοσυζυγών πινάκων και ενός µη
τετραγωνικού µε στοιχεία στην κύϱια διαγώνιο τις ιδιάζουσες τιµές του Α. Αυτοί οι πίνακες
µποϱούν να χρησιµοποιηθούν για την "οικονοµικότεϱη" αποθήκευση του αρχικού, είτε για
την προσοµοίωση του δυναµικού συστήµατος που παρήγαγε τα δεδοµένα που περιέχει ο A
όπως περιγράφτηκε.

Ισχύει πως για κάϑε πίνακα A ∈ Rm×n υπάρχει η SVD και άϱα ισχύει ότι:

∃U ∈ Rm×m, V ∈ Rn×n, Σ = diag(σp) ∈ Rm×n : A = UΣV T (2.1)
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όπου

UTU = Im×m, V V T = In×n, p = 1 : min(m,n)

Τα στοιχεία που περιέχει ο πίνακας Σ στην κύϱια διαγώνιο που οϱίϹει τοmin(m,n), καλούν-
ται ιδιάζουσες τιµές του Α, ενώ ο χώϱος που δηµιουργείται έχοντας ϐάση τις στήλες του
U = [ζ1| ζ2| . . . |ζm] καλείται αριστερός ιδιόµορφος υπόχωρος (left singular subspace) και
οµοίως από τις στήλες του V , V = [ξ1| ξ2| . . . |ξn] καλείται δεξιός ιδιόµορφος υπόχωρος (right
singular subspace).

Οι ιδιάζουσες τιµές αποτελούν τις ιδιοτιµές του πίνακα AAT όπως και του ATA. Πράγ-
µατι:

AAT = A(V ΣTUT ) = UΣV T (V ΣTUT ) = UΣΣTUTκαι (2.2)

ATA = (V ΣTUT )A = (V ΣTUT )UΣV T = V ΣTΣV T (2.3)

όπου σε κάϑε πεϱίπτωση ο πίνακας AAT ή ATA γράφεται ως ένα γινόµενο τετραγωνικών
πινάκων MSMT όπου MMT = I και αϕού ΣTΣ = ΣΣT = diag(σ2

i )i=1:rank(A) τότε πράγ-
µατι τα σ2

i είναι οι ιδιοτιµές των AAT , ATA

O Α γράφεται και ως γραµµικός συνδυασµός των διανυσµάτων ϐάσης του αριστερού και
δεξιού ιδιόµορφου υποχώρου µε συντελεστές ϐάϱους τις ιδιάζουσες τιµές:

A =
r∑
i=1

σiζiξ
T
i (2.4)

όπου τα ζi, ξi έχουν rank = 1.

Ο λόγος που χρησιµοποιείται η συγκεκριµένη παϱαγοντοποίηση στην κατασκευή προσ-
εγγίσεων χαµηλής τάξης, είναι ότι αποτελείται από πίνακες τέτοιους ώστε µε σηµαντικά
µικϱότεϱες διαστάσεις να περιγράφεται επαϱκώς το ϕάσµα του A, σ(A). Αυτό ϑα προϋπέ-
ϑετε την ύπαϱξη κάποιας apriori γνώσης, ότι το ϕάσµα ενός πίνακα περιγράφεται επαϱκώς
από σηµαντικά χαµηλό αριθµό ιδιοτιµών, κοινώς ότι τα πλάτη των ιδιάζουσων τιµών ϕθίνουν
εκθετικά. Ευτυχώς, για τους πίνακες που αποτελούνται από αποτελέσµατα προσοµοιώσεων
ΥΡ∆, ισχύει ότι το ϕάσµα του πίνακα AAT (οι ιδιάζουσες τιµές του A) ϕϑίνει εκθετικά όπως
ϕαίνεται στο σχήµα 2.1:

Φάσµα ενός πίνακα καλείται το σύνολο των ϱιϹών του χαρακτηριστικού του πολυωνύµου,
δηλαδή οι ιδιοτιµές του. Στην ΥΡ∆ όπως και στη δυναµική γενικότεϱα, το ϕάσµα συνδέεται
µε τη δυναµική συµπεριφορά του υπό εξέταση συστήµατος.

΄Οπως ϕαίνεται και από το σχήµα 2.1, ήδη µετά τις 10 πϱώτες ιδιάζουσες τιµές ενός πίνακα
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Σχήµα 2.1: ιδιάϹουσες τιµές από πϱοσοµοίωση ϱοής γύϱω από µεµονωµένη αεϱοτοµή

A (µε δεδοµένα ΥΡ∆) παρατηρείται µείωση του πλάτους τους κατά 3 τάξεις µεγέϑους. Αυτό
υποδεικνύει πως τα σήµατα που αποτελούν τον A είναι συµπιέσιµα καθώς µποϱούν να ανα-
παρασταθούν από τις πϱώτες λίγες (10) ιδιάζουσες τιµές. Εάν υπολογίζονταν περισσότερες
από 30 ιδιάζουσες τιµές, ϑα παρατηρούνταν πως δεν αλλάζει το γεγονός ότι η διάσπαση του
A =

∑n
i=1 σiξiζ

T
i κυριαρχείται από τους 10 πρώτους όϱους και έτσι οι υπόλοιποι µποϱούν

να παραληφθούν.

Η ϐασική αϱχή της κατασκευής προσεγγίσεων χαµηλής τάξης είναι ο υπολογισµός των
ϐάσεων χώϱων µικϱότεϱης διάστασης, οι οποίοι περιγράφουν µε ικανοποιητικό τϱόπο την
πληροφορία για τη δυναµική ολόκληϱου του συστήµατος χωϱίς ολόκληϱη την πληροφορία.
Οι ϐάσεις αυτές είναι οι στήλες των U, V T . Παραδείγµατος χάϱιν, έστω ένας πίνακας A
µε τάξη rA = 105. Θα ήταν επιθυµητό να ϐρεθεί ένας πίνακας B τάξης k = 100 όπου
να περιλαµβάνει ικανοποιητικό µέϱος του ϕάσµατος του (A, σ(A)). Στην πεϱίπτωση της
ΥΡ∆, αυτό σηµαίνει να περιέχεται µεγάλο κοµµάτι της δυναµικής του πεδιακού µεγέϑους
στις στήλες του Β. Η µείωση είναι επιθυµητή καθώς ο πίνακας µε τη χαµηλότερη τάξη, έχει
παϱαγοντοποίηση SVD µε σηµαντικά µικϱότεϱο κόστος αποθήκευσης.

Την ύπαϱξη αυτού του πίνακα Β για κάϑε επιθυµητή διάσταση εξασφαλίζει το παϱακάτω
ϑεώϱηµα:

Θεώϱηµα 1 (Schmidt-Eckart-Young) Για έναν πίνακα A ∈ Rm×n, rank(A) = r, ο πί-

νακας:

Ak =

k∑
i=1

σiζiξ
T
i , 0 ≤ k ≤ r (2.5)
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είναι ϐέλτιστη πϱοσέγγιση του A υπό τη νόϱµα:

‖A−Ak‖2 = min
B∈Rm×n

‖A−B‖2 = σk+1, rank(B) ≤ k ‘ (2.6)

∆ηλαδή το ϑεώϱηµα 1 εγγυάται πως µία παϱαγοντοποίηση SVD του Α, τάξης k (Ak) είναι η
ϐέλτιστη (κατά την ‖ · ‖2), πϱάγµα που τεκµηϱιώνει πως πϱάγµατι η πϱοσέγγιση χαµηλής
τάξης είναι η ϐέλτιστη δυνατή για την επιλεχϑείσα τάξη k. Βέϐαια το παϱαπάνω δεν σηµαίνει
πως η ελάχιστη τιµή που λαµϐάνει η διαϕοϱά µεταξύ πϱοσέγγισης και πϱαγµατικού πεδίου
είναι ικανοποιητική. Τέλος, η οϱϑογωνιότητα των µητϱώων U.V της παϱαγοντοποίησης δεν
είναι εγγυηµένη στην ΠΧΤ, χωϱίς ωστόσο αυτό να επηϱεάϹει σηµαντικά την ποιότητα του
αποτελέσµατος. [24]

2.2 Το SVD και το σταδιακό (incremental) SVD στην υπολογισ-

τική ϱευστοδυναµική

Η SVD είναι ϐασικό εϱγαλείο για τη συµπίεση χϱονοσειϱών πεδίων στην ΥΡ∆. Αποτελεί τον
πυϱήνα πολλών µεϑοδολογιών κατασκευής Μοντέλων Μειωµένης Τάξης όπως τα µοντέλα
που πϱοκύπτουν από την Κύϱια Οϱϑογωνική ∆ιάσπαση (Proper Orthogonal Decomposition)
ή τη µέϑοδο των στιγµιοτύπων [25].
΄Εστω ο πίνακας δεδοµένων

Y =

 | |
y1 ... yn
| |

 , yi ∈ Rm (2.7)

που αποτελείται από τα διανύσµατα που περιέχουν τις m τιµές µίας µεταβλητής,(η τιµή
του πεδίου σε κάϑε κόµϐο του πλέγµατος) ενώ περιέχει n τέτοια διανύσµατα, ένα για κάϑε
χϱονική στιγµή. Τα yi ονοµάζονται και "στιγµιότυπα" (snapshots) της λύσης [26]. Το µητϱώο
Y περιέχει όλη την πληροφορία του εκάστοτε ϱοϊκού µεγέϑους, καθώς κάϑε στήλη του µε
τον κατάλληλο µετασχηµατισµό αντιστοιχεί στην κατανοµή του πεδιακού µεγέϑους στο χώϱο.

Εάν αποθηκευθεί κάϑε στιγµιότυπο της λύσης, έχουµε µία "συλλογή" της δυναµικής του
πεδίου, δηλαδή µποϱούµε για κάϑε χϱονική στιγµή να γνωρίζουµε πως κατανέµεται η
µεταβλητή που εξετάζεται. Το Ϲητούµενο είναι να υπολογιστεί µία ΠΧΤ του µητϱώου Y , για
την οικονοµικότεϱη αποθήκευσή του. Σε αυτό το σηµείο ϑα γίνει η χϱήση του SVD καθώς
από το ϑεώϱηµα 1 είναι γνωστό πως, για ένα κατάλληλα επιλεγµένο k (τάξη αποκοπής-
truncation rank), µποϱεί να κατασκευαστεί µε το SVD µία προσέγγιση τάξης k που ϑα είναι
πράγµατι ϐέλτιστη υπό την έννοια ότι από όλους τους πίνακες ∈ Rm×n, αυτός που αποτελεί-
ται από το άθροισµα των k πϱώτων ιδιοδιανυσµάτων ξi, ζi, είναι αυτός µε τη µικϱότεϱη L2

απόσταση από τον αρχικό πίνακα A, άϱα η λύση στο πϱόϐληµα ελαχιστοποίησης:
min

B∈Rm×n
(‖A−B‖2) .

Η προσέγγιση λέγεται τάξης k καθώς από τους πλήϱεις U ∈ Rm×n, V ∈ Rn×n κρατούνται οι
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πϱώτες k στήλες για τον U και οι πϱώτες k γραµµές για τον V T . Αυτό είναι δυνατόν εξαιτίας
του ότι το ϕάσµα του A, σ(A) ϕϑίνει εκθετικά.

Y =

 | |
y1 ... yn
| |

 = UΣV T , U ∈ Rm×k, Σ = diag(σp=1:k) ∈ Rk×k, V ∈ Rn×k (2.8)

Με την παραπάνω προσέγγιση, το κόστος αποθήκευσης είναι: (k+ 1)× (m+k+ 1 +n) που,
καθώς συνήϑως k << r ≤ min(m,n), r = rank(A), το οποίο είναι πολύ µικϱότεϱο του
m× n που απαιτείται για την πλήϱη αποθήκευση του πεδίου. Ωστόσο, για τον υπολογισµό
των U,Σ, V σύµφωνα µε όσα έχουν λεχθεί ως τώϱα, απαιτείται η πλήϱης αποθήκευση της
λύσης γεγονός αντιφατικό µε το στόχο της εργασίας, µιάς και αν µποϱούσε να αποθηκευθεί
ολόκληϱη η λύση, δε ϑα ήταν απαϱαίτητη η συµπίεσή της.

Συνεπώς χρειάζεται ένας τϱόπος υπολογισµού των µητϱώων της παϱαγοντοποίησης πϱιν την
ολοκλήρωση της επίλυσης των εξισώσεων. Μία τέτοια µέϑοδος, υπολογίζει τα U,Σ, V όσο ο
επιλύτης υπολογίζει τα νέα y. Η διαδικασία κατασκευής του SVD που περιλαµβάνει τη νέα
πληροφορία, γίνεται µε τον υπολογισµό ορισµένων πινάκων [27] [28] [24].

Αϱχικά αποθηκεύεται το πϱώτο κοµµάτι της λύσης, ως το σηµείο που επιτϱέπει η χωϱητικότητα
του "δίσκου" του εκάστοτε χώϱου αποθήκευσης και υπολογίζεται η SVD της. Στο σηµείο
αυτό οι αποθηκευτικές ικανότητες του δίσκου έχουν εξαντληθεί. Είναι λοιπόν εµφανές, πως
η µέϑοδος που αναζητείται πϱέπει να ανανεώσει τους ήδη αποθηκευµένους πίνακες, ώστε
να περιλαµβάνεται πλέον και η νέα πληροφορία που ϑα πϱοκύψει (το επόµενο y που ϑα
υπολογίσει ο επιλύτης). ΄Οπως παρουσιάζεται και στο [29], αυτό γίνεται "αναδιπλώνοντας" τη
νέα πληροφορία που υπολογίστηκε από τον επιλύτη στην ήδη υπάρχουσα παϱαγοντοποίηση
υπολογίζοντας εκ νέου τους U,Σ, V λαµβάνοντας υπόψη το νέο y. ΄Ετσι ο αλγόριθµος αυτός
ονοµάζεται και incremental Singular Value Decompostion ή folding-in SVD αϕού στο τέλος
κάϑε ϐήµατος k του επιλύτη, υπολογίζει την SVD του πίνακα δεδοµένων που ϑα αντισ-
τοιχούσε στη στιγµή k εάν ήταν δυνατόν να αποθηκευθεί και νέα πληροφορία. Παϱακάτω
παρουσιάζονται τα ϐήµατα του αλγορίθµου.

Αϱχικά αποθηκεύεται όση πληροφορία από τη λύση χωϱάει στο σύστηµα και σχηµατίζε-
ται ο ως τότε πίνακας δεδοµένων Y και υπολογίζεται η SVD του Y = UΣV T . Στη συνέχεια,
πϱέπει για κάϑε νέο y που υπολογίζεται από τον επιλύτη, η UΣV T να ανανεώνεται καταλ-
λήλως ώστε να ανταποκρίνεται στην SVD του [Y y]. Για να γίνει αυτό χρησιµοποιείται η
ταυτότητα:

Ynew =
[
UΣV T y

]
=
[
U f

]
·
[
Σ p
0 1

]
·
[
V 0
0 1

]T
(2.9)

που ισχύει όταν τα p και f υπολογίϹονται όπως παϱακάτω. Αϱχικά υπολογίϹεται η πϱοϐολή
h των νέων δεδοµένων y στον αϱιστεϱό υπόχωϱο U η πϱοϐολή p στον UT και η διαϕοϱά f ,
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του y από το h


p = UT y,

h = Up,

f = y − h = (I − UUT )y, f ∈ Rm ,µε ‖f‖ = 1

(2.10)

ώστε να ισχύει, µετά από πϱάξεις, η 2.9. Οι παϱαπάνω 3 πίνακες πλέον ϑα ονοµάϹονται
επαυξηµένοι και ϑα συµϐολίϹονται µε ”̂.”

Ûm×(k+1) =
[
U f

]
, Σ̂(k+1)×(k+1) =

[
Σ p
0 1

]
, V̂(n+1)×(k+1) =

[
V 0
0 1

]
(2.11)

ενώ η 2.9 γϱάϕεται:

[
UΣV T y

]
= Ûm×(k+1) · Σ̂(k+1)×(k+1) · V̂ T

n×(k+1) (2.12)

Τώϱα, εάν ο Σ̂ διαγωνοποιηϑεί Σ̂ = U ′Σ′V ′T , Σ′ ∈ R(k+1)×(k+1) έχουµε 2 νέους πίνακες
στϱοϕής U ′, V ′ επίσης ∈ R(k+1)×(k+1) που στϱέϕουν τις ϐάσεις των επαυξηµένων υποχώϱων

Û =
[
U r

]
, V̂ =

[
V 0
0 1

]
ώστε να ισχύει:

Ynew = ÛU ′Σ′V ′T V̂ T
[1:n,1:k+1] (2.13)

Στην πεϱίπτωση αυτή, έχει επιτευχϑεί το Ϲητούµενο, να υπολογιστεί ο Ynew ανανεώνοντας
µόνο υπάϱχοντες πίνακες, τους:


U1:m,1:k ← ÛU ′

Σ1:k ← Σ′

V1:n,1:k ← V ′T V̂ T

(2.14)

΄Ετσι οι µόνοι πίνακες που χρειάζεται να αποθηκευθούν είναι οι U,Σ, V και µε κοινή διάσ-
ταση k που είναι η τάξη αποκοπής (truncation rank). Η διαδικασία αυτή εκκινεί όταν ο
επιλύτης υπολογίσει k στιγµιότυπα και τελειώνει µε το τέλος της επίλυσης.

Τότε η λύση αποδίδεται ώς ένα SVD µε τους πίνακες U ∈ Rm×k, Σ ∈ Rk×k, V ∈ Rn×k όπου
ο Σ όντας διαγώνιος, αποθηκεύεται ως ένα διάνυσµα s ∈ Rk. Αθροιστικά, όµως, εξαιτίας
της ύπαϱξης των επαυξηµένων πινάκων µε διαστάσεις k + 1, υπάρχει ένα επιπλέον κόστος
(overhead) στο κόστος αποθήκευσης: m(k+1)+n(k+1)+(k+1)−km−kn−k = m+n+1
το οποίο οϕείλει να είναι διαθέσιµο στο αποθηκευτικό µέσο.

Για να γίνει κατανοητή η ϐηµατική διαδικασία ανανέωσης της παϱαγοντοποίησης, στα σχή-
µατα 1,2.2 παρουσιάζεται ο αλγόριθµος τόσο σχηµατικά όσο και σε µοϱϕή ϐηµάτων.

ΑϱχίϹοντας από το ϐήµα step = k, όπου k η προδιαγεγραµµένη τάξη αποκοπής από το
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χϱήστη, υπολογίζεται η SVD του Yk. Με γκϱι χρωµατίζονται οι πίνακες που προκύπτουν
από αυτόν τον πϱώτο υπολογισµό. Στη συνέχεια, όπως υπαγορεύει και ο αλγόριθµος, αυτοί
οι πίνακες επαυξάνονται µόλις υπολογιστεί το στιγµιότυπο y. ΄Ετσι προκύπτουν οι πίνακες
Û .Ŝ, V̂ . Τώϱα από αυτούς ο Ŝ διαγωνοποιείται και οι πίνακες των ιδιοδιανυσµάτων του
U ′, V ′ στρέφουν τους Û και V̂ . Τώϱα, για να µην µεταβληθούν οι διαστάσεις των σκιασ-
µένων πινάκων U, S, V , αποθηκεύονται οι υποπίνακες των Û , Ŝ, V̂ που αντιστοιχούν στους
γραµµοσκιασµένους πίνακες που έχουν ήδη αποθηκευθεί. ΄Ετσι το κόστος αποθήκευσης
καταλήγει να είναι k(m+ n+ 1).

Yfull∈ Rm×n Ufull Sfull

= ·

·

V T
full ∈ Rn×n

U

S

diag(s) ∈ Rk×k

V T ∈ Rk×n

Yk

y ∈ Rm

Yk

m× k

∈ Rm×m ∈ Rm×n

∈ Rm×k

next time step (K + 1)
solver

Û ∈ Rm×k+1

Ŝ ∈ Rk+1×k+1

=

V̂ T ∈ Rk+1×n

S

Ŝ

V̂ T

Û

Ŝ

=

U ′ S′ V ′T

Σχήµα 2.2: Σχηµατική αναπαϱάσταση του iSVD
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΄Ετσι ο αλγόριθµος είναι:

Algorithm 1 Αλγόϱιϑµος υπολογισµού του iSVD κατά την ολοκλήϱωση των πϱωτευουσών
εξισώσεων
1: t← 0
2: read k
3: while t ≤ T do . T : final time of primal solution
4: if ti ≤ k then
5: Store y in Yk
6: else
7: if ti = k + 1 then
8: Calculate SVD of Yk
9: goto 11

10: else
11: Calculate p, f, h
12: Calculate Û ,Ŝ,V̂
13: Diagonalize (Factor) Ŝ in U ′,S′,V ′

14: Update U ,S,V (kth order truncation of Σ′)
15: end if
16: end if
17: end while

Για τα ϐήµατα που απαιτείται η παϱαγοντοποίηση SVD κάποιου πίνακα, χρησιµοποιήθηκε
ένας αξιόπιστος αλγόριθµος υπολογισµού του SVD σύµφωνα µε τους Forsythe et al. [30].
Το L2 σϕάλµα µεταξύ προσέγγισης και του αρχικού πίνακα δεδοµένων, για την iSV D µε
προκαθορισµένη τάξη αποκοπής k, σύµφωνα µε τις αποδείξεις που παρατίθενται στο [31] και
το ϑεώϱηµα 1, είναι e και κατά τη ϐηµατική ανανέωση των πινάκων της παϱαγοντοποίησης
ισχύει:

ei = ei−1 + pi + σik+1 , ∂i =
∥∥yi − UUT yi∥∥ (2.15)

καϑώς ο σταδιακός αλγόϱιϑµος πϱαγµατοποιεί αποκοπή στην τάξη k, µε σk+1 την k+1 οστή
ιδιοτιµή του Σ′.
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Κεϕάλαιο 3

Ιδιο-Γενικευµένος ∆ιαχωϱισµός

Στο κεϕάλαιο αυτό ϑα παϱουσιαστεί η µέϑοδος του Ιδιο-Γενικευµένου ∆ιαχωϱισµού, για τη
δηµιουϱγία Βέλτιστων πϱοσεγγίσεων χαµηλής τάξης. Ο ιδιο-γενικευµένος διαχωϱισµός είναι
µία τεχνική διαχωϱισµού µίας συνάϱτησης πολλών µεταϐλητών η και παϱαµέτϱων, σε ένα
άϑϱοισµα γινοµένων µονοδιάστατων συναϱτήσεων. ΄Εστω µία συνάϱτηση u µε N οϱίσµατα.
Τότε το PGD αναϹητά µία αποσύνϑεση της συνάϱτησης της µοϱϕής:

u(x1, x2, .., xN ) ≈
M∑
µ=1

N∏
n=1

Xµ
n (xn) (3.1)

Από αυτό το σηµείο γίνεται εµφανής η αξία µίας τέτοιας µεθόδου για τη µείωση του απο-
ϑηκευτικού κόστους ενός πεδίου που εξαρτάται από πολλές παϱαµέτϱους. Εάν τα xi=1:N δι-
ακριτοποιούνταν και ήταν απαϱαίτητη η αποθήκευση του u, ϑα ήταν απαϱαίτητη η δηµιουϱγία
και αποθήκευση ενός πολυδιάστατου αντικειµένου uijk.. µε κόστος αποθήκευσης I × J ×
K × ... όπου I, J,K είναι τα πλήϑη σηµείων διακριτοποίησης των xi=1:N .

΄Ετσι, αντί να αποθηκευτεί το πεδίο ως ένα πολυδιάστατο αντικείµενο, αποθηκεύονται οι
υπολογισµένες συναρτήσεις Xµ

n µε κόστος M(I + J +K + ...)

To PGD µποϱεί να λειτουργήσει είτε ως µέϑοδος επίλυσης ΠΣΤ1, είτε ως µέϑοδος δηµιουϱγίας
προσεγγίσεων χαµηλής τάξης πολυπαραµετρικών συναϱτήσεων. Στην ανα χείϱας διπλω-
µατική εργασία ϑα παρουσιαστεί ο τϱόπος εφαρµογής της µεθόδου στη ϐέλτιστη προσέγγιση
µίας πολυδιάστατης συνάϱτησης, κάνοντας χϱήση γινοµένων µονοδιάστατων συναϱτήσεων.
Για την παϱουσίαση της µεθόδου ως επιλύτη Μ∆Ε, υπάρχει επίσης διαθέσιµη ϐιβλιογραφία
από τη ΜΠΥΡ& Β[22][21][32][33]. Για τη συµπίεση του πεδίου δεν απαιτείται επέµβαση
στον επιλύτη της Μ∆Ε, ωστόσο όπως ϑα γίνει εµφανές παϱακάτω, για λόγους µείωσης του
αποθηκευτικού χώϱου είναι απαραίτητος ο σταδιακός υπολογισµός του PGD[16][34].

Θα αναζητηθεί µία προσέγγιση του u κατά τη 3.1 ώστε να αποθηκευτεί µε πολύ µικϱότεϱο
1Πϱόϐληµα Συνοϱιακών Τιµών
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κόστος. ΄Εχοντας το πεδίο u υπολογίζονται οι συναρτήσεις Xµ
n µέσω της διαδικασίας που ϑα

περιγραφεί παϱακάτω. Οι συναρτήσεις που απαρτίζουν το εκάστοτε γινόµενο Xµ
1 × X

µ
2 ×

Xµ
3 × ... × X

µ
N καλούνται ϐάσεις, καθώς συνθέτουν N χώϱους συναϱτήσεων διάστασης M

ο κάϑε ένας. O χώϱος γινοµένου των παραπάνω Ν χώϱων είναι εκεί όπου αναπαρίσταται
η συνάϱτηση u µε το PGD. Γίνεται λοιπόν εµφανές, πως δοθέντος του πλήϑους των χώϱων
(διάσταση του προβλήµατος, στο παϱάδειγµα N ) και της τάξης του κάϑε χώϱου (πλήϑος
ϐάσεων που πϱόκειται να υπολογιστούν, M ) υπολογίζονται οι M ϐάσεις µε ϐέλτιστο τϱόπο
ώστε να ελαχιστοποιείται το σϕάλµα από την πραγµατική λύση. Αυτό ϑα αναλυθεί πεϱαιτέϱω.

Στην πεϱίπτωση της ϐελτιστοποίησης στην αεροδυναµική, τα πεδία που πϱόκειται να συµπ-
ιεστούν µε τη µέϑοδο είναι τα ϱοϊκά µεγέϑη, δηλαδή η ταχύτητα u(x, y, z, t) και η πίεση
p(x, y, z, t) για ασυµπίεστες ϱοές, ενώ για συµπιεστές ϑα υπολογιστεί και η πυκνότητα
ρ(x, y, z, t) όπως και τα πεδία των συνεκτικοτήτων, ν, νt. Καθώς ϑα χρησιµοποιηθούν µη
δοµηµένα πλέγµατα, γίνεται χϱήση µίας παραλλαγής της µεθόδου όπου όλες οι χωϱικές
διαστάσεις περιέχονται σε µία µόνο διάσταση (ανεξαϱτήτως του πλήϑους τους). Λόγω του
ότι το πλέγµα είναι µη δοµηµένο, δεν υπάρχει δοµή στους κόµβους ώστε να προσδιορισ-
τούν κατευθύνσεις x,y,z κλπ. ΄Ετσι, σε ένα διάνυσµα αποθηκεύονται τιµές που αντιστοιχούν
στους κόµβους µε τη σειϱά που αυτοί έχουν αριθµηθεί ανεξαϱτήτως του που ϐρίσκονται στο
χωϱίο. Σε ένα δοµηµένο πλέγµα, είναι εµφανές πως, λόγω της συγκεκριµένης τοπολογίας
του µποϱούν να οριστούν διευθύνσεις (γενικά καµπυλόγραµµες). ΄Ετσι, ϑα υπήρχε πληρο-
ϕορία για τους κόµβους "κατά άξονα x1" και "κατά άξονα x2" για ένα 2∆ πλέγµα. ∆ηλαδή
στη λογική της 3.1, για ένα χϱονικά µη µόνιµο πϱόϐληµα µε ϱητή εξάϱτηση από το χϱόνο,
ϑα ήταν:

u(υ, χ, y) ≈
M∑
µ=1

Tµ(t)Xµ(x)Y µ(y) (3.2)

Ωστόσο όπως ϕαίνεται και στο επεξηγηµατικό σχήµα 1.4 (για κεντροκοµβικές διατυπώσεις
των διακριτοποιηµένων εξισώσεων) στα µη δοµηµένα πλέγµατα, λόγω της έλλειψης δοµής
στη τοπολογία τους είναι αδύνατη η εύϱεση "ϐολικών" διευθύνσεων κατά την προηγούµενη
λογική, κοντά δηλαδή σε µία λογική συστήµατος συντεταγµένων.

΄Ετσι, αϕού είναι αδύνατη η γνώση της πληροφορίας ανά "ϕυσική" διεύϑυνση, όλη η πληρο-
ϕορία συγκεντρώνεται σε ένα µόνο διάνυσµα (πϱάγµα που ϑα µποϱούσε να γίνει και σε
ένα δοµηµένο πλέγµα) στο οποίο απλώς ακολουθείται η σειϱά αϱίϑµησης των κόµϐων όπως
προκύπτουν από το πρόγραµµα γένεσης του πλέγµατος. ΄Ετσι, είναι πιθανόν να µην υπάρχει
ϕυσική συσχέτιση µεταξύ της πληροφορίας που περιέχεται σε 2 διαδοχικούς κόµβους.
Η λύση τώϱα µε το PGD ϑα γράφεται:

u(x, y, t) ≈
M∑
µ=1

Sµ(xi) · Tµ(tn) (3.3)

όπου Sµ(xi) είναι µία γενική "χωϱική" ϐάση (Spatial) που ορίζεται µόνο για το διακριτοποιη-
µένο σύστηµα και έχει στοιχεία όσα οι κόµβοι του πλέγµατος. Η χϱονική ϐάση Tµk έχει τόσα
στοιχεία όσα το πλήϑος των χϱονικών στιγµών που επιλύονται οι εξισώσεις. ΄Ετσι, είναι εµ-
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ϕανές πως ανεξαϱτήτως της διάστασης του προβλήµατος η προσέγγιση γίνεται µε 2 ϐάσεις.
Η διδιάστατη προσέγγιση έχει το όφελος του ότι το PGD ϑα είναι πράγµατι ϐέλτιστο όπως
έχει αποδειχθεί για τις 2 διαστάσεις και για το SVD.[32]

3.1 Η µέϑοδος υπολογισµού του PGD µέσω σταθµισµένων υπ-

ολοίπων Galerkin

Τα σταθµισµένα υπόλοιπα Galerkin αποτελούν το µαθηµατικό ϑεµέλιο για την αριθµητική
επίλυση συνοριακών προβληµάτων Μ∆Ε. Υπενθυµίζεται η γενίκευση του εσωτεϱικού γινοµέ-
νου απο διανύσµατα σε συναρτήσεις που ανήκουν σε ένα χώϱο Ω.[19]
Αϱχικά ορίζεται το εσωτεϱικό γινόµενο στον Ω:

Οϱισµός 1 ΄Εστω η απεικόνιση 〈·, ·〉Ω : Ω× Ω→ R και a, b ∈ Ω τότε

〈a, b〉Ω =

∫
Ω

(a · b)dΩ (3.4)

όπου Ω ο χώϱος που ανήκει η λύση του προβλήµατος. Η απεικόνιση 〈·, ·〉 καλείται εσωτεϱικό
γινόµενο επί του Ω.
Για τη διατύπωση Galerkin απαιτείται η χϱήση µίας δοκιµαστικής/γενικευµένης συνάϱτησης
(κατανοµή) u∗ ∈ U ⊂ Ω.
΄Οσον αϕοϱά το πϱόϐληµα, αντί για ένα Πϱόϐληµα Συνοριακών Τιµών (µία Μ∆Ε µε συνο-
ϱιακές συνθήκες), στην πεϱίπτωση της συµπίεσης αναζητείται λύση στο απλό αλγεβρικό
πϱόϐληµα:

uPGD(x, t) = f(x, t) (3.5)

όπου f(x, t) είναι η λύση που υπολογίζεται από τον επιλύτη και uPGD(x, t) η ΠΧΤ µε το
PGD3.3 που είναι και το Ϲητούµενο. Χωϱίς ϐλάϐη της γενικότητας, οι διαστάσεις του προβ-
λήµατος ϑεωρούνται εξαρχής 2, δηλαδή πλέον η ϐάση S(x) δεν έχει άµεση ϕυσική σηµασία.
ΟϱίϹοντας το υπόλοιπο ως

R(x, t) = uPGD(x, t)− f(x, t) (3.6)

αναϹητείται η αποσύνθεση PGD ώστε R ≈ 0 και έτσι διατυπώνεται µε τη ϐοήθεια του
εσωτεϱικού γινοµένου της 3.4 η ασθενής διατύπωση του προβλήµατος:

〈R, u∗〉 = 0⇒
∫

Ω
u∗(uPGD − f)dΩ = 0⇒

∫
Ω
u∗(

M∑
µ=1

Sµ(x)Tµ(t)− f)dΩ = 0 (3.7)

Καϑώς τα εσωτεϱικά γινόµενα γενικεύουν την έννοια της πϱοϐολής, σε χώϱους εσωτεϱικού
γινοµένου, η 3.7 εκϕϱάϹει µία σχέση οϱϑογωνιότητας µεταξύ του υπολοίπου R και της
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δοκιµαστικής συνάϱτησης u∗ καϑώς το ένα έχει µηδενική πϱοϐολή στο άλλο. Η ιδέα του
Galerkin, εξ ου και η ονοµασία, ήταν η χϱήση των ϐάσεων που πϱοσεγγίϹουν τη λύση ως τη
δοκιµαστική συνάϱτηση. Γενικά, οι ϐάσεις ϑα πϱοσδιοϱιστούν από τη σχέση οϱϑογωνιότητας
του υπόλοιπου R µε κάϑε δοκιµαστική συνάϱτηση u∗:∫

X

∫
T
u∗(uPGD(x, t)− f(x, t))dxdt = 0 ∀u∗ ∈ U (3.8)

3.1.1 Αλγόϱιϑµος εναλλασσόµενων κατευϑύνσεων για τον υπολογισµό του

PGD

Η εξίσωση 3.7 είναι µη γϱαµµική οπότε για την επίλυσή της απαιτείται κάποια επαναληπτική
διαδικασία. Επιλέγεται η µέϑοδος των εναλλασσόµενων κατευϑύνσεων. Για τα παϱακάτω µε
p συµϐολίϹεται ο αϱιϑµός των εσωτεϱικών επαναλήψεων για τις εναλλασσόµενες κατευϑύνσεις
και όπως και παϱαπάνω µε m η ϐάση πϱος υπολογισµό. Η διαδικασία έχει ως εξής:

• Αϕού αϱχικοποιηϑούν οι ϐάσεις S1
i , T

1
0 οϱίϹεται για το ϐήµα p η πϱοσέγγιση της u µε

το PGD για τη m-oστή ϐάση:

ump = Smp T
m
p−1 +

m−1∑
µ=1

Sµp T
µ
p−1 (3.9)

όπου ϑεωϱείται γνωστή η ϐάση Tmp−1 από την πϱοηγούµενη (p− 1 ) επανάληψη. ΄Ετσι,
από την 3.9 και την 3.8 και λαµϐάνοντας για δοκιµαστική συνάϱτηση την
u∗ = Sm∗Tmp−1 παϱάγεται η αλγεϐϱική εξίσωση πϱοσδιοϱισµού του Sm(x):

∫
X

∫
T
Sm∗

Smp Tmp−1
2 + Tmp−1

m−1∑
µ=1

Sµp T
µ
p−1

 dxdt−
∫
X

∫
T
Sm∗Tmp−1fdxdt = 0⇒

∫
X
Sm∗

Smp αt +
m−1∑
µ=1

Sµp β
µ
t − γt

 dx = 0 ∀Sm∗ ∈ X (3.10)

όπου µε δείκτη t τα χϱονικά ολοκληϱώµατα:


αt =

∫
T
Tmp−1

2dt

βµt =

∫
T
Tmp−1T

µ
p−1dt

γt =

∫
T
Tmp−1fdt

(3.11)

• Στη συνέχεια, πϱέπει να ανανεωϑεί στο ϐήµα p η ϐάση Tmp . ΄Ετσι, ακολουϑείται όµοια
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διαδικασία µε παϱαπάνω, Μόνο που τώϱα η

ump = Smp T
m
p +

m−1∑
µ=1

Sµp T
µ
p (3.12)

αϕού πλέον η Smp είναι γνωστή. Ως δοκιµαστική συνάϱτηση λαµϐάνεται η
u∗ = Smp T

m∗. ΄Ετσι, η Tmp υπολογίϹεται από την:

∫
T
Tm∗

Tmp αx +

m−1∑
µ=1

Tµp β
µ
x − γx

 dx = 0 ∀Tm∗ ∈ T (3.13)

όπου µε δείκτη x τα πλέον χωϱικά ολοκληϱώµατα:


αx =

∫
X
Smp

2dX

βµx =

∫
X
Smp S

µ
p dX

γx =

∫
X
Smp fdX

(3.14)

• Ο τεϱµατισµός της διαδικασίας επέϱχεται όταν οι εσωτεϱικές επαναλήψεις ϕτάσουν
έναν πϱοδιαγεγϱαµµένο αϱιϑµό Pmax ή όταν οι ϐάσεις συγκλίνουν σύµϕωνα µε κάποιο
επιϑυµητό σϕάλµα:

√∫
X

(
Smp − Smp−1

)2
dQ ≤ ε (3.15)√∫

T

(
Tmp − Tmp−1

)2
dT ≤ ε (3.16)

Η παραπάνω διαδικασία συνοψίζεται στον αλγόριθµο:
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Algorithm 2 Αλγόϱιϑµος υπολογισµού iPGD

1: S1
i=1:nx = ui=1:nx,1

2: T 1
0 = 1, T 1

k=2:K = 0
3: while m ≤M do . Για όλες τις ϐάσεις
4: while p ≤ Pmax or Tmp , S

m
p unconverged do

5: . Smp is unknown, Tmp−1 is known
6: u∗ = Sm∗Tmp−1

7: ump = Smp T
m
p−1 +

m−1∑
µ=1

Sµp T
µ
p−1

8: update SMp from 3.10
9: . Tmp is unknown, Smp is known

10: u∗ = Smp T
m∗

11: ump = Smp T
m
p +

m−1∑
µ=1

Sµp T
µ
p

12: Update Tmp from 3.13
13: end while
14: end while

Ωστόσο, οι παραπάνω υπολογισµοί πϱέπει να γίνουν αϕού υπολογιστεί και αποθηκευτεί
στη µνήµη του υπολογιστή το εκάστοτε πεδίο f(x, t). Αυτό είναι αντιδιαµετρικά αντίθετο
µε το σκοπό της εργασίας αυτής, που είναι η µελέτη µεϑόδων εξοικονόµησης χώϱου κατά
την αποθήκευση της πληροφορίας. ΄Ετσι, απαιτείται µία άλλη µέϑοδος που ϑα µποϱεί να
πραγµατοποιήσει τον υπολογισµό του PGD ταυτοχρόνως µε τον υπολογισµό του πεδίου από
τον επιλύτη.

3.2 Σταδιακός Ιδιο-Γενικευµένος ∆ιαχωϱισµός

Στη συνέχεια, παρουσιάζεται η µέϑοδος που αναπτύχθηκε στη ΜΠΥΡ &Β [34][16][21], για
το σταδιακό υπολογισµό της διαχωρισµένης αναπαράστασης, ο σταδιακός ιδιο-Γενικευµένος
∆ιαχωρισµός (incremental Proper Generalized Decomposition). Η παϱουσίαση ϑα γίνει
µέσα από ένα µονοδιάστατο χϱονικά µη-µόνιµο παϱάδειγµα, µε µία συνάϱτηση U(x, t). Σε
αντίθεση µε το προηγούµενο κεφάλαιο, εδώ ϑα γίνεται αναϕοϱά στα διακριτά ανάλογα των
παραπάνω σχέσεων, ϐάσει των οποίων δηµιουϱγήϑηκε η µέϑοδος.

Αυτό σηµαίνει πως πλέον οι ολοκληρώσεις γίνονται αθροίσµατα και οι πλέον διακριτοποιη-
µένες ϐάσεις ϑα χαρακτηρίζονται από τους δείκτες µ (για την αϱίϑµησή τους), i για τη
χωϱική διακριτοποίηση στις χωϱικές ϐάσεις και k για τη χϱονική διακριτοποίηση στις δι-
ακριτοποιηµένες χϱονικές ϐάσεις. ΄Ετσι, οι ϐάσεις γράφονται Sµ(x) → Sµi και Tµ(t) → Tµk
ενώ U(x, t)→ Uik.
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Παϱακάτω περιγράφεται µε ποιό τϱόπο επιτυγχάνεται ο σταδιακός υπολογισµός των ϐάσεων
ταυτόχϱονα µε την επίλυση των εξισώσεων.

• Αϱχικοποίηση ϐάσεων
Πϱώτο σηµαντικό ϐήµα είναι η αϱχικοποίηση των ϐάσεων µε τϱόπο ώστε στο πϱώτο
χϱονικό ϐήµα το iPGD να ταυτίϹεται µε το πϱος συµπίεση στιγµιότυπο του πεδίου.
Η ϐάση Tµk αϱχικοποιείται ως εξής:

T 1
k =

{
1, for k = 0

0, for k 6= 0
(3.17)

ενώ η χωϱική ϐάση:

S1
i = ui1 (3.18)

• όπως ϕαίνεται και στο επεξηγηµατικό διάγϱαµµα ϱοής 3.1, η επίλυση γίνεται σε k
ϐήµατα. Στο χϱονικό ϐήµα K + 1 (όπου K είναι το τϱέχον ϐήµα) είναι γνωστές και οι
Μ ϐάσεις T̃µk , X̃

µ
i που ως τώϱα αναπαϱιστούν το πεδίο µέχϱι τη στιγµή K. Οι ϐάσεις

αυτές πϱέπει να ανανεωϑούν, ώστε να ενσωµατώσουν το νέο στιγµιότυπο της λύσης που
υπολογίστηκε µόλις, στο χϱονικό ϐήµα k+1. Σε παϱόµοια λογική µε την πϱοηγούµενη
µέϑοδο, έτσι και εδώ οϱίϹεται για το ϐήµα K + 1 το τετϱαγωνικό σϕάλµα µεταξύ της
πϱοσέγγισης PGD και του πϱος συµπίεση πεδίου U

E =
1

2

nx∑
i=1

K+1∑
k=1

 M∑
µ=1

Xµ
i T

µ
k − Ui,k

2

(3.19)

Το σϕάλµα εξαρτάται από όλο το πεδίο Ui,k, που σηµαίνει ότι για τον υπολογισµό
του ϑα ήταν απαϱαίτητη η αποθήκευση όλου του Ui,k. Για να µην συµβεί αυτό, το
σϕάλµα επαναδιατυπώνεται ώστε πλέον να χρησιµοποιείται µόνο το τελευταίο στιγµιό-
τυπο Ui,K+1 της λύσης και το υπόλοιπο πεδίο να αναπαρίσταται από την ήδη υπολο-
γισµένη προσέγγιση

∑M
µ=1 X̃

µ
i T̃

µ
k :

E =
1

2

nx∑
i=1

 m∑
µ=1

Xµ
i T

µ
K+1 − Ui,K+1

2

︸ ︷︷ ︸
εξάϱτηση από το µόλις υπολογισµένο στιγµιότυπο

+
w

2

K∑
k=1

nx∑
i=1

 m∑
µ=1

Xµ
i T

µ
k −

M∑
µ=1

X̃µ
i T̃

µ
k

2

︸ ︷︷ ︸
σταϑµισµένη εξάϱτηση από την ήδη υπολογισµένη πϱοσέγγιση

(3.20)

Η παϱάµετϱος w ελέγχει τη συµµετοχή του ήδη υπολογισµένου πεδίου στη διαµόρ-
ϕωση των ϐάσεων. ΄Οσο το w → 0 οι νέες ϐάσεις ϑα ελαχιστοποιούν µόνο το πϱώτο
κοµµάτι και άϱα το αποτέλεσµα ϑα µοιάϹει περισσότερο µε το στιγµιότυπο Ui,K+1 και
ϑα απέχει πολύ από τα προηγούµενα στιγµιότυπα, πϱάγµα ανεπιθύµητο. Αϕού το
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iPGD είναι σταδιακό, πϱέπει σε κάϑε ϐήµα κάϑε µία από τις ϐάσεις να ελαχιστοποιεί
εκ νέου το σϕάλµα 3.20 µε E = E(Xm

i , T
m
k , T

m
K+1) το οποίο είναι συνάϱτηση των

m άγνωστων χωϱικών ϐάσεων Xm
i , των m άγνωστων χϱονικών ϐάσεων Tmk και της

τελευτάιας τιµής των χϱονικών ϐάσεων για το ϐήµα K + 1, TmK+1 . ΄Ετσι, πϱοκύπτει
αρκετά ϕυσικά ο τϱόπος υπολογισµού των ϐάσεων. Είναι εκείνες που µηδενίζουν τη
κλίση του σφάλµατος ως πϱος τις άγνωστες ποσότητες:

∇E(Xm
i , T

m
k , T

m
K+1) = 0 (3.21)

άϱα σε κάϑε ϐήµα πϱέπει να υπολογιστούν οι ϐάσεις Xm
i , T

m
k , T

m
K+1 από τις εξισώσεις:

∂E

∂Xm
k

= 0 (3.22)

∂E

∂Tmk
= 0 (3.23)

∂E

∂TmK+1

= 0 (3.24)

Εκτελώντας τις πϱάξεις και αναδιατάσσοντας τα αϑϱοίσµατα για λόγους ταχύτεϱου
υπολογισµού όπως δείχνεται αναλυτικά σε πϱοηγούµενη διπλωµατική εϱγασία [21]:

Xm
i =

Ui,K+1T
m
K+1 + w

M∑
µ=1

[
X̃µ
i

K∑
k=1

T̃µk T
m
k

]
−
m−1∑
µ=1

Xµ
i

[
TµK+1T

m
K+1 +

K∑
k=1

Tµk T
m
k

]
(TmK+1)2 + w

K∑
k=1

(Tmk )2

(3.25)

Tmk =

M∑
µ=1

[
T̃µk

nx∑
i=1

X̃µ
i X

m
i

]
−
m−1∑
µ=1

[
Tµk

nx∑
i=1

Xµ
i X

m
i

]
nx∑
i=1

(Xm
i )2

(3.26)

TmK+1 =

nx∑
i=1

Ui,K+1X
m
i −

m−1∑
µ=1

[
TµK+1

nx∑
i=1

X̃µ
i X

m
i

]
nx∑
i=1

(Xm
i )2

(3.27)

• Αϕού υπολογιστούν, µε την παραπάνω σειϱά που εµφανίζονται, εφαρµόζεται η επαναλη-
πτική διαδικασία εναλλασσόµενων κατευθύνσεων που περιγράφτηκε για τη σύγκλιση
των ϐάσεων στα επιθυµητά όϱια. Ως κϱιτήϱιο τερµατισµού τίθεται στη ϐάση m, το
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τετραγωνικό σϕάλµα µεταξύ δύο διαδοχικών υπολογισµών να είναι µικϱότεϱο ενός
κατωϕλίου:

√√√√√ L∫
0

(X(x)mp −X(x)mp−1)2dx ≈

√√√√Nx∑
i=1

(
Xm
i,p −Xm

i,p−1

)2
≤ ε (3.28)

√√√√√ T∫
0

(T (t)mp − T (t)mp−1)2dt ≈

√√√√K+1∑
k=1

(
Tmk,p − Tmk,p−1

)2
≤ ε (3.29)

όπου p ο δείκτης της εσωτεϱικής επαναληπτικής διαδικασίας που γίνεται για κάϑε ϐάση m.
Εκτελώντας τη διαδικασία αυτή γιαm = 1 : M ολοκληρώνεται ο υπολογισµός της λύσης στη
διαχωρισµένη µοϱϕή 3.4. Σε διάγραµµα ϱοής, ο αλγόριθµoς έχει ως εξής:
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απο επιλύτη

ui,k+1

Ανασχηματισμός σε 1Δ δομή

Αρχικοποίηση βάσεων

S1
i = ui,0, T

1
0 = 1

if k=1

true

false

if m6M

true

· m = m+ 1

· calc Sm,pi , Tm,pk , Tm,pk+1

if p ≤ Pmax

or errors & errort ≥ ε

true

false

false

·p = p+ 1

Update Smi , T
m
k

·k = k + 1

επιλύτης

οριστικοποίηση

βάσεων για το βήμα

k+1

Διαδικασία Βηματικής Ανανέωσης PGD

Σχήµα 3.1: ∆ιάγϱαµµα ϱοής αλγοϱίϑµου i-PGD για τη σταδιακή συµπίεση πεδίου u
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3.2.1 iPGD µε διαµέϱιση του διαστήµατος χϱονικής ολοκλήϱωσης

Καϑώς ο χϱόνος υπολογισµού των ϐάσεων στο συµβατικό iPGD όπως περιγράφτηκε στο
κεφάλαιο 3.2 αυξάνεται σηµαντικά για ένα µεγάλο πλήϑος ϐάσεων, πϱοτάϑηκε[16] µία παρ-
αλλαγή του αλγορίθµου, που χωϱίϹει το διάστηµα ολοκλήρωσης των εξισώσεων στο χϱόνο,
σε υποδιαστήµατα τi, στα οποία υπολογίζονται διαϕοϱετικές ϐάσεις, Xµi , Tµi , µi ∈ [1,Mi].
Με Mi συµβολίζεται το πλήϑος των ϐάσεων σε κάϑε υποδιάστηµα του συνολικού χρόνου και
µε L το πλήϑος χϱονικών παραθύρων (time windows) που οϱίϹει ο χϱήστης. Τα τi είναι
διαµερίσεις του T .

Τα σύνολα τi περιέχουν τους ακεραίους που αριθµούν τα ϐήµατα της ολοκλήρωσης των
εξισώσεων που το κάϑε σύνολο Mi ϐάσεων αναλαµβάνει να προσεγγίσει. Με το τϱόπο αυτό,
ϐελτιώνεται ένα εγγενές πϱόϐληµα του iPGD, πως το πλήϑος ϐάσεων για την ποιοτική
αναπαράσταση του πεδίου, αυξάνεται όσο αυξάνεται και το πλήϑος των χϱονικών στιγµών
που απαιτείται να αποθηκευτούν σε συµπιεσµένη µοϱϕή [16],[21]. Εξαιτίας της ϐηµατικής
κατασκευής της µεθόδου κάϑε νέα χϱονική στιγµή που πϱέπει να συµπιεστεί, "αλλοιώνει"
την προσέγγιση των προηγουµένων καθώς πϱέπει να ελαχιστοποιηθεί ένα νέο σϕάλµα που
περιέχει και την "απόσταση" της ως τώϱα προσέγγισης από το νέο στιγµιότυπο.

Το εάν τα σύνολα τi είναι ή δεν είναι ισοπληθή, είναι µία ακόµα παϱάµετϱος που χϱήϹει
διεϱεύνησης για την ποιότητα της αναπαράστασης, καθώς ϑα ήταν επιθυµητό, ο συνολικός
χϱόνος να χωρισθεί σε υποδιαστήµατα στο κάϑε ένα εκ των οποίων η λύση να εµφανίζει
παρεµφερή δυναµική (ώστε κάϑε νέο στιγµιότυπο να µην αλλοιώνει σηµαντικά την ως τότε
υπολογισµένη προσέγγιση). Για k ∈ τi, οιMi ϐάσεις έχουν διαστάσειςXµi ∈ Rm, Tµi ∈ Rq.
Ο ακέϱαιος q = N

L είναι ένας διαιρέτης του N όπως και το L, στην περίπωση που τα τi
είναι ισοπληθή, δηλαδή όταν το συνολικό χϱονικό διάστηµα χωρίζεται σε ίσα υποδιαστή-
µατα. Σε πεϱίπτωση µη ισοπληθών χϱονικών υποδιαστηµάτων, οι χϱονικές ϐάσεις σε κάϑε
παϱάϑυϱο, ϑα είχαν µήκος όσο και το πλήϑος των στιγµών που αναλαµβάνουν να προσεγ-
γίσουν στο εκάστοτε χϱονικό υποδιάστηµα. Στην πεϱίπτωση που τα χϱονικά ϐήµατα που
πϱέπει να συµπιεστούν είναι περιττός αριθµός και δεν διαιρούνται από το πλήϑος παρα-
ϑύρων L που επιλέχϑηκε, χρησιµοποιούνται q = N−1

L παϱάϑυϱα και οι υπόλοιπες χϱονικές
στιγµές συµπιέζονται ως το τελευταίο χϱονικό παϱάϑυϱο από M επιπλέον ϐάσεις.

Φυσικά το πλήϑος των L ϕράσσεται από τα άνω από το N . ΄Εαν επιλεχθούν L = N τότε κάϑε
στιγµιότυπο της λύσης αναπαρίσταται απόMi ϐάσεις, ξοδεύοντας έτσι περισσότερο χώϱο απ’
ότι αν αποθηκευόταν ολόκληϱη η χρονοσειρά του πεδίου.

∑
i=1(Mi · L(m + 1)) ≥ m · N .

΄Ετσι, είναι εφικτός ο υπολογισµός του CR µε έναν "a priori" τϱόπο, όπως έγινε και για τις
προηγούµενες µεθόδους συµπίεσης, ώστε να γίνουν κάποιες αρχικές εκτιµήσεις τουM . Κατ’
αρχάς, ϑα γίνει η υπόθεση πως κάϑε χϱονικό υποδιάστηµα αναπαρίσταται από ίδιο συνολικό
αριθµό ϐάσεων, M . Για λόγους συντοµίας ϑα συµβολίζεται κάϑε παραλλαγή του iPGD ως
iPGD(M,L). Το συµβατικό iPGD συµβολίζεται ως iPGD(M, 1) ενώ αν ο χϱόνος χωριστεί
σε L "παϱάϑυϱα", ως iPGD(M,L).

CRL =
m ·N

L ·ML(m+ q)
, CRL=1 =

m ·N
M(m+N)

(3.30)
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Είναι σαϕές ωστόσο, πως η συγκεκριµένη προσέγγιση έχει ορισµένους περιορισµούς όσον
αϕοϱά τα όϱια στα οποία είναι αποδοτικότεϱη από το συµβατικό iPGD. Αυτά καθορίζον-
ται από το πλήϑος των χϱονικών παραθύρων L και το πλήϑος ϐάσεων που επιλέγονται να
αναπαραστήσουν κάϑε ένα L. Το συµβατικό iPGD συµβολίζεται ως iPGD(M, 1) µε M
ϐάσεις και iPGD(ML, L) για την παραλλαγή µε ML ϐάσεις για κάϑε ένα από τα L χϱονικά
παϱάϑυϱα. ΄Ετσι, µποϱεί να υπολογιστεί το κλάσµα των λόγων συµπίεσης µεταξύ των παρ-
αλλαγών:

CRL
CRL=1

> 1⇒
m·N

L·ML(m+q)

m·N
M(m+N)

⇒ M(m+N)

ML · (Lm+N)
> 1

BR= M
ML======⇒ BR

m+N

Lm+N
> 1⇒

L < BR
m+N

m
− N

m
⇒ L < BR+

N

m
(BR− 1) (3.31)

Στις περιπτώσεις που παρουσιάζονται σε αυτήν την εργασία, ισχύει m >> N και έτσι για τη
σύγκριση αϱκεί ο περιορισµός L < BR. Συνεπώς για δεδοµένο M , µποϱεί να επιλεγεί L
και ML τέτοια ώστε να επιτυγχάνεται και µεγαλύτερος λόγος συµπίεσης, αλλά και σηµαν-
τικά χαµηλότερος υπολογιστικός χϱόνος. Ωστόσο, ο περιορισµός να χωριστεί το χϱονικό
διάστηµα σε ισοπληθή υποδιαστήµατα χϱονικών στιγµών και άϱα το L να είναι διαιρέτης του
N , περιορίζει σηµαντικά το L µε αποτέλεσµα η ποιότητα του αποσυµπιεσµένου πεδίου να
είναι αµφίβολη. Είναι κατανοητό, πως αν το L είναι αρκετά µικϱό για να ισχύει ο περιορισ-
µός L < BR τότε λίγες (σχετικά µε τις M ) ϐάσεις προσεγγίζουν ένα σχετικά µεγάλο πλήϑος
χϱονικών στιγµών µε προφανείς συνέπειες στην ποιότητα του αποτελέσµατος. (Μικϱό πλήϑος
παραθύρων συνεπάγεται πολλές χϱονικές στιγµές σε κάϑε παϱάϑυϱο). ΄Ετσι, είναι πιθανό η
εκδοχή µε τα χϱονικά παϱάϑυϱα να έχει χειϱότεϱο λόγο συµπίεσης από το συµβατικό iPGD,
έχοντας ωστόσο, σηµαντικά µειωµένο χϱόνο εκτέλεσης.
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Κεϕάλαιο 4

Συµπίεση χϱονικά µη-µόνιµων

πεδίων ϱοής στην αεϱοδυναµική

Για να πιστοποιηθεί η ικανότητα των µεϑόδων συµπίεσης να προσεγγίζουν τα πεδία, που
απαιτείται να αποθηκευθούν, είναι απαϱαίτητη η εφαρµογή τους σε διαφορετικά προβλή-
µατα. Ως τέτοια επιλέγονται τϱία προβλήµατα µε όµοια χαρακτηριστικά, τα οποία αϕού
επιλυθούν, ϑα συµπιεστούν και αποσυµπιεστούν και µε τις 2 µεθόδους (iSVD,iPGD) ώστε
να διαπιστωθεί εάν αυτές παράγουν ποιοτικές προσεγγίσεις των πραγµατικών λύσεων και µε
ποιό τϱόπο επηρεάζουν την ποιότητα του αποτελέσµατος της ϐελτιστοποίησης. Τα προβλή-
µατα που ϑα µελετηϑούν είναι η 1∆ συνεκτική εξίσωση Burgers, οι εξισώσεις Euler γύϱω από
µεµονωµένη αεροτοµή και οι εξισώσεις Navier-Stokes σε 2∆ πτερύγωση διηχητικού συµπι-
εστή.

Για την ποσοτικοποίηση της ποιότητας της συµπίεσης επιστρατεύονται ορισµένες µετϱικές
ποσότητες.

• Peak Signal to Noise Ratio (PSNR) [dB]

Q = 10log
(φmax − φ′max)2

1
N

N∑
i

(φi − φ′i)2

(4.1)

Υψηλό Peak Signal to Noise Ratio σηµαίνει πως το σϕάλµα που επάγει ο αλγόϱιϑµος
συµπίεσης στο αϱχικό σήµα είναι χαµηλό, καϑώς το τετϱαγωνικό L2 σϕάλµα που
ϐϱίσκεται στο παϱονοµαστή είναι επίσης µικϱό.

• ε, το απόλυτο και κανονικοποιηµένο L2 σϕάλµα:

ε =
‖φ− φ′‖
‖φ‖

(4.2)
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Για τη ποσοτικοποίηση του µεγέϑους της συµπίεσης των ϱοϊκών πεδίων, όπου φ είναι
το αϱχικό σήµα που πϱοκύπτει από την πλήϱη αποϑήκευση και φ′ είναι αυτό που έχει
πϱοκύψει από την αποσυµπιεσµένη χϱονοσειϱά,

• οϱίϹεται ο λόγος συµπίεσης ως:

CR =
Full Storage Size

Compressed Storage Size
(4.3)

• και για την ποσοτικοποίηση της επιβάρυνσης σε υπολογιστικό χϱόνο, ορίζεται η αδιάσ-
τατη ποσότητα:

TCPU =
Simulation T ime with Compression

Simulation T ime without Compression
(4.4)

Για την υπόλοιπη εϱγασία, µε iPGD(M, 1) ϑα συµϐολίϹεται η συµϐατική µέϑοδος iPGD µε
ένα χϱονικό παϱάϑυϱο καιM ϐάσεις, ενώ µε iPGD(M,L) η εκδοχή µε L παϱάϑυϱα καιM
ϐάσεις ανά παϱάϑυϱο. Το iSV D τάξης k ϑα είναι iSV D(k). Τέλος, όσον αϕοϱά τα PSNR,
εάν αυτά αϕοϱούν το iPGD(M,L) ϑα αναγϱάϕονται PSNRM,L. Σε κάϑε άλλη πεϱίπτωση
ϑα είναι PSNRk.

4.1 Συµπίεση λύσεων της 1∆ συνεκτικής εξίσωσης Burgers

Η πϱώτη εξίσωση που ϑα µελετηϑεί είναι µία τϱοποποιηµένη εξίσωση Burgers µε έναν όϱο
διέγεϱσης της µοϱϕής u(x, t)z(x). ΄Ετσι το σύστηµα πεϱιγϱάϕεται από τη µη-µόνιµη 1∆
συνεκτική εξίσωση Burgers,

∂u(x, t)

∂t
+ u(x, t)

∂u(x, t)

∂x
− ν ∂

2u(x, t)

∂x2
− u(x, t)z(x) = 0 (4.5)

µε τις οϱιακές/αϱχικές συνϑήκες:


u(x, 0) = u0(x) = 2

3 − x
u(0, t) = 2

3

u(L, t) = −1
3

(4.6)

και έναν έλεγχο της µορφής u(x, t)z(x). Πεϱαιτέϱω πληροφορίες για την επίλυση της 4.5
δίνονται στο κεφάλαιο 5.1.2.

Θα παρουσιαστούν αποτελέσµατα που αϕοϱούν τη λύση της εξίσωσης Burgers µε µία είσοδο
z(x), ενώ σε επόµενο κεφάλαιο, ϑα υπολογιστούν οι απαϱαίτητες µεταϐολές της z(x) ώστε
µετά από τον προκαθορισµένο χϱόνο T = 2 η λύση της 4.5 να έχει µία επιθυµητή µοϱϕή.
Αρχικά, διερευνάται η αποδοτικότητα της συµπίεσης µε iSV D και iPGD του πεδίου που
πϱοκύπτει από την επίλυση της 4.5 µε τις αρχικές και οριακές συνθήκες που περιγρά-
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ϕονται, στο χωϱίο Ω = [0, L = 1] × [0, T = 2s] για χϱονικό ϐήµα δt = 10−3s, και χωϱικό
ϐήµα δx = 10−2 άϱα µε nx = 100, nt = 2000.

(a) 1-∆ πεδίο πϱος συµπίεση (b) ΠΧΤ iSVD, µε τάξη αποκοπής k = 6

Σχήµα 4.1: Συµπίεση 1∆ χϱονικά µη µόνιµου πεδίου µε το iSVD

Στο σχήµα 4.1, έχουν χρησιµοποιηθεί οι 6 πϱώτες ιδιάζουσες τιµές για την προσέγγιση του Υ
που είναι ο πίνακας δεδοµένων ολόκληϱης της προσοµοίωσης, µε την iSV D. Παρατηρείται
µία εµφανής αλλοίωση της λύσης στην πϱώτη περιοχή προτού δηµιουργηθεί η ασυνέχεια.
Ωστόσο, αυξάνοντας το πλήϑος των ιδιάζουσων τιµών που χρησιµοποιούνται στη διάσπαση
του πίνακα, η αλλοίωση εξαφανίζεται (σχήµα 4.2(b)). Καθώς η συµπίεση εκτελείται ταυτόχϱονα

(a) 1-∆ πεδίο πϱος συµπίεση (b) ΠΧΤ iSVD, τάξη αποκοπής k = 10

Σχήµα 4.2: Συµπίεση 1∆ χϱονικά µη µόνιµου πεδίου µε το iSVD

µε την επίλυση της ∆Ε, ο χϱόνος που απαιτεί υπολογίζεται ως ποσοστό επί του χρόνου της
προσοµοίωσης. Η προσοµοίωση µε τα 2000 χϱονικά ϐήµατα έχει κόστος 1.6s. Η συµπίεση
του πεδίου είτε µε 6 είτε µε 10 ιδιάζουσες τιµές (iSV D) δεν επηϱέασε σχεδόν καθόλου το
χϱόνο επίλυσης.

Στη συνέχεια, η προσέγγιση γίνεται µε τη µέϑοδο iPGD µε 6 ϐάσεις (Σχήµα 4.3(b)). Στην
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πεϱίπτωση του iPGD(6, 1) δεν παρατηρείται η αλλοίωση που παϱατηϱήϑηκε µε το iSV D(6)
( σχήµα 4.1). Συνεπώς η µέϑοδος iPGD(M, 1), για το συγκεκριµένο πεδίο και ίδιο αρι-
ϑµό ϐάσεων/ιδιαϹουσών τιµών, δείχνει να αποδίδει καλύτεϱα. Ο λόγος που επιλέγεται ίδιο,
µεταξύ τους, πλήϑος ϐάσεων/ιδιαϹουσών τιµών σε κάϑε παϱάδειγµα, είναι πως κάϑε όϱος
από τους M/k στην εκάστοτε παϱαγοντοποίηση αντιστοιχεί σε διαφορετικό χαρακτηριστικό
του πεδίου και έτσι ελέγχει την ακϱίϐεια της ΠΧΤ όπως ϑα ϕανεί αναλυτικά στην ενότητα 4.4.
Συνεπώς ϑεωρήθηκε σκόπιµο να είναι ίδιοι για να ϕανεί πως κατανέµεται η πληροφορία που
περιέχει η τελική ΠΧΤ, σε κάϑε όϱο του αναπτύγµατος ανάλογα µε τη µέϑοδο. Αυξάνοντας

(a) 1-∆ πεδίο πϱος συµπίεση (b) ΠΧΤ iPGD, µε 6 ϐάσεις

Σχήµα 4.3: Συµπίεση 1∆ χϱονικά µη µόνιµου πεδίου µε το iPGD

τον αριθµό των ϐάσεων σε 10 για την προσέγγιση του πεδίου µε iPGD παρατηρείται σηµαν-
τική ϐελτίωση στην ποιότητα της συµπίεσης.
Το αποτέλεσµα 4.4(b) είναι εποπτικά πανοµοιότυπο τόσο µε την ασυµπίεστη χρονοσειρά,

(a) 1-∆ πεδίο πϱος συµπίεση (b) ΠΧΤ iPGD, µε 10 ϐάσεις

Σχήµα 4.4: Συµπίεση 1∆ χϱονικά µη µόνιµου πεδίου µε το iPGD

όσο και µε αυτή που πϱοέκυψε από τις 6 ϐάσεις iPGD 4.3(b). Από την πϱώτη εποπτική
σύγκριση, η µόνη πεϱίπτωση µε παϱατηϱήσιµη αλλοίωση εξαιτίας της συµπίεσης είναι η
iSV D(6). Ωστόσο, για να είναι δυνατή η ακϱιϐέστεϱη σύγκριση των µεϑόδων, υπολογίζονται
οι µετϱικές που παϱουσιάστηκαν στην εισαγωγή του κεφαλαίου.
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Αϱχικά παρουσιάζονται το PSNR και το ε για τη συµπίεση µε την iPGD(6, 1), iPGD(10, 1)
συγκριτικά µε αυτά της iSV D(6), iSV D(10).

6 10
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iSVD(k)
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)
Σχήµα 4.5: Μετϱικές ποιότητας ΠΧΤ της λύσης της εξίσωσης Burgers

Παϱατηϱείται πως ήδη από τις 6 ϐάσεις η ποιότητα της συµπίεσης µε το iPGD είναι ανώτεϱη
από αυτή του iSV D (όπως ϕάνηκε και εποπτικά), µε ένα PSNRM=6 = 66, ήδη µεγαλύτεϱο
από το καλύτεϱο που παϱουσίασε η iSVD µε PSNRk=10 = 62. Προφανώς, ίδια τάση εµ-
ϕανίζουν και τα απόλυτα L2 σφάλµατα. ΑξίϹει να σηµειωθεί πως η τάξη και των 2 σϕαλµάτων
ε µε το iPGD, ακόµα και µε τις 6 ϐάσεις, είναι 0.1%, µία πολύ καλή επίδοση.

Το iPGD ωστόσο, παϱά την αυξηµένη ποιότητά του, είχε αρκετά υψηλό υπολογιστικό κόσ-
τος σε χϱόνο ο οποίος µετϱήϑηκε σε πολλαπλάσια του αρχικού κόστους προσοµοίωσης, µε
µονάδα µέτϱησης την αδιάστατη σταθερά TCPU όπως οϱίστηκε.

iPGD 6 bases 10 bases
CPU time (real) 131 TCPU (3m55s) 165 TCPU (4m40s)

Πίνακας 4.1: Χϱόνοι συµπίεσης και εγγϱαϕής στο δίσκο για το iPGD

Μεταξύ των δύο µεϑόδων iSV D(k), iPGD(M, 1), δεν υπάρχει σηµαντική διαφορά στους
λόγους συµπίεσης (σχήµα 4.6) καθώς για το δεδοµένο πλήϑος nx = 100, nt = 2000 ισχύει
nx + nt + 1 u nx + nt. ΄Αϱα (αϕού χρησιµοποιούνται ίδια M,k):

Καϑώς η συγκεκριµένη πεϱίπτωση (επίλυση της εξίσωσης Burgers) είναι αρκετά οικονοµική
υπολογιστικά (γιαυτό και επιλέχϑηκε), ϑα χρησιµοποιηθεί για να απαντηθούν 2 ερωτήµατα
που εγείϱονται από τα παραπάνω συµπεράσµατα:

• είναι δυνατόν να πετύχουµε τα PSNR και ε του iPGD(10, 1) αυξάνοντας τις ιδιάϹουσες
τιµές της iSVD, γλιτώνοντας έτσι τον µεγάλο χϱόνο υπολογισµού και

• πώς αποδίδει η εκδοχή του iPGD µε χϱονικά παϱάϑυϱα; Με πόσο συµϐιϐασµό στο
λόγο συµπίεσης, ϑα πλησιάσει το iPGD(M,L) το iPGD(10,1);

Εκκινώντας από το πϱώτο εϱώτηµα σχετικά µε το iSV D, αυξάνονται οι ιδιάζουσες τιµές σε
15. Στην πεϱίπτωση αυτή παρατηρείται η πϱώτη αύξηση σε υπολογιστικό κόστος λόγω της
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Σχήµα 4.6: Λόγος συµπίεσης µε iPGD(M, 1), iSV D(k)
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Σχήµα 4.7: Κόστος και λόγος συµπίεσης µε iSVD σε επιλύσεις της εξίσωσης Burgers
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Σχήµα 4.8: Μετϱικές ποιότητας ΠΧΤ µε iSV D της λύσης της εξίσωσης Burgers

΄Οπως ϕαίνεται στο διάγραµµα 4.8, η ακϱίϐεια της προσέγγισης του iSVD ϕτάνει αυτή του
iPGD µε τάξη αποκοπής k = 60. Παϱά το µικϱό υπολογιστικό κόστος TiSV D(k>20) < 5TCPU
ενώ το iPGD(10, 1) κόστισε 165TCPU , η αύξηση του k κρίνεται µη συµφέρουσα καθώς ο
λόγος συµπίεσης έπεσε στο mn

k(m+n+1) u 1.59 αντί για το CR10 = 9.52 του iPGD(10, 1).

Στο σηµείο αυτό αποµένει η διεϱεύνηση της ποιότητας της συµπίεσης µε την παραλλαγή του
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αλγορίθµου iPGD µε χϱονικά παϱάϑυϱα. Υπενθυµίζεται πως µε iPGD(M,L) συµβολίζεται
η συµπίεση µε iPGD µε M ϐάσεις σε κάϑε ένα από τα L ισοπληθή χϱονικά παϱάϑυϱα.
Υλοποιείται η συµπίεση της χρονοσειράς µε 3 και 5 ϐάσεις ανά χϱονικό παϱάϑυϱο. Τα
παϱάϑυϱα είναι L ∈ {2, 4, 5, 8}.

(a) ΠΧΤ iPGD(3, 5) 3 ϐάσεις και 5 χϱονικά
παϱάϑυϱα

(b) ΠΧΤ iPGD(3, 8), µε 3 ϐάσεις και 8 χϱονικά
παϱάϑυϱα

Σχήµα 4.9: Συµπίεση 1∆ χϱονικά µη µόνιµου πεδίου µε το iPGD

Στις τϱείς ϐάσεις, τα σύνοϱα των χϱονικών παραθύρων είναι εµφανή (σχήµα 4.9(a)), καθώς
όπως ϕαίνεται οι τϱείς ϐάσεις δεν επαϱκούν για την προσέγγιση των επιµέϱους τµηµάτων της
λύσης που πϱέπει να συµπιεστεί, ακόµα και στην πεϱίπτωση του L = 8 (σχήµα 4.9(b)).

Αυξάνοντας τις ϐάσεις σε 5 (σχήµα 4.10), µε τα ίδια χϱονικά παϱάϑυϱα, οι τεχνητές ασυνέχειες
µεταξύ των παραθύρων εξαφανίζονται, ενώ ο λόγος συµπίεσης µειώνεται κατά πεϱίπου 10
µονάδες, από CR ≈ 30 σε CR ≈ 20. Ο χϱόνος εκτέλεσης µειώϑηκε σηµαντικά συγκριτικά
µε τους χρόνους εκτέλεσης για L = 1(Σχήµα 4.11). Από το σχήµα 4.12 γίνεται εµφανές πως
η παραθυρική στο χϱόνο εκδοχή του iPGD διατηϱεί την ακϱίϐεια που έχει η µη-παϱαϑυϱική
εκδοχή του αλγορίθµου (PSNR > 70dB) για 10 ϐάσεις (που είναι η καλύτεϱη δυνατή
πεϱίπτωση από όσες εξετάστηκαν για L = 1).

ΑξίϹει να σηµειωθεί πως µε την οϱϑή επιλογή πλήϑους ϐάσεων ανά χϱονικό παϱάϑυϱο,
η ποιότητα της ΠΧΤ αυξάνεται ενώ ο χϱόνος υπολογισµού µειώνεται. Το PSNR5,5 =
66 είναι πεϱίπου κατά 10dB υψηλότερο από το PSNR3,8 = 57 που πϱοκύπτει από τα
8 χϱονικά παϱάϑυϱα προσεγγισµένα από 3 ϐάσεις έκαστο, ενώ τo CR µειώνεται κατά
σχεδόν 10 µονάδες (CR5,5 = 14), το οποίο είναι ανεκτό για τη σηµαντική αύξηση της
ποιότητας της προσέγγισης. ∆ηλαδή η οϱϑή κατανοµή πεϱίπου ίδου αριθµού ϐάσεων
(3 × 8 = 24, 5 × 5 = 25) σε κάϑε χϱονικό παϱάϑυϱο µποϱεί να επιϕέϱει σηµαντικές αλ-
λαγές στην ποιότητα του αποτελέσµατος. Τέλος, οι χϱόνοι εκτέλεσης των δύο παραπάνω
παραλλαγών iPGD(5, 5), iPGD(5, 8) είναι πεϱίπου ίδιοι (≈ 2.5TCPU ). Για την πεϱίπτωση
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(a) ΠΧΤ iPGD(5, 5) 5 ϐάσεις και 5 χϱονικά
παϱάϑυϱα

(b) ΠΧΤ iPGD(5, 8), µε 5 ϐάσεις και 8 χϱονικά
παϱάϑυϱα

Σχήµα 4.10: Συµπίεση 1∆ χϱονικά µη µόνιµου πεδίου µε το iPGD
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Σχήµα 4.11: Κόστος συµπίεσης µε iPGD(M,L) σε επιλύσεις της εξίσωσης Burgers

του iPGD(5, 8) πϱοκύπτει πως είναι η καλύτεϱη δυνατή προσέγγιση του πεδίου λαµβάνον-
τας υπόψη κάϑε κϱιτήϱιο: (PSNR = 72, ε = 0.01%, TCPU = 5, CR = 14). Η διαµέρ-
ιση του χϱονικού διαστήµατος, όπως ϕάνηκε και στο σχήµα 4.11, µειώνει δραµατικά το
χϱόνο εκτέλεσης, συγκριτικά µε τη µη-παϱαϑυϱική εκδοχή, διατηρώντας την ακϱίϐεια,
ενώ ταυτόχϱονα έχει µεγαλύτεϱο λόγο συµπίεσης CR από την πεϱίπτωση του iPGD(10, 1)
(Σχήµα 4.12). Για το συγκεκριµένο παϱάδειγµα, ο λόγος συµπίεσης της οικονοµικότεϱης,
στο χϱόνο, εκδοχής του iPGD(5, L), το iPGD(5, 8) είναι CR5,8 = nxnt

ML(nx+nt/L) = 14.28.

4.2 Συµπίεση λύσεων των 2∆ µη-µόνιµων εξισώσεων Euler γύϱω

από την αεροτοµή NACA0012

Για την επόµενη εφαρµογή επιλύονται οι 2∆ µη-µόνιµες εξισώσεις Euler για τη ϱοή συµπ-
ιεστού ϱευστού. Για την επίλυση χρησιµοποιείται το λογισµικό PUMA [35] το οποίο χρησι-
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Σχήµα 4.12: PSNR και σϕάλµα ε µε iPGD(3, L), iPGD(5, L)

µοποιεί ένα σηµειακά πεπλεγµένο σχήµα και διακριτοποιεί τις εξισώσεις µε µία κεντροκοµ-
ϐική διατύπωση πεπερασµένων όγκων. Η επίλυση γίνεται σε κάϱτα γϱαϕικών Nvidia Tesla
K20 µε 2496 πυϱήνες CUDA παϱάλληλης επεξεργασίας στα 706 MHz.

Η εξίσωση Burgers που αναλύϑηκε νωϱίτεϱα, στην πραγµατικότητα αποτελεί ένα απλοποιη-
µένο µοντέλο που οποιοσδήποτε µελετά τις εξισώσεις Euler η Navier-Stokes, έχει κάποτε
συναντήσει καθώς είναι µία απλοποιηµένη εκδοχή τους. Οι εξισώσεις Euler σε συντηρητική
µοϱϕή γράφονται:

∂ρ

∂t
+∇ · [ρ~u] = 0 (4.7)

∂ρ~u

∂t
+∇ · [~u⊗ ~u+ Ip] = 0 (4.8)

∂Et
∂t

+∇ · [(p+ Et)~u] = 0 (4.9)

όπου ~u = [u v]T το διάνυσµα ταχύτητας για τις 2 διαστάσεις, p η στατική πίεση και Et η
συνολική ολική ενέϱγεια ανά µονάδα όγκου: Et = ρE = p

γ−1 + 1
2ρ|~u|

2. Στην εξίσωση οϱµής
4.8 το τανυστικό γινόµενο δύο διανυσµάτων οϱίϹεται ως ~u ⊗ ~u = ~u · ~uT ∈ Rd×d όπου d η
διάσταση του διανύσµατος. Η πϱάξη αυτή απεικονίϹει δύο διανύσµατα σε έναν τανυστή (µε

+1 διάσταση δηλαδή). ΄Ετσι το I =

[
1 0
0 1

]
ο µοναδιαίος 2∆ τανυστής ώστε η απόκλιση της

ποσότητας (ϱοή οϱµής) µέσα στις αγκύλες να είναι διάνυσµα ∈ R2. Για πεϱισσότεϱη ευκολία
στο συµϐολισµό, οι εξισώσεις 4.7 γϱάϕονται σαν ένα σύστηµα νόµων διατήϱησης ως:

~R =
∂~U

∂t
+∇ · F(~U) =

∂~U

∂t
+
∂ ~f1

∂x
+
∂ ~f2

∂y
= 0 (4.10)

µε ~f1 =


ρu

ρu2 + p
ρuv

(p+ Et)u

και ~f2 =


ρv
ρuv

ρv2 + p
(p+ Et)v


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και ~U = [ρ ρu ρv Et]
T . Με Amij = ∂fi

∂Uj
συµϐολίϹεται ο τανυστής που πεϱιέχει τις ιακωϐιανές

του f ως πϱος τα Uj όπου j, i ∈ {1, 2, 3, 4}, m ∈ {1, 2} για τη 2∆ πεϱίπτωση και τα 2
διανύσµατα του f είναι:

~fm =


ρum

ρumu1 + δm1p
ρumu2 + δm2p

(Et + p)um

 (4.11)

O A είναι ένας τανυστής τϱίτης τάξης µε στοιχεία τους πίνακες:

A1ij =
∂f1i

∂Uj
= a και

A2ij =
∂f2i

∂Uj
= b, a,b ∈ R4×4 (4.12)

ώστε οι εξισώσεις να γϱάϕονται στη ψευδογϱαµµική µοϱϕή τους:

∂~U

∂t
+ a

∂~U

∂x1
+ b

∂~U

∂x2
= 0 (4.13)

ή σε τανυστική γϱαϕή:

∂Ui
∂t

+Amij
∂Uj
∂xm

= 0 (4.14)

όπου ~x = (x, y) ενώ ~R είναι τα υπόλοιπα των 4ων εξισώσεων.

Αυτές ικανοποιούνται στο χωϱίο Ω ⇒ ~R(~U) = ~0, ∀~x ∈ Ω όπως και στο σύνοϱο S = ∂Ω =
S∞ ∪ Sfoil όπου S∞ ονοµάζουµε το όϱιο του χωϱίου στο άπειϱο (farfield) και Sfoil το περί-
γραµµα της αεροτοµής. Για την επίλυση των εξισώσεων δηµιουργείται ένα απλό µη-δοµηµένο
πλέγµα µε 48,636 κόµβους. Τα 2 όϱια που αναφέρθηκαν, επισηµαίνονται στο σχήµα 4.13
µαϹί µε το υπολογιστικό πλέγµα Το πλέγµα γύϱω από τα σηµεία ενδιαφέροντος της αερο-
τοµής εµφανίζει τις απαϱαίτητες πυκνώσεις και αραιώσεις.

Καθώς η αεροτοµή παϱαµένει ακίνητη και αλλάζει η γωνία προσβολής, η άνωση και αντίσ-
ταση ορίζονται µε άξονες αναϕοϱάς το καρτεσιανό σύστηµα που οϱίϹει το διάνυσµα της u∞.
Το κάθετο διάνυσµα της επιϕάνειας της αεροτοµής ~n αναλύεται σε 2 συνιστώσες ~n = (nx, ny)
σύµφωνα µε το καρτεσιανό σύστηµα συντεταγµένων που οϱίϹει η αεροτοµή.

Oι πϱωτεύουσες µεταβλητές ~V = [ρ u v p]T στο "άπειϱο" όϱιο (Mach≈ 0.8) είναι:

όπου η a(t) = 5o · sin( 2π
0.22 t), για να εισαχθεί η µη-µονιµότητα στο πϱόϐληµα. Η ολική

ϑεϱµοκϱασία ϑεωρείται Tt = 300K, ο ισεντροπικός εκϑέτης λαµβάνει την τιµή γ = 1.4 για
σταθερά ιδανικού αεϱίου Ra = 284[kJ/kg/K] καθώς χρησιµοποιείται καταστατική ιδανικού
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Σχήµα 4.13: ΄Οϱια του υπολογιστικού χωϱίου γύϱω από τη NACA0012

Σχήµα 4.14: Μη δοµηµένο πλέγµα γύϱω από τη NACA0012

Σχήµα 4.15: Σύστηµα συντεταγµένων της άνωσης/αντίστασης και κάθετο διάνυσµα στην
επιϕάνεια της αεροτοµής
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ϱ 1.22[kg/m3]
u 278 · cos(a(t))[m/s]
v 278 · sin(a(t))[m/s]
p 101325[Pa]
period Tp = 0.22[s]

Πίνακας 4.2: Αϱχικοποίηση ϱοϊκών µεγεϑών για την πϱοσοµοίωση ϱοής γύϱω από µεµονωµένη
αεϱοτοµή

αεϱίου. Η επίλυση γίνεται για 32 χϱονικά ϐήµατα σε κάϑε πεϱίοδο, για 5 περιόδους, κα-
ϑώς είναι επιθυµητή η µοντελοποίηση του περιοδικού ϕαινοµένου. Συνεπώς, οι εξισώσεις
ολοκληρώνονται για τέσσεϱεις περιόδους, ώστε η λύση να γίνει πλήϱως περιοδική, και στη
συνέχεια, η πέµπτη πεϱίοδος που αποθηκεύεται εν τέλει, συλλέγει την πληροφορία πϱος
επεξεργασία. Πράγµατι, παρατηρώντας τη µεταϐολή της άνωσης µε το χϱόνο (σχήµα 4.16),
ακόµα και µετά από 2 περιόδους έχει επέλθει πλήϱης περιοδικότητα. Αυτό ϑα ληφθεί υπ-
όψη αϱγότεϱα όταν ϑα υλοποιηθεί η µεγιστοποίηση της άνωσης στο ίδιο πϱόϐληµα, για να
αποϕευχϑούν άχϱηστα χϱονοϐόϱες επιλύσεις.

Οι αρχικές και οριακές συνθήκες του προβλήµατος έχουν ως εξής:

~u · ~n = unx + vny = 0 ∀~x ∈ Sfoil (µη εισχώϱηση) (4.15)

p∞ = 101325.0[Pa], Tt = 300[K], ∀~x ∈ S∞,
∂T

∂~nfoil
= 0 (4.16)

και ~U(t) = ~U(t)∞∀~x ∈ S∞,∀t ∈ [0, T ] (4.17)

για τις ϱοές (f ) ισχύει: f · ~n = 0⇒

f · ~n = ~f1nx + ~f2ny =


ρunx

ρu2nx + pnx
ρuvnx

(p+ Et)unx

+


ρvny
ρuvny

ρv2ny + pny
(p+ Et)vny

 =


0
pny
pny
0

 (4.18)

λόγω της 4.15. ΄Ετσι γίνεται εµφανές και µαθηµατικά, πως στις ατϱιϐείς ϱοές οι µόνες
δυνάµεις που ασκεί το ϱευστό σε επιϕάνειες που ισχύει η συνθήκη µη-εισχώϱησης, είναι
δυνάµεις πίεσης (που είναι πάντα κάθετη στα τοιχώµατα).

Στη συνέχεια παρουσιάζονται επιλεγµένες στιγµές από τα συµπιεσµένα πεδία που πϱοέκυψαν
από την επίλυση των εξισώσεων για 5 περιόδους. Επιλέγεται να παρουσιαστούν για εποπτική
σύγκριση, οι στιγµές που είναι πιό πλούσιες σε πληροφορία από πλευϱάς πεδίου. Αυτές εί-
ναι το µισό της περιόδου δηλαδή το στιγµιότυπο 16/32 (t = 0.11[s]) όπου εµφανίζεται ένα
κύµα κϱούσης σε κάϑε πλευϱά της αεροτοµής και η στιγµή t = 0.144[s] που αντιστοιχεί
στο στιγµιότυπο 21/32, όπου εµφανίζεται το πιό έντονο κύµα κϱούσης στη µία πλευϱά της
αεροτοµής τη στιγµή όπου και η γωνία προσβολής αποκτά τη µέγιστη τιµή της.
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Σχήµα 4.16: ΄Ανωση L(t) της αεϱοτοµής NACA0012 για ϱοή µε Mach=0.8 στο επ’άπειϱο όϱιο και
ταλαντούµενη γωνία πϱοσϐολής

Τα κύµατα κϱούσης αποτελούν µεγάλη πϱόκληση για τις µεθόδους συµπίεσης καθώς η
ασυνέχειες τείνουν να εξοµαλύνονται µε τις µεθόδους προσέγγισης. Μία (πραγµατική)
ασυνέχεια είναι ένα χαρακτηριστικό του πεδίου που αϕοϱά τη µικϱότεϱη δυνατή χωϱική
κλίµακα, είναι µία ασυνέχεια στο ϱοϊκό µέγεθος µεταξύ δύο γειτονικών κελιών του υπολο-
γιστικού πλέγµατος (για µία δεδοµένη έκταση στο υπολογιστικό χωϱίο). Συνήϑως, αυτή η
διαφορά της τιµής, µεταξύ γειτονικών κελιών (που χαρακτηρίζει την ασυνέχεια), είναι από
τα πϱώτα πράγµατα που αλλοιώνονται σε µία ΠΧΤ. Ωστόσο όπως ϑα ϕανεί και στη συνέχεια,
κάϑε µέϑοδος από τις δύο που παρουσιάζονται, διαχειρίζεται µε διαφορετικό τϱόπο αυτή
την απώλεια πληροφορίας. ΄Οσον αϕοϱά τους χρόνους εκτέλεσης της συµπίεσης, το iSVD
επέϕεϱε αµεληταία επιϐάϱυνση, συγκριτικά µε το συνολικό χϱόνο προσοµοίωσης. Εν-
δεικτικά η ακϱιϐότεϱη συµπίεση µε iSVD(30) κόστισε 49s, χϱόνος πολύ µικρότερος της
Tsim = 90min.
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(e) Αϱχικό πεδίο Mach πϱίν τη συµπίεση

Σχήµα 4.17: Συµπίεση 2∆ χϱονικά µη-µόνιµου πεδίου µε το iSVD γύϱω από µεµονωµένη αεϱοτοµή

Για τη στιγµή 16/32, όπως ήταν αναµενόµενο η ποιότητα της αναπαράστασης ϐελτιώνεται
µε την αύξηση της τάξης της iSVD. Τα κύµατα κϱούσης στις πλευϱές της αεροτοµής προσεγ-
γίζονται µε ϕαινοµενικά ικανοποιητική ακϱίϐεια, µε ξεκάθαρα καλύτεϱη προσέγγιση αυτή
µε τη µεγαλύτεϱη τάξη. Στο σχήµα 4.18 παρατίθενται οι λόγοι συµπίεσης των δύο µεϑόδων
οι οποίοι είναι παραπλήσιοι (συµφωνούν σε 4 σηµαντικά ψηφία).
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Σχήµα 4.18: Λόγος συµπίεσης CR µε iSV D και iPGD για τη ϱοή γύϱω από τη µεµονωµένη
αεϱοτοµή NACA0012
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(c) Αποσυµπιεσµένο πεδίο Mach µε
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(e) Αϱχικό πεδίο Mach πϱίν τη συµπίεση

Σχήµα 4.19: Συµπίεση 2∆ χϱονικά µη µόνιµου πεδίου µε το iSVD γύϱω από µεµονωµένη αεϱοτοµή

Στο εντονότερο κύµα κϱούσης της στιγµής 21/32 ωτόσο, η προσέγγιση αλλοιώνεται πιο έν-
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τονα πέϱιξ της ασυνέχειας αλλά µε την αύξηση της τάξης k, πλησιάζει σε πολύ µεγάλο ϐαθµό
το στιγµιότυπο αναϕοϱάς.

Το πεδίο της πυκνότητας, συνήϑως εµφανίζει όµοια δυναµική µε αυτή του πεδίου Mach
καθώς τα δύο αυτά µεγέϑη έχουν αλληλοεξάϱτηση και άϱα αναµένεται να είναι ποιοτικά
συµπληρωµατικά λόγω της εξίσωσης συνέχειας. ΄Ετσι αναµένεται παρόµοια εικόνα στα πεδία.
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Σχήµα 4.20: Συµπίεση 2∆ χϱονικά µη µόνιµου πεδίου µε το iSVD γύϱω από µεµονωµένη αεϱοτοµή

Επίσης παρατηρείται αύξηση της ακϱίϐειας της ΠΧΤ µε αύξηση της τάξης k του iSV D.
Εποπτικά, οι προσεγγίσεις της πυκνότητας µε την iSV D ϕαίνονται ποιοτικότερες από αυτές
του πεδίου του Mach. Αυτό οφείλεται στις µικϱότεϱες χωϱικές κλίσεις που εµφανίζει η
πυκνότητα, οι οποίες επηρεάζουν τη µοϱϕή του παραγόµενου σήµατος που πϱόκειται να

51



συµπιεστεί. Οι µεγαλύτεϱες κατά αριθµητική τιµή διακυµάνσεις στο πεδίο του Mach, ενισχύουν
το χαρακτήρα της ασυνέχειας στα δεδοµένα που ϑα συµπιεστούν, δηµιουργώντας ένα πιο έν-
τονα ανοµοιογενές σήµα.
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Σχήµα 4.21: Συµπίεση 2∆ χϱονικά µη µόνιµου πεδίου µε το iSVD γύϱω από µεµονωµένη αεϱοτοµή

Είναι χαρακτηριστική η εξαιρετική οµοιότητα του αποσυµπιεσµένου πεδίου της τάξης k = 15
µε το πεδίο αναϕοϱάς, όσον αϕοϱά την πυκνότητα τη στιγµή 21 (σχήµα 4.21(d)). Με εξαίρεση
κάποιες ατέλειες στην ανώτεϱη πλευϱά της αεροτοµής, η προσέγγιση επιτυγχάνει να αποδώ-
σει όλο το εύϱος της πληροφορίας εκατέρωθεν του κύµατος κϱούσης, δηλαδή την περιοχή
αυτού. Ακολουθεί η ίδια διαδικασία, µε χϱήση του iPGD, αρχικά για εποπτική σύγκρ-
ιση. Αυτό που αναµένεται για το iPGD είναι µία µεγαλύτεϱη ικανότητα στην αναπαράσταση
των γενικών χαρακτηριστικών της λύσης, αλλά και ταυτόχϱονα µειωµένη ικανότητα στην
επακϱιϐή προσέγγιση συγκεκριµένων χαρακτηριστικών του πεδίου, τα οποία είναι χωϱικά

52



εντοπισµένα σε µικϱό τµήµα του χωϱίου. Κόστος σε TCPU ϕαίνεται στον πίνακα 4.3.

iPGD 3 bases 5 bases 10 bases 15 bases
TCPU 0.01 0.019 0.073 0.167

Πίνακας 4.3: Χϱόνοι συµπίεσης και εγγϱαϕής στο δίσκο για το iSVD (Ροή σε πτεϱύγωση διηχητικού
συµπιεστή)
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(d) Αποσυµπιεσµένο πεδίο Mach µε
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(e) Αϱχικό πεδίο Mach πϱίν τη συµπίεση

Σχήµα 4.22: Συµπίεση 2∆ χϱονικά µη µόνιµου πεδίου µε το iPGD γύϱω από µεµονωµένη αεϱοτοµή

΄Ηδη από το σχήµα 4.22(a) ϕαίνεται πως όλη η προσέγγιση εµφανίζει µεγαλύτεϱη "οµοιογένεια"
απ’ ότι µε την iSV D, χωϱίς ωστόσο να αποδίδονται τα έντονα χωϱικά εντοπισµένα χαρακ-
τηριστικά της, όπως τα όϱια των περιοχών εκατέρωθεν του κύµατος κϱούσης. Αυτό ωστόσο
αλλάζει, αυξάνοντας τον αριθµό των ϐάσεων που χρησιµοποιούνται για την ΠΧΤ.
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Σχήµα 4.23: Συµπίεση 2∆ χϱονικά µη µόνιµου πεδίου µε το iPGD γύϱω από µεµονωµένη αεϱοτοµή

Συνολικά για τη στιγµή 16/32, η οποία εµφανίζει λιγότεϱο έντονα χαρακτηριστικά απ’ ότι
η 21, επιβεβαιώνεται, η παϱατήϱηση του προηγούµενου ϐήµατος, ότι η προσέγγιση µε την
iPGD, σχήµα 4.22(a), είναι πιο οµοιογενής στην ποιότητα απόδοσης του πεδίου αλλά συνο-
λικά λιγότεϱο ακϱιϐής απ’ ότι µε την iSVD. Αυτή η διαφορά ϑα αναλυθεί σε επόµενη ενότητα
όπου ϑα παρουσιαστούν τα πεδία της απόλυτης τιµής του σχετικού σφάλµατος για διάφορες
ΠΧΤ.

Για τη στιγµή µε το έντονο κύµα κϱούσης:
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(b) Αποσυµπιεσµένο πεδίο Mach µε
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(c) Αποσυµπιεσµένο πεδίο Mach µε
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(d) Αποσυµπιεσµένο πεδίο Mach µε
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(e) Αϱχικό πεδίο Mach πϱίν τη συµπίεση

Σχήµα 4.24: Συµπίεση 2∆ χϱονικά µη µόνιµου πεδίου µε το iPGD γύϱω από µεµονωµένη αεϱοτοµή
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(b) Αποσυµπιεσµένο πεδίο πυκνότητας µε
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(c) Αποσυµπιεσµένο πεδίο πυκνότητας µε
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(d) Αποσυµπιεσµένο πεδίο πυκνότητας µε
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(e) Αϱχικό πεδίο πυκνότητας πϱίν τη συµπίεση

Σχήµα 4.25: Συµπίεση 2∆ χϱονικά µη µόνιµου πεδίου µε το iPGD γύϱω από µεµονωµένη αεϱοτοµή

Γενικά αυτό που παρατηρείται συγκριτικά µεταξύ iSVD και iPGD είναι ότι το δεύτεϱο
αποδίδει µε µεγαλύτεϱη ακϱίϐεια µεγαλύτεϱο εύϱος της πληροφορίας του πεδίου όπως
ϕαίνεται συγκρίνοντας τα σχήµατα 4.19(d) και 4.25(d). Στην πεϱίπτωση του iSVD, η ασυνέχεια
"υπερκαλύπτει" την πληροφορία ανάντη της, πϱάγµα που δε-συµϐαίνει στον ίδιο ϐαθµό στο
iPGD δηλαδή η περιοχή της ϱοής πίσω από το κύµα κϱούσης, προσεγγίζεται καλύτεϱα από
ότι µε τo iSVD. Αυτό όµως δεν σηµαίνει πως η προσέγγιση είναι συνολικά "ανώτεϱη", κα-
ϑώς η µέϑοδος iPGD εκ κατασκευής, ελαχιστοποιεί σε κάϑε ϐήµα διαϕοϱετικό σϕάλµα
που σηµαίνει πως σε κάϑε ϐήµα συσσωρεύονται τα σφάλµατα της ως τώϱα προσέγγισης
στην προσέγγιση των νέων ϐάσεων. Αυτό έχει ως αποτέλεσµατα το να παραµένουν "υπολείµ-
µατα" χαρακτηριστικών του πεδίου σε επόµενα στιγµότυπα. Με την iSV D, το σϕάλµα που
πϱοσϑέτει στην τελική προσέγγιση κάϑε επόµενο ϐήµα, εξαρτάται από το υπόλοιπο πεδίο
µε διαφορετικό τϱόπο από ότι στην iPGD. Ωστόσο η εποπτική σύγκριση δεν αϱκεί για να
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ποσοτικοποιηθεί η επίδραση των µεϑόδων συµπίεσης, πρώτον στην ποιότητα των παϱαγώγων
ευαισθησίας και δεύτεϱον στο τελικό αποτέλεσµα της ϐελτιστοποίησης.

Για να παρουσιαστεί µία πιο πλήϱης εικόνα της αποδοτικότητας των δύο µεϑόδων που
αναλύϑηκαν, στα ακόλουϑα διαγράµµατα 4.28, 4.26, παρουσιάζονται τα PSNR και τα από-
λυτα και κανονικοποιηµένα L2 σφάλµατα και για τις 2 µεθόδους.
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Σχήµα 4.26: Μετϱικές ποιότητας ΠΧΤ του πεδίου Mach της στιγµής 16/32 συµπιεσµένο µε
iSV D(k)/iPGD(M, 1)

Είναι ήδη ξεκάθαρο πως για τη στιγµή 16/32 τόσο στα πεδία του Mach όσο και της πυκνότη-
τας, (σχήµατα 4.26,4.28), η ΠΧΤ µε την iSV D είναι ποιοτικότερη, µε λιγότεϱο ϑόϱυϐο και
µικϱότεϱο συνολικό σϕάλµα. Συνεπώς παϱά το ότι η προσέγγιση του iPGD ήταν εποπτικά
πιο κοντά στο πεδίο αναϕοϱάς, ϕαίνεται πως η iSV D προσεγγίζει καλύτεϱα τα χαρακτηρισ-
τικά του πεδίου. ΄Οµοια είναι και τα αποτελέσµατα για τη στιγµή 21/32 καθώς πάλι η ΠΧΤ
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Σχήµα 4.27: Μετϱικές ποιότητας ΠΧΤ του πεδίου Mach της στιγµής 21/32 συµπιεσµένο µε
iSV D(k)/iPGD(M, 1)

του iSV D υπερτερεί. Πράγµατι επιβεβαιώνεται η προηγούµενη εποπτική παϱατήϱηση, πως
η προσέγγιση της πυκνότητας µε την iSV D(15) τη στιγµή 21/32 (σχήµα 4.21(d)), είναι η
ακϱιϐέστεη από όλες τις ΠΧΤ των παραπάνω δεδοµένων, καθώς εµφανίζει το µεγαλύτεϱο
PSNR και µικϱότεϱο σϕάλµα. Συνεπώς, αναµένεται και µεγαλύτεϱη οµοιότητα στις παραγώ-
γους ευαισθησίας κατά τους κύκλους ϐελτιστοποίησης, αλλά αυτό ϑα απαντηθεί σε επόµενο
κεφάλαιο.
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Σχήµα 4.28: Μετϱικές ποιότητας ΠΧΤ του πεδίου πυκνότητας της στιγµής 16/32 συµπιεσµένο µε
iSV D(k)/iPGD(M, 1)
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Σχήµα 4.29: Μετϱικές ποιότητας ΠΧΤ του πεδίου πυκνότητας της στιγµής 21/32 συµπιεσµένο µε
iSV D(k)/iPGD(M, 1)

4.3 Συµπίεση λύσεων των εξισώσεων Navier Stokes γύϱω από

2∆ πτεϱύγωση διηχητικού συµπιεστή

Στην ακόλουϑη εϕαϱµογή ϑα λυϑούν οι µη-µόνιµες 2∆ εξισώσεις Navier-Stokes σε µία
2∆ πτεϱύγωση διηχητικού συµπιεστή. Η επίλυση γίνεται σε κάϱτα γϱαϕικών Nvidia Tesla
K20 µε 2496 πυϱήνες CUDA παϱάλληλης επεξεϱγασίας στα 706 MHz. Πιο συγκεκϱιµένα,
ϑα επιλυϑούν οι κατά Reynolds χϱονικά µέσες µη-µόνιµες εξισώσεις NS (URANS) µε το
µοντέλο τύϱϐης µίας εξίσωσης των Spallart-Almaras [?] για τον υπολογισµό της τυϱϐώδους
δυναµικής συνεκτικότητας:

∂ρ̄

∂t
+

∂

∂xi
(ρ̄v̄i) = 0 (4.19)

∂(ρ̄v̄i)

∂t
+

∂

∂xj

[
ρ̄v̄iv̄j + p̄δij − (µ+ µt)

(
∂v̄i
∂xj

+
∂v̄j
∂xi
− δij

2

3

∂uk
∂xk

)]
= 0, i = 1, 2 (4.20)

µε

νt = ν̃fv1 ⇒ µt = ρν̃fv1 (4.21)
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Η ν̃ υπολογίϹεται από την εξίσωση του µοντέλου τύϱϐης των Spallart-Almaras:

∂ν̃

∂t
+
∂(ν̃vj)

∂xj
− ∂

∂xj

[(
ν +

ν̃

σ

)
∂ν̃

∂xj

]
− cb2

σ

(
∂ν̃

∂xj

)2

− ν̃P (ν̃) + ν̃D(ν̃) = 0 (4.22)

και οι όϱοι παϱαγωγής και καταστϱοϕής του ν̃ είναι:

P (ν̃) = cb1Ỹ , D(ν̃) = cw1fw(Ỹ )
ν̃

∆2
ενώ το Ỹ δίνεται από τη σχέση:

Ỹ = Y fv3 +
ν̃

∆2κ2
fv2 , Y =

∣∣∣∣εijk ∂vk∂xj

∣∣∣∣ (4.23)

Με Y συµϐολίϹεται η ένταση της στϱοϐιλότητας και µε ∆ η απόσταση των κέντϱων των κελιών
του πλέγµατος από τα τοιχώµατα του χωϱίου. Οι υπόλοιπες συναϱτήσεις του µοντέλου είναι:

fv1 =
χ

χ3 + c3
v1

, fv2 =
1(

1 + χ
cv2

)3 (4.24)

fv3 =
(1 + χfv1)

cv2

[
3

(
1 +

χ

cv2

)
+

(
χ

cv2

)2
](

1 +
χ

cv2

)−3

(4.25)

χ =
ν̃

ν
, fw = g

(
1 + c6

w3

g6 + c6
w3

)1/6

(4.26)

g = r + cw2

(
r6 − r

)
, r =

ν̃

Ỹ κ2∆2
(4.27)

και οι σταθερές cb1 = 0.1355, cb2 = 0.622, κ = 0.41,σ = 2/3,cw1 = cb1
κ2

+ 1+cb2
σ ,cw2 =

0.3,cw3 = 2,cv1 = 7.1,cv2 = 5.

Το Ϲητούµενο είναι η αξιολόγηση της ποιότητας της συµπίεσης της προκύπτουσας χρονο-
σειράς. Επιλέγεται η µη-µονιµότητα να εισαχθεί από την περιοδική διακύµανση της ολικής
πίεσης στην είσοδο του χωϱίου: PTinlet = 118150.00[Pa]+104sin(2π

Tp
t). Το πλέγµα αποτελεί-

ται από 87926 κόµβους, το οποίο γύϱω από την αεροτοµή είναι δοµηµένο (σχήµα 4.31).
΄Οπως και στο παϱάδειγµα µε τις εξισώσεις Euler 4.2, έτσι και στo παϱάδειγµα αυτό, το
πλέγµα εµφανίζει τα κατάλληλα πυκνώµατα στις ακµές της αεροτοµής. Στο σχήµα 4.30
ϕαίνονται τα περιοδικά όϱια, όπως και η είσοδος (inlet), και έξοδος (outlet) του χωϱίου.

Στο όϱιο της αεροτοµής Sfoil, εφαρµόζεται συνθήκη µη-εισχώϱησης ~u · ~n = unx + vny = 0
και µη-ολίσϑησης ~u · ~t = utx + vty = 0 όπως και µηδενική συνθήκη Neumann για τη
ϑεϱµοκϱασία (αδιαβατικό στεϱεό σύνοϱο) αλλά και τη πίεση. Στα άνω και κάτω όϱια του
χωϱίου εφαρµόζονται περιοδικές οριακές συνθήκες όπως υποδηλώνεται στο σχήµα 4.30,
ενώ στην είσοδο και έξοδο επιβάλλονται οριακές συνθήκες τύπου Dirichlet στατικής πίεσης
(έξοδος) και ολικής ϑεϱµοκϱασίας, ολικής πίεσης και γωνίας εισόδου (στην είσοδο) όπως
συνοψίζονται και στον πίνακα 4.4.
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periodic boundary

inlet

outlet

Σχήµα 4.30: Πλεγµατοποιηµένο υπολογιστικό χωϱίο 2∆ πτεϱύγωσης διηχητικού συµπιεστή

Σχήµα 4.31: Υϐϱιδικό πλέγµα γύϱω από τη 2∆ πτεϱύγωση διηχητικού συµπιεστή

inlet outlet
P [Pa] PT (t) (Total) 108406.45 (Static)
TT [K[ 288.00 -
a0 [deg] 47.00 -

Πίνακας 4.4: Οϱιακές συνϑήκες εισόδου/εξόδου 2∆ πτεϱύγωσης διηχητικού συµπιεστή

Για τα τϱία µεγέϑη (ολική πίεση, ολική ϑεϱµοκϱασία και γωνία εισόδου), που καθορίζον-
ται στην είσοδο, γίνεται η υπόθεση ότι είναι χωϱικά οµογενώς κατενεµηµένα. Στην έξοδο
επιβάλλεται οριακή συνθήκη σταθερής στατικής πίεσης. Η στατική πίεση στην έξοδο ϑεω-
ϱείται επίσης χωϱικά οµογενώς κατανεµηµένη. Οι εξισώσεις επιλύονται για 4 περιόδους
των Tp = 0.11s. Για την επίδειξη της ποιότητας της συµπίεσης χρησιµοποιούνται τα πεδία
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του αριθµού Mach και πίεσης της τέταρτης περιόδου και συγκεριµένα του σιγµιοτύπου της
χρονοσειράς που αντιστοιχεί στον πραγµατικό χϱόνο t = 0.058[s]. Τα πεδία που προκύπτουν
από την επίλυση ϕαίνονται στο σχήµα 4.32. Τα πεδία της πυκνότητας και της πίεσης είναι
αρκετά όµοια µε του Mach, οπότε δεν παρουσιάζονται.
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(a) Πεδίο Mach σε 2∆ πτεϱύγωση συµπιεστή
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(b) Πεδίο τυρβώδους δυναµικής συνεκτικότητας σε 2∆ πτερύγωση

συµπιεστή

Σχήµα 4.32: 2∆ χϱονικά µη-µόνιµη ϱοή σε 2∆ πτεϱύγωση διηχητικού συµπιεστή τη στιγµή 17/32
µε t = 0.058[s]

Ο πραγµατικός χϱόνος που χρειάζεται ο επιλύτης για τον υπολογισµό ενός στιγµιοτύπου
της συγκεκριµένης προσοµοίωσης είναι TCFD = 95 minutes Τα πεδία που καλούνται να
συµπιεστούν, εµφανίζουν πάλι µία χωϱικά εντοπισµένη ασυνέχεια στην πλευϱά υποπίεσης
του πτεϱυγίου.

Αϱχικά εκτελείται συµπίεση των πεδίων µε την iPGD µε κόστος σε χϱόνο εκτέλεσης που
ϕαίνεται στον πίνακα 4.5
Παρατηρούνται, όπως και στην προηγούµενη εφαρµογή, αρκετά υψηλοί χϱόνοι για τη

συµπίεση του πεδίου.

61



iPGD 5 bases 10 bases 15 bases
TCPU 0.04 0.10 0.21

Πίνακας 4.5: Χϱόνοι συµπίεσης και εγγϱαϕής στο δίσκο για το iPGD (Ροή σε 2∆ πτεϱύγωση
συµπιεστή)

0.0e+00

2.0e+00

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

1.6

1.8

M
a

c
h

(a) Πεδίο Mach µε iPGD(5, 1)
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(b) Πεδίο Mach µε iPGD(10, 1)
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(c) Πεδίο Mach µε iPGD(15, 1)
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(d) Αϱχικό πεδίο Mach πϱίν τη συµπίεση

Σχήµα 4.33: Συµπίεση 2∆ πεδίου Mach γύϱω από αεϱοτοµή πτεϱυγίου συµπιεστή µε το iPGD τη
στιγµή t = 0.058[s]

΄Οσον αϕοϱά την ποιότητα του πεδίου, πάλι γίνεται εµφανές συγκρίνοντας τα σχήµατα 4.33(a)
και 4.35(a), το iPGD αποδίδει το κάϑε στιγµιότυπο της λύσης µε υπολείµµατα από προηγού-
µενα και δεν έχει την ίδια σαϕήνεια στα χαρακτηριστικά. Φυσικά, µε αύξηση των ϐάσεων τα
υπολείµµατα προηγούµενων χαρακτηριστικών του πεδίου, όπως το εµφανές όϱιο του οµόρ-
ϱου (σχήµα 4.33(a)), εξαφανίζονται. Η iSVD αποδίδει µε µεγαλύτεϱη ακϱίϐεια τη ϑέση και
την έκταση της ασυνέχειας, πιθανότατα λόγω του τϱόπου διάδοσης του σφάλµατος κατά τη
ϐηµατική ανανέωση της παϱαγοντοποίησης.
΄Ενα ακόµα πλεονέκτηµα της iSVD είναι το εξαιρετικά χαµηλό υπολογιστικό κόστος (πί-

νακας 4.6): Τέλος, όπως και στην πεϱίπτωση των εξισώσεων Euler, οι δύο τεχνικές εµφανίζουν

iSVD rank 5 rank 10 rank 15
TCPU 0.013 0.014 0.015

Πίνακας 4.6: Χϱόνοι συµπίεσης και εγγϱαϕής στο δίσκο για το iSVD (Ροή σε πτεϱύγωση διηχητικού
συµπιεστή)

παραπλήσιους λόγους συµπίεσης:
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(a) Πεδίο πίεσης µε iPGD(5, 1)
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(b) Πεδίο πίεσης µε iPGD(10, 1)
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(c) Πεδίο πίεσης µε iPGD(15, 1)
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(d) Πεδίο πίεσης πϱίν τη συµπίεση

Σχήµα 4.34: Συµπίεση 2∆ πεδίου πίεσης γύϱω από αεϱοτοµή πτεϱυγίου συµπιεστή µε το iPGD τη
στιγµή t = 0.058[s]
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(a) Πεδίο Mach µε iSV D(5)
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(b) Πεδίο Mach µε iSV D(10)
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(c) Πεδίο Mach µε iSV D(15)

0.0e+00

2.0e+00

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

1.6

1.8

M
a

c
h

(d) Πεδίο Mach πϱίν τη συµπίεση

Σχήµα 4.35: Συµπίεση 2∆ πεδίου Mach γύϱω από αεϱοτοµή πτεϱυγίου συµπιεστή µε το iSVD τη
στιγµή t = 0.058[s]
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(a) Πεδίο πίεσης µε iSV D(5)
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(b) Πεδίο πυκνότητας µε iSV D(10)
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(c) Πεδίο πίεσης µε iSV D(15)
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(d) Πεδίο πίεσης πϱίν τη συµπίεση

Σχήµα 4.36: Συµπίεση 2∆ πεδίου πίεσης γύϱω από αεϱοτοµή πτεϱυγίου συµπιεστή µε το iSVD τη
στιγµή t = 0.058[s]
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Σχήµα 4.37: Λόγοι συµπίεσης CR της συνεκτικής ϱοής σε πτεϱύγωση διηχηικού συµπιεστή µε
iPGD(M, 1), iSV D(k)

΄Οσον αϕοϱά τις ποσοτικές διαφορές των µεϑόδων, αυτή τη ϕοϱά η iSVD δεν υπερτερεί παν-
τού της iPGD. Στην τελευταία πεϱίπτωση µε 15 ϐάσεις, η iPGD ξεπεϱνά σε ποιότητα την
iSVD, όχι όµως σηµαντικά για να δικαιολογήσει τη µεγάλη διαφορά σε υπολογιστικό κόστος
αν συγκρίνονταν οι δύο µέϑοδοι πιό ολιστικά.

Αυτό που αποµένει µετά την παϱουσίαση της ικανότητας των µεϑόδων να συµπιέζουν, µε
ικανοποιητική ακϱίϐεια (σϕάλµα µέχϱι και 0.15% 4.39), χρονοσειρές λύσεων µη-µόνιµων
εξισώσεων στην αεροδυναµική, είναι η ένταξη των µεϑόδων σε προβλήµατα αεροδυναµικής
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Σχήµα 4.38: Μετϱικές ποιότητας ΠΧΤ του πεδίου Mach µε iSV D/iPGD
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Σχήµα 4.39: Μετϱικές ποιότητας ΠΧΤ του πεδίου πίεσης µε iSV D/iPGD

ϐελτιστοποίησης, για να διερευνηθεί το κατά πόσο µία τέτοια µέϑοδος ϑα επηρεάσει το
αποτέλεσµα της ϐελτιστοποίησης µέσα από τις παραγώγους ευαισθησίας (SDs).

4.4 Ποιοτική ανάλυση σϕαλµάτων για τις δύο µεθόδους κατασκευής

ΠΧΤ

Οι δύο µέϑοδοι αν και µαθηµατικά ισοδύναµες [32], καθώς το iSVD είναι η ϐέλτιστη ΠΧΤ
για δεδοµένη τάξη k (Θεώϱηµα 1) και έτσι δεδοµένου του και ότι το iPGD είναι επίσης
κατά L2 ϐέλτιστο, ϑα πϱέπει να ταυτίζονται. Ωστόσο, καθώς υλοποιήϑηκαν οι ϐηµατικές
εκδοχές των δύο τεχνικών, τα πράγµατα δεν είναι όπως αναµένονται από τη ϑεωρία και
υπάρχουν αποκλίσεις, εξ ου και η ανάγκη δια διεϱεύνηση. ΄Οπως έχει ήδη παϱατηϱηϑεί,
το iSVD(k) µε το iPGD(k,1) έχουν διαφορετική συµπεριφορά ως πϱος το πως αποδίδουν τα
χαρακτηριστικά των πεδίων στα οποία εφαρµόστηκαν. Το iSVD(k) δείχνει να αντιµετωπίζει
τα κυϱίαϱχα χαρακτηριστικά των πεδίων (οι ασυνέχειες) µε µεγαλύτεϱη ακϱίϐεια όταν αυτά
ϐρίσκονται σε µικϱή έκταση µέσα στο υπολογιστικό χωϱίο. Ωστόσο, το iPGD υπερτερεί όταν
η ασυνέχεια εκτείνεται σε µεγαλύτεϱη έκταση στο χωϱίο. Μποϱεί να ϕανεί κοιτώντας και τα
σφάλµατα e(%) =

||u|full−|u|decomp|
|u|full . Στη λύση της εξίσωσης Burgers (σχήµα 4.40) το σϕάλµα

κατανέµεται διαφορετικά µεταξύ των δύο µεϑόδων.
Επαληϑεύεται πως στο αποσυµπιεσµένο πεδίο που πϱοέκυψε από το iPGD το σϕάλµα είναι
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(a) Απόλυτη τιµή σχετικού σϕάλµατος µε iPGD(6,1) (b) Απόλυτη τιµή σχετικού σϕάλµατος µε iSVD(6)

Σχήµα 4.40: Πεδία απόλυτης τιµής σχετικού σϕάλµατος της λύσης της εξίσωσης Burgers

πιό οµοιόµορφα κατανεµηµένο από ότι στο αποσυµπιεσµένο πεδίο από το iSVD.

Και οι δύο τεχνικές συµπίεσης (κατασκευής ΠΧΤ) µποϱούν να γϱαϕούν ως ένα άθροισµα
πινάκων. Αν Y τα τελικά δεδοµένα, τότε µε το (i)PGD ισχύει:

Y ≈
M∑
µ=1

−→
Xµ ·

−→
Tµ

T ,
−→
Xµ ∈ Rm×1,

−→
Tµ ∈ RN×1 (4.28)

και οµοίως για το (i)SVD:

Y ≈
k∑
i=1

σi
−→
ζ i ·
−→
ξ Ti ,

−→
ζ i ∈ colsp(U),

−→
ξ ∈ rowsp(V ) (4.29)

΄Ετσι η προκύπτουσα ΠΧΤ αποτελεί µία επαλληλία πεδίων (modes) όπου η κλίµακα τους
ϕϑίνει όσο αυξάνεται η τάξη της προσέγγισης. ∆ηλαδή το πϱώτο mode ϑα περιέχει αρ-
κετά "χονδρική" πληροφορία για το πεδίο και µε κάϑε επιπλέον mode ϑα προστίθενται
λεπτοµέρειες (σχήµατα 4.41, 4.42). Η πληροφορία που περιέχει το εκάστοτε mode είναι
αυτή που ϑα καθορίσει τη τελική κατανοµή του σφάλµατος. Από τα σχήµατα 4.42, γίνε-
ται εµφανής ο λόγος για τον οποίο το iSVD εµφανίζει την αλλοίωση στη περιοχή πρωτού
αναπτυχθεί η ασυνέχεια (σχήµα 4.1). Τα πεδία που αποτελούν τη προσέγγιση µε το iPGD
ϕθίνουν ήδη από το πέµπτο mode (σχήµα 4.42(c)) ενώ του iSVD όχι. Συνεπώς τα αρχικά
(και άϱα πιο έντονα) χαρακτηριστικά του πεδίου, όπως η έντονη ασυνέχεια, ευνοούνται έναντι
των υπόλοιπων χαρακτηριστικών, αϕού τα τελευταία δύο modes του iPGD δεν προσθέτουν
σηµαντική πληροφορία στην προσέγγιση. Αυτό είναι που πιθανώς συµβαίνει και στη
πεϱίπτωση των µη-δοµηµένων πλεγµάτων. Τα αρχικά χαρακτηριστικά µεγάλης κλίµακας,
όπως ο οµόϱους στο σχήµα 4.33(a), παραµένουν στη λύση, καθώς τα επόµενα χαρακτηρισ-
τικά που προστίθενται είναι αρκετά µικϱότεϱης κλίµακας (αναφερόµενοι πάντα στο iPGD).
Το συµπέϱασµα για τη κατανοµή σφάλµατος επαληθεύεται ξανά, παρατηρώντας τα πεδία της
απόλυτης τιµής του σχετικού σφάλµατος από την πεϱίπτωση της συµπίεσης των λύσεων των
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(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

Σχήµα 4.41: ΄Οϱοι αναπτύγµατος PGD και SVD
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(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

Σχήµα 4.42: ΄Οϱοι αναπτύγµατος PGD και SVD
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NS, (σχήµατα 4.43,4.44).
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Σχήµα 4.43: Πεδίο σϕάλµατος iSVD(10)

Το αποτέλεσµα αυτό, οδηγεί στο συµπέϱασµα, ότι µε τις ϱυθµίσεις που έγιναν στις µεθό-
δους, το iSVD αναµένεται να δίνει καλύτεϱες ΠΧΤ σε πεδία όπου έχουν χωϱικά εντοπισ-
µένες ασυνέχειες και όχι πολλά κυϱίαϱχα χαρακτηριστικά, ενώ το iPGD αναµένεται να δίνει
καλύτεϱες ΠΧΤ σε πεδία όπου οι ασυνέχειες καταλαµβάνουν µεγαλύτεϱη έκταση στο χωϱίο
της επίλυσης.

Σχήµα 4.44: Πεδίο σϕάλµατος iPGD(10,1)
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Κεϕάλαιο 5

Βελτιστοποίηση µε τη χϱήση των

συµπιεσµένων πεδίων

Στο παϱόν κεφάλαιο ϑα ενταχθούν τα 3 προηγούµενα παραδείγµατα πεδίων σε προβλή-
µατα ϐελτιστοποίησης. Αρχικά ϑα παρουσιαστεί ο αντίστροφος σχεδιασµός της κατανοµής
ταχύτητας ενός ϱευστού µε χϱήση της 1∆ µη-µόνιµης συνεκτικής εξίσωσης Burgers, ενώ
στη συνέχεια ϑα παρουσιαστούν οι ϐελτιστοποιήσεις σχήµατος µεµονωµένων αεροτοµών για
µέγιστη άνωση. Tο παϱόν κεφάλαιο αποτελεί τον πυϱήνα της εργασίας, καθώς ασχέτως µε την
απόδοση των τεχνικών στη συµπίεση µεµονωµένων χρονοσειρών πεδίων, το συµπέϱασµα που
ενδιαφέρει τον µηχανικό είναι το πόσο ή αν επηρεάζεται η ποιότητα της τελικής ϐελτιστοποίησης
από την εφαρµογή των τεχνικών συµπίεσης. Συνεπώς, µαϹί µε τα αποτελέσµατα της ϐελτιστοποίησης
ϑα παρουσιαστούν και κάποιες µετϱικές ποσότητες για την αξιολόγηση αυτών όπως και
σε προηγούµενα κεφάλαια. Θα γίνει ανάλυση ιδίως των διανυσµάτων των παϱαγώγων ευ-
αισθησίας όπως προκύπτουν είτε από αποσυµπιεσµένες χρονοσειρές, είτε από πλήϱως απο-
ϑηκευµένες χρονοσειρές. Για κάϑε παϱάδειγµα, ϑα παρουσιαστεί ο εξής πίνακας:

Τεχνική Συµπίεσης CR
Q(dB)

SDs
ϑ(deg) ε

΄Ανευ συµπίεσης - - - -
...

Πίνακας 5.1: Μεγέϑη για τη σύγκϱιση τεχνικών συµπίεσης

όπου θ η γωνία µεταξύ των σηµάτων ως διανύσµατα:

θ = cos−1(
φ · φ′

‖φ‖ ‖φ′‖
) (5.1)
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5.1 Βέλτιστος έλεγχος συστήµατος που µοντελοποιείται µε την

1∆ συνεκτική εξίσωση Burgers

Στο παϱόν κεφάλαιο ϑα χρησιµοποιηθεί η συνεκτική εξίσωση Burgers για την επίδειξη της
ικανότητας εξοικονόµησης χώϱου κατά τη ϐελτιστοποίηση ενός χϱονικά µη-µόνιµου συστή-
µατος, κάνοντας χϱήση των ΠΧΤ. Προτιµάται η συνεκτική εκδοχή καθώς η διάχυση αίϱει τα
προβλήµατα κατά την επίλυση (όπως ταλαντώσεις πϱιν και µετά την ασυνέχεια) που ϑα είχε
η καθαρά υπερβολική εξίσωση Burgers[36], καθώς είναι επιθυµητή η µελέτη περιπτώσεων
που εµφανίζουν ασυνέχειες.

΄Εστω οι συναρτήσεις: u(x, t) : [0, L] × [0, T ] → R, z(x) : [0, L] → R όπου u ϑα µποϱούσε
να είναι κάποια ταχύτητα και z η συνάϱτηση ελέγχου και η συνάϱτηση κόστους:

F [u, z] =
1

2

L∫
0

(u(x, T, z)− utar(x))2dx (5.2)

που ποσοτικοποιεί την "απόσταση" της λύσης u(x, T ), στο τέλος του χϱονικού διαστήµα-
τος, από µία επιθυµητή συνάϱτηση utar(x). Συγκεκριµένα, η συνάϱτηση κόστους 5.2,
είναι το εµβαδόν της περιοχής µεταξύ των δύο κατανοµών, u(x, T ), utar(x). Προφανώς
ελαχιστοποίηση αυτής, συνεπάγεται την καλύτεϱη δυνατή προσαρµογή της u(x, T ) στην
επιθυµητή της µοϱϕή τη στιγµή t = T .
Η u ικανοποιεί τον´ περιορισµό ότι είναι λύση της:


D(u, z) = u(x, t)t + u(x, t) · u(x, t)x − νu(x, t)xx − u(x, t) · z(x) = 0,

u(x, 0) = u0(x),

u(0, t) = 2
3 , u(L, t) = −1

3

(5.3)

Επιϐάλλονται σταθερές οριακές συνθήκες ανεξάϱητες της συνάϱτησης ελέγχου. Θα ακολου-
ϑηθεί µία διαδικασία αντίστροφου σχεδιασµού, δηλαδή επιζητούµε τη u για την οποία
ελαχιστοποιείται η απόσταση ‖ u(x, T ) − utar(x) ‖L2 σε αρκούντως µεγάλο τελικό χϱόνο
Τ. Η συνάϱτηση z(x) αρχικοποιείται ως z(x) = 1− e−2x (σχήµα 5.1)

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

−1

−0.5

0

x

z
(x

)

Σχήµα 5.1: Αϱχικοποίηση της συνάϱτησης ελέγχου z(x)
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Ο έλεγχος υλοποιείται µέσω της συνεχούς συνάϱτησης ελέγχου z(x) και της συζυγούς µεθό-
δου για τον υπολογισµό των απαϱαίτητων µεταϐολών δz για την ελαχιστοποίησή του 5.2.[36].

Συγκεκϱιµένα, το πϱόϐληµα ϐελτιστοποίησης είναι:

min
u(x,t),z(x)

1

2
‖u(x, T )− utar(x)‖22

s.t. D(u, z) = 0

(5.4)

Για την ελαχιστοποίηση του F [u, z] χϱησιµοποιείται η µέϑοδος της απότοµης καϑόδου, όπου
αν p ο δείκτης αϱίϑµησης των κύκλων ϐελτιστοποίησης:

zp+1(xi) = zp(xi)− η
δF
δz

(xi) (5.5)

Η παϱάγωγος της συνάϱτησης κόστους οϱίϹεται ως:

δF
δz

= lim
ε→0

F [u, z(x) + εδz(x)]−F [u, z(x)]

ε
(5.6)

όπου ε > 0, ε << και δz(x) µια µεταϐολή της z(x). Το συνεχές διάστηµα [0, L] διαµεϱίϹεται
σε nx ίσα υποδιαστήµατα. ΄Αϱα πλέον στο διακϱιτό σύνολο µε στοιχεία τα xi, oι µεταϐλητές
ελέγχου είναι οι τιµές zi = z(xi) που πϱοκύπτουν από τον υπολογισµό της z(x) στα xi. ΄Ετσι
για τον υπολογισµό της παϱαγώγου 5.6 απαιτούνται nx υπολογισµοί του F [u, z] δηλαδή nx
επιλύσεις της 4.5.

5.1.1 Συνεχής ΣυϹυγής µέϑοδος για τη µη-µόνιµη Εξίσωση Burgers

Για να µην πραγµατοποιηθούν οι υπολογισµοί που απαιτούνται από την 5.6, όπως παϱουσιάστηκε
και στο κεφάλαιο 1.2, επιστρατεύεται η συϹυγής µέϑοδος:
αϱχικά επαυξάνεται η συνάϱτηση κόστους µε το εσωτεϱικό γινόµενο 〈Ψ,D(u, z)〉 της Μ∆Ε
µε µία συνάϱτηση Ψ(x, t)

Faug =
1

2

L∫
0

(u(x, T )− utar(x))2dx −
T∫

0

L∫
0

D(u, z)Ψ(x, t)dxdt (5.7)

η πϱώτη µεταϐολή είναι:

δFaug
δz

=

L∫
0

(u(x, t)− utar(x))
δu(x, T )

δz
dx

72



−
T∫

0

L∫
0

δ

δz
(u(x, t)t + u(x, t)u(x, t)x − νu(x, t)xx − u(x, t)z(x)) Ψ(x, t)dxdt

=

L∫
0

(u(x, T )− utar(x))
δu(x, T )

δz
dx

−
T∫

0

L∫
0

δ

δz
u(x, t)tΨ(x, t)dxdt

︸ ︷︷ ︸
I1

−
T∫

0

L∫
0

δ

δz
(
1

2
u(x, t)2)xΨ(x, t)dxdt

︸ ︷︷ ︸
I2

+

T∫
0

L∫
0

δ

δz
νu(x, t)xxΨ(x, t)dxdt

︸ ︷︷ ︸
I3

+

T∫
0

L∫
0

δ

δz
(u(x, t)z(x))Ψ(x, t)dxdt

︸ ︷︷ ︸
I4

(5.8)

Τώϱα κάνοντας χϱήση της παραγοντικής ολοκλήρωσης, οι διαφορικοί τελεστές µεταϕέϱονται
στη συνάϱτηση Ψ. ΄Ετσι οι παραπάνω όϱοι γίνονται (τα ορίσµατα των συναϱτήσεων παρ-
αλείπονται για λόγους συντοµίας):

I1 =

L∫
0

[
δu

δz
Ψ

]T
0

dx−
T∫

0

L∫
0

δu

δz

∂Ψ

∂t
dxdt

=

L∫
0

(
δu(x, T )

δz
Ψ(x, T )− δu(x, 0)

δz
Ψ(x, 0)

)
dt−

T∫
0

L∫
0

δu

δz

∂Ψ

∂t
dxdt (5.9)

I2 =

L∫
0

T∫
0

∂

∂x

δ

δz
(
1

2
u2)Ψdtdx =

���
���

���T∫
0

[Ψ
δ

δz
(
1

2
u2)]L0 dt−

T∫
0

L∫
0

∂Ψ

∂x

δ

δz
(
1

2
u2)dxdt

=−
T∫

0

L∫
0

∂Ψ

∂x
u
δu

δz
dxdt (5.10)

Οι µεταϐολές της u στο σύνοϱο του Ωx = [0, L] και η µεταϐολή της u0(x) είναι 0, καϑώς οι
συνοϱιακές συνϑήκες όπως και η αϱχική κατανοµή u0(x) είναι ανεξάϱτητες της z(x)

I3 =ν

L∫
0

T∫
0

Ψ
∂2

∂x2
(
δu

δz
)dtdx

=ν

T∫
0

[Ψ
∂

∂x

δu

δz
]L0 dt−

L∫
0

T∫
0

∂Ψ

∂x

∂

∂x

δu

δz
dtdx
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=ν

T∫
0

(
Ψ(L, t)

∂

∂x

δu(L, t)

δz
−Ψ(0, t)

∂

∂x

δu(0, t)

δz

)
dt

−
���

���
��

ν

T∫
0

[
∂Ψ

∂x

δu

δz
]L0 dt+ ν

T∫
0

L∫
0

∂2Ψ

∂x2

δu

δz
dxdt (5.11)

I4 =

T∫
0

L∫
0

Ψudxdt+

T∫
0

L∫
0

Ψ
δu

δz
z(x)dxdt (5.12)

Από τους παϱακάτω όϱους, όσοι ϕέϱουν ένδειξη FAE (Field Adjoint Equations) συνιστούν τη
συϹυγή Μ∆Ε, ABC (Adjoint Boundary Conditions) ενώ οι υπόλοιποι την πϱώτη παράγωγο
της συνάϱτησης κόστους.

΄Ετσι η πϱώτη παράγωγος 5.8 γράφεται:

δFaug
δz

=

L∫
0

(u(x, T )− u(x)tar)
δu(x, T )

δz
dx

︸ ︷︷ ︸
ABC

−
L∫

0

δu(x, T )

δz
Ψ(x, T )︸ ︷︷ ︸

ABC

−
��������δu(x, 0)

δz
Ψ(x, 0)

 dt+

T∫
0

L∫
0

δu

δz

∂Ψ

∂t
dxdt

︸ ︷︷ ︸
FAE

+

T∫
0

L∫
0

u
∂Ψ

∂x

δu

δz
dxdt

︸ ︷︷ ︸
FAE

+ ν

T∫
0

(
Ψ(L, t)

∂

∂x

δu(L, t)

δz
−Ψ(0, t)

∂

∂x

δu(0, t)

δz

)
dt

︸ ︷︷ ︸
ABC

+ ν

T∫
0

L∫
0

∂2Ψ

∂x2

δu

δz
dxdt+

T∫
0

L∫
0

Ψ
δu

δz
z(x)dxdt

︸ ︷︷ ︸
FAE

+

T∫
0

L∫
0

Ψudxdt (5.13)

΄Ετσι πϱοκύπτει το συϹυγές πϱόϐληµα µε τις αντίστοιχες οϱιακές και αϱχικές συνϑήκες:


∂Ψ(x,t)
∂t + u(x, t)∂Ψ(x,t)

∂x + ν ∂
2Ψ(x,t)
∂x2

+ Ψ(x, t)z(x) = 0

Ψ(0, t) = Ψ(L, t) = 0

Ψ(x, T ) = u(x, T )− utar(x)

(5.14)
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Το συϹυγές πϱόϐληµα, µαϹί µε το ευϑύ, αποτελεί ένα πϱόϐληµα συνοϱιακών τιµών 2 σηµείων.
’Ετσι η µεταϐολή της συνάϱτησης κόστους σε κάϑε σηµείο του χωϱίου είναι:

δFaug
δz

(x) =

T∫
0

Ψ(x, t)u(x, t)dxdt (5.15)

5.1.2 Αϱιϑµητικά Σχήµατα και αποτελέσµατα

ΠαϱουσιάϹονται τα αριθµητικά σχήµατα που χρησιµοποιούνται για την επίλυση των παρα-
πάνω εξισώσεων. Χρησιµοποιείται ένα ϱητό συντηρητικό σχήµα πεπερασµένων διαφορών,
δεύτεϱης τάξης ακϱίϐειας για τις χωϱικές παραγώγους και ένα πϱώτης τάξης σχήµα πϱόσω
Euler για τη χϱονική ολοκλήρωση κατά το [10]. ΄Ετσι:

uxx ≈
uni+1 − 2uni + uni−1

δx2
(5.16)

uux = (
1

2
u2)x ≈

(uni+1)2 − (uni−1)2

4δx
(5.17)

ut ≈
un+1
i − uni
δt

(5.18)

και άϱα:

Fi(u) = z(xi)u
n
i −

(uni+1)2 − (uni−1)2

4δx
−ν

uni+1 − 2uni + uni−1

δx2
⇒ un+1

i = uni +δtFi(u) (5.19)

Για τη συϹυγή εξίσωση ισχύει το ίδιο σχήµα:

F̂i(u) = −z(xi)Ψn
i − uni

Ψn
i+1 −Ψn

i−1

4δx
− ν

Ψn
i+1 − 2Ψn

i + Ψn
i−1

δx2
⇒ Ψn−1

i = Ψn
i - δtF̂i(Ψ)

(5.20)
µε σηµαντική διαφορά στην τελευταία, ότι η παϱάµετϱος του χρόνου είναι ανεστραµµένη.
Αυτό εµφανίζεται µέσω της αλλαγής µεταβλητής τ = −t⇒ ∂

∂t = − ∂
∂τ

Παϱακάτω παρουσιάζονται οι λύσεις των δύο εξισώσεων για το χωϱίο
Ω = [0, L = 1]× [0, T = 2] για χϱονικό ϐήµα δt = 10−3, και χωϱικό ϐήµα δx = 10−2 άϱα:

Εξίσωση Βήµατα Πλήϑος ϐηµάτων
Πϱωτεύον Πϱόϐληµα dx = 10−2, dt = 10−3 nx = 100, nt = 2000

ΣυϹυγές Πϱόϐληµα dx = 10−2, dt = −10−3 nx = 100, nt = 2000
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(a) Λύση πϱωτεύοντος πϱοϐλήµατος

(b) Λύση συϹυγούς πϱοϐλήµατος

Σχήµα 5.2: Αποτέλεσµα πϱώτου κύκλου ϐελτιστοποίησης µε πλήϱη αποϑήκευση

΄Εχει καϑοϱιστεί ο αϱιϑµός CFL = 0.5 και το κατάλληλο (για την ευστάϑεια της λύσης)
χϱονικό ϐήµα

δt =
1

2
CFL

δx

Umax
(5.21)

όπου Umax η µεγαλύτεϱη ταχύτητα που υπάρχει στην αρχική συνάϱτηση.
Η λύση αποθηκεύθηκε ανά 5 επαναλήψεις.

Η µοϱϕή της λύσης συµφωνεί µε τη ϑεωρία, καθώς ο µη γραµµικός όϱος δηµιουϱγεί
ασυνέχειες σε αρχικές συνθήκες όπως αυτή που επιβλήθηκε [37].

Η µοϱϕή της λύσης που ϕαίνεται στο σχήµα 5.2(a) είναι αναµενόµενη, λαµβάνοντας υπ-
όψη την αρχική συνθήκη του σχήµατος 5.3 όπου εξαιτίας της ύπαϱξης τόσο ϑετικών όσο
και αρνητικών ταχυτήτων, είναι αιτιολογηµένη η εµφάνιση ασυνέχειας λίγο µετά το µέσο του
[0, L]. Η ύπαϱξη ϑετικών και αρνητικών ταχυτήτων στην αρχική συνθήκη, υποδηλώνει ότι ϑα
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υπάρξει τοµή των χαρακτηριστικών και άϱα ασυνέχεια κατά τη χϱονική εξέλιξη του συστή-
µατος. Το πού ϑα εµφανιστεί αυτή, εξαρτάται από τη διαφορά των (σταθερών) συνοριακών
τιµών. Από τη στιγµή που το αριστερό σύνοϱο διατηρείται σε υψηλότερη ταχύτητα από το
δεξιό, η ασυνέχεια είναι αναµενόµενο να σχηµατιστεί µετά το µέσο του χωϱίου.

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

0

0.5

x

u

Σχήµα 5.3: Αϱχική συνϑήκη u(x, 0)

5.1.3 Αλγόϱιϑµος Βελτιστοποίησης

Αϱχικά ϑα παϱουσιαστεί η διαδικασία που ακολουϑείται για τη ϐελτιστοποίηση µε τη λύση
πλήϱως αποϑηκευµένη

Algorithm 3 Αλγόϱιϑµος Βελτιστοποίησης

1: z ← z(x)
2: while F ≥ tol do . σχολιο
3: j = j + 1
4: solve primal
5: solve adjoint
6: compute δF

δz

7: update z(x)j+1 = z(x)j − ε δFδz
8: end while
9: return F , z?(x) . Επιστϱέϕει z?(x) ώστε min(F)

Σηµαντικό ϱόλο για τον αντίστροφο σχεδιασµό, παίϹει η µοϱϕή της συνάϱτησης στόχου. Αυτή
πϱέπει να ανταποκρίνεται στους περιορισµούς του προβλήµατος (όπως ο τελικός χϱόνος).
Εάν η συνάϱτηση στόχου έχει χαρακτηριστικά που δεν µποϱούν να αποδοθούν από τον
περιορισµό της Μ∆Ε, τότε η ελάχιστη (κατά L2) λύση ϑα είναι µία ποσότητα όχι αρκετά
ικανοποιητική, όπως ϕαίνεται από το σχηµα 5.5, όπου η διαδικασία συγκλίνει σε µία τιµή
L2 απόστασης που δεν είναι ικανοποιητική. Η διαφορά ϕαίνεται στο σχήµα 5.4, όπου ϕαίνε-
ται η απαίτηση που τέϑηκε στο πϱόϐληµα και η εϕικτή λύση για t→∞.

Στο σχήµα 5.4 ϕαίνεται µία "αϕύσικη" συνάϱτηση στόχου όπου επιθυµούµε η λύση να
έχει ασυνεχή µοϱϕή µε σταθερή τιµή σε κάϑε υποδιάστηµα. Η µπλέ καµπύλη πϱοέκυψε
εξελίσσοντας την 4.5 για 1500 ϐήµατα και συνεπώς αποτελεί µία συνάϱτηση στόχο που είναι
δεδοµένο ότι υπάρχει L2 ελάχιστο.
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Σχήµα 5.4: Συναϱτήσεις στόχοι για τον αντίστϱοϕο σχεδιασµό, utar

Στην πεϱίπτωση της "αϕύσικης" συνάϱτησης στόχου η σύγκλιση είναι εξαιρετικά αϱγή (σχήµα
5.5):
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Σχήµα 5.5: Σύγκλιση της συνάϱτησης κόστους

΄Οταν η συνάϱτηση κόστους είναι εκτός του συνόλου των εφικτών λύσεων της 4.5 για τον δε-
δοµένο τελικό χϱόνο (πλήϑος ϐηµάτων) που επιλέγεται, τότε το ελάχιστο του F ϐρίσκεται στο
σύνοϱο αυτού του συνόλου. Αυτό µποϱεί να µην ικανοποιεί τον µηχανικό αϕού δεν υπάρχει
πεϱίπτωση η λύση αυτή να ϐελτιωθεί. Χαρακτηριστικά, παϱατηϱούµε πως για το λόγο αυτό,
µε την "αϕύσικη" συνάϱτηση στόχου, απαιτούνται πάνω απο 400 κύκλοι ϐελτιστοποίησης,
ενώ η συνάϱτηση κόστους συγκλίνει πεϱίπου στην τιµή F = 0.005.

Απεναντίας, για τη "ϕυσική" συνάϱτηση στόχου, η αλλαγή είναι σηµαντικότερη, καθώς στη
πεϱίπτωση αυτή απαιτούνται µόλις 9 επαναλήψεις για τη σύγκλιση µε ένα σϕάλµα τάξης
O(10−5).
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Σχήµα 5.6: Σύγκλιση της συνάϱτησης κόστους

5.1.4 Αντίστϱοϕος σχεδιασµός

Ακολουϑεί ο ϐέλτιστος σχεδιασµός της λύσης της εξίσωσης Burgers 4.5.Θα παρουσιασ-
τούν συγκριτικά οι ϐελτιστοποιήσεις κάνοντας χϱήση των αποσυµπιεσµένων πεδίων από τα
iSV D και iPGD αντίστοιχα, αντί των κανονικών. ΄Οπως έχει εξηγηθεί και προηγουµένως
στο κεφάλαιο 1.2. Για να ποσοτικοποιηθεί η οικονοµία σε αποθηκευτικό χώϱο υπενθιµίζεται
ο ορισµός του λόγου συµπίεσης (CR):

CR =
Full Storage Size

Compressed Storage Size
(5.22)

΄Οπου µε Compressed Storage Size συµβολίζεται ο όγκος πληροφορίας που αποθηκεύεται
όταν γίνεται χϱήση των τεχνικών προσέγγισης. Στην πεϱίπτωση που αποθηκεύεται ολόκληϱο
το πεδίο, ο όγκος δεδοµένων που δεσµεύεται είναι Full storage. Οι δύο αυτοί όγκοι µετρών-
ται από τα πλήϑη στοιχείων που απαιτεί η κάϑε µέϑοδος για την αποθήκευση των "δοµικών
της λίϑων" (ϐάσεις αν αναφερόµαστε στο PGD είτε για τους πίνακες U, V, s για το SVD).
Η µετατροπή από όγκο στοιχείων σε πραγµατικό χώϱο αποθήκευσης στον υπολογιστή (λ.χ.
σε GigaBytes) είναι αναλογική και άϱα δεν ϑα επηϱέαϹε το αποτέλεσµα. ∆ηλαδή k στοιχεία
αποθηκεύονται σε χώϱο 8k Βytes και άϱα 105 στοιχεία σε 1058kBytes για αριθµητική διπλής
ακϱίϐειας.

Πιο συγκεκριµένα: το iPGD πϱέπει να αποθηκεύσει Mm τιµές για τις M χωϱικές ϐάσεις
διάστασης Sµ(x) ∈ Rm και Mn τιµές για τις M χϱονικές ϐάσεις διάστασης Tµ(t) ∈ Rn. Το
iSVD πϱέπει να αποθηκεύσει τους πίνακες U ∈ Rm×r, s ∈ Rr, V ∈ Rn×r και άϱα για
r = M

Storageisvd = Mm+Mn+M = M(m+ n+ 1) (5.23)
Storageipgd = Mm+Mn = M(m+ n) ≈ O(Storageisvd) (5.24)

Για 6 ϐάσεις iPGD και τις 6 πϱώτες ιδιάζουσες τιµές:
Η διαδικασία της ϐελτιστοποίησης τερµατίζεται όταν η συνάϱτηση κόστους 5.2 πέσει κάτω
από µία ορισµένη τιµή (10−5) ή όταν ϕτάσει σε ελάχιστο, ανάλογα την ποιότητα της συµπίεσης,
όταν η µεταϐολή µεταξύ 2 διαδοχικών κύκλων είναι: Fj+1 −Fj ≤ 10−5
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Τεχνική Συµπίεσης CR
Q(dB)

SDs
ϑ(deg) ε

΄Ανευ συµπίεσης - - - -
iSV D(6) 15.86 19.54 0.99 0.29
iPGD(6, 1) 15.87 22.30 0.99 0.21

Πίνακας 5.2: Μετϱικές ποιότητας των τεχνικών συµπίεσης για τις παϱαγώγους ευαισϑησίας
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Σχήµα 5.7: F µε πλήϱη αποϑήκευση, iSV D και iPGD

Παϱατηϱείται πως το πλήϑος ϐάσεων είναι αρκετά µικϱό για να προσεγγίσει µε την απαϱαίτητη
ακϱίϐεια τη λύση αναϕοϱάς, ώστε οι κύκλοι ϐελτιστοποίησης µε τις διαφορετικές τεχνικές
συµπίεσης να καταλήξουν στο ίδιο ελάχιστο. Πιθανώς, η δυναµική της λύσης που απο-
τυπώνεται στα συµπιεσµένα πεδία, δεν είναι αρκετά πλούσια και οδηγεί σε λανθασµένη
παράγωγο ευαισθησίας.

Παϱατηϱείται πως όπως ήταν αναµενόµενο από τη ϑεωρητική ανάλυση των µεϑόδων [32],
το iSV D είναι αρκετά κοντά στο iPGD όσον αϕοϱά τη συµπεριφορά της F .

80



0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
−1.5

−1

−0.5

0

0.5

1

·10−2

x

δ
F δz

Full storage
iSVD(6)

iPGD(6,1)

Σχήµα 5.8: δF
δz µε πλήϱη αποϑήκευση, iSV D και iPGD

Στη συνάϱτηση δF
δz (x) (σχήµα 5.8) το iPGD είναι ελάχιστα πιό κοντά στις παραγώγους

αναϕοϱάς, χωϱίς ωσστόσο να είναι σηµαντική η διαφορά του από το iSVD. Για να µελετηθεί
η επίδραση του πλήϑους των ϐάσεων στην ακϱίϐεια των παϱαγώγων ευαισθησίας και στην
τελική τιµή της F , τα παραπάνω επαναλαµβάνονται κρατώντας 10 ϐάσεις στο iPGD και 10
ιδιάζουσες τιµές στο iSVD

Κρατώντας 10 ιδιάζουσες τιµές και 10 ϐάσεις αντίστοιχα, τα κέϱδη σε αποθηκευτικό χώϱο
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Σχήµα 5.9: Εξέλιξη της F κατά τη διάϱκεια της ϐελτιστοποίησης µε πλήϱη αποϑήκευση, iSV D
και iPGD

συνοψίζονται στον πίνακα 5.3:
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Τεχνική Συµπίεσης CR
Q(dB)

SDs
ϑ(deg) ε

΄Ανευ συµπίεσης - - - -
iSV D(10) 9.51 36.35 0.99 0.041
iPGD(10, 1) 9.52 41.32 0.99 0.0235

Πίνακας 5.3: Μετϱικές ποιότητας των τεχνικών συµπίεσης για τις παϱαγώγους ευαισϑησίας

Ο υπολογιστικός χϱόνος, ειδικά του iPGD αυξάνεται δραµατικά όπως έχει ϕανεί και στον
πίνακα 4.1.

΄Οπως ήταν αναµενόµενο, η αύξηση των διαστάσεων των χώϱων των ΠΧΤ (ϐάσεις M για
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Σχήµα 5.10: δF
δz του τελευταίου κύκλου ϐελτιστοποίησης

το iPGD και τάξη αποκοπής k στο iSVD) από 6 σε 10, δίνει προσεγγίσεις µε µεγαλύτεϱη
ακϱίϐεια. Επίσης είναι εµφανές πως για το συγκεκριµένο πεδίο το οποίο είναι σχετικά
"ϕτωχό" σε χαρακτηριστικά, πέϱα από την εκτεταµένη ασυνέχεια και τη περιοχή όπου αυτή
διαµορφώνεται, οι 10 ϐάσεις του iPGD επαϱκούν ώστε η ϐελτιστοποίηση να µένει πρακτικά
ανεπηϱέαστη (σχήµα 5.9) από το εάν χρησιµοποιήθηκαν ΠΧΤ ή όχι. Αυτό δεν σηµαίνει
πως η iSV D δεν αποδίδει ικανοποιητικά, ωστόσο η ακϱίϐεια της iPGD(10, L) είναι σαϕώς
ανώτεϱη. Η µείωση του L2 σφάλµατος (ε) είναι και οπτικά εµφανής καθώς η παράγωγος
ευαισθησίας µε τις 10 ϐάσεις είναι εµφανώς πιο κοντά σε αυτή µε τη πλήϱη αποθήκευση
(σχήµα 5.10). Συµπερασµατικά, όπως ϕαίνεται και από το σχήµα 5.9, τόσο το iPGD(10, 1)
όσο και το iSV D(10) αποδίδουν µε ικανοποιητική ακϱίϐεια τη χρονοσειρά u(t) ώστε η
ϐελτιστοποίηση να µην επηρεάζεται από το σϕάλµα κατά την αποσυµπίεση της χρονοσειράς.
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5.2 Βελτιστοποίηση µορφής µεµονωµένης αεροτοµής για µέγιστη

άνωση µε τη συνεχή συϹυγή µέϑοδο

Σε συνέχεια της επίλυσης των εξισώσεων της ενότητας 4.2 ϑα υλοποιηθεί ένας αλγόριθµος
αιτιοκϱατικής ϐελτιστοποίησης για τη µεγιστοποίηση της άνωσης µίας µεµονωµένης αερο-
τοµής µε αεροτοµή εκκίνησης τη NACA0012. Τελικός στόχος της ενότητας είναι η αξιολόγηση
της ποιότητας των αποτελεσµάτων της ϐελτιστοποίησης µε και χωϱίς τις συµπιεσµένες χρονο-
σειρές των πεδίων. ΄Ετσι αϕού ως τώϱα έχουν αξιολογηθεί οι τεχνικές συµπίεσης ως πϱος
την ποιότητα αναπαράστασης των ϱοϊκών πεδίων, είναι επόµενο να συγκριθούν ποσοτικά οι
παράγωγοι ευαισθησίας που υπολογίζονται από τη συϹυγή µέϑοδο µε και χωϱίς τη χϱήση των
ΠΧΤ. Σε όλα τα παϱακάτω, όταν γίνεται αναϕοϱά στις παραγώγους ευαισθησίας (Sensitivity
Derivatives-SD) ϑα χρησιµοποιούνται οι δείκτες SDf , SDc από το full και το compressed
αντίστοιχα, ώστε να είναι σαϕές ποιά παράγωγος πϱοέκυψε από ποιά επίλυση των συϹυγών
πεδιακών εξισώσεων (µε τα πλήϱη ή µε τα προσεγγιστικά πεδία).

Για την επίλυση των συϹυγών εξισώσεων γίνεται επίσης χϱήση του κώδικα PUMA[35](Parallel
Unstructured Multi-line Adjoint) που αναπτύχθηκε στη ΜΠΥΡ&Β. Από εδώ και στο εξής,
αν δεν λεχθεί κάτι διαφορετικό, ϑα χρησιµοποιείται τανυστική γϱαϕή και η σύµβαση Einstein
για την άϑϱοιση τανυστών όταν εµφανίζουν επαναλαµβανόµενο δείκτη: aijbjk =

∑
j∈J⊂Z aijbjk

Συγκεκϱιµένα το πϱόϐληµα ϐελτιστοποίησης µε περιορισµό Μ∆Ε τίθεται ως εξής:

min
ρ,~u,p,bn

[F ] s.t. ~R(~U) = ~0 (5.25)

όπου ~R(~U) είναι τα υπόλοιπα των εξισώσεων Euler 4.10 και η ποσότητα πϱος µεγιστοποίηση
είναι η χϱονικά µέση άνωση:

F =

T∫
0

 ∫
Sfoil

pδijrinjds

 dt (5.26)

όπου ri οι συνιστώσες του διανύσµατος κάθετο στη u∞ σύµφωνα µε το [38] και ds το
στοιχειώδες µήκος του συνόϱου του χωϱίου που συνιστά την αεροτοµή. Το διάνυσµα της
~u∞ είναι:

~u∞ = (|u∞|cos(a(t)), |u∞|sin(a(t))) (5.27)

µε κάϑετο διάνυσµα το:

~r =
1

|u∞|
(sin(a(t)),−cos(a(t))) (5.28)
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5.2.1 Ανάλυση των παϱαγώγων ευαισθησίας που προκύπτουν από τις δι-

αφορετικές λύσεις των συϹυγών εξισώσεων Euler

Στη συγκεκριµένη ενότητα ϑα παρουσιαστεί η ικανότητα των τεχνικών να παράγουν ικανοποι-
ητικές προσεγγίσεις για τις παραγώγους ευαισθησίας. Ωστόσο εξαιτίας της ευαισθησίας των
συϹυγών εξισώσεων στις µεταϐολές στη λύση του Primal, µία ικανοποιητική προσέγγιση της
παραγώγου σε κάποιο ϐήµα δεν εγγυάται ικανοποιητικό αποτέλεσµα στη ϐελτιστοποίηση
που είναι και το επιθυµητό αποτέλεσµα. Αυτό ϑα διαπιστωθεί σε επόµενο κεφάλαιο που ϑα
πραγµατοποιηθεί η ϐελτιστοποίηση χωϱίς και µε τις µεθόδους συµπίεσης όπως έγινε και µε
την εξίσωση Burgers.

Θα παρουσιαστούν οι παράγωγοι ευαισθησίας κάϑε σηµείου ελέγχου, µετά από έναν κύκλο
ϐελτιστοποίησης µε συνάϱτηση κόστους τη χϱονικά µέση άνωση/αντίσταση L(t), D(t).
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Σχήµα 5.11: Παϱάγωγοι ευαισϑησίας της χϱονικά µέσης αντίστασης ως πϱος τις συντεταγµένες
των σηµείων ελέγχου

Μέχϱι στιγµής, η iPGD(M, 1) (σχήµα 5.12) δείχνει να προσεγγίζει ικανοποιητικά τις παραγώ-
γους ευαισθησίας (µε συνάϱτηση κόστους τη χϱονικά µέση άνωση σε µία πεϱίοδο). Ωστόσο,
οι παράγωγοι υπολογισµένες από τις ΠΧΤ κατασκευασµένες µε iSV D είναι περισσότερο
ακϱιϐείς καθώς όπως ϕαίνεται και εποπτικά, πλησιάζουν περισσότερο τις παραγώγους αναϕοϱάς
σε περισσότερα σηµεία ελέγχου (σχήµα 5.14). Στα σχήµατα 5.16 και 5.15 ϕαίνονται τα
απόλυτα σφάλµατα των παϱαγώγων ευαισθησίας µετά από 1 κύκλο ϐελτιστοποίησης, Ο λό-
γος για τον οποίο τα σηµεία ελέγχου 1 και 7 εµφανίζουν τόσο µεγάλες παραγώγους οφείλεται
στο ότι ϐρίσκονται κοντά στο σηµείο ανακοπής το οποίο είναι ένα ιδιόµορφο σηµείο της ϱοής
καθώς εκεί µηδενίζεται η ταχύτητα. Συνεπώς, είναι αναµενόµενες έντονες µεταϐολές των
τιµών των παϱαγώγων στο σηµείο αυτό λόγω µεγάλων χωϱικών κλίσεων.

Το αποτέλεσµα ακολουθεί τα συµπεράσµατα της ενότητας 4.2, καθώς η προσέγγιση των
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Σχήµα 5.12: Παϱάγωγοι ευαισϑησίας χϱονικά µέσης άνωσης ως πϱος τις συντεταγµένες των
σηµείων ελέγχου
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Σχήµα 5.13: Παϱάγωγοι ευαισϑησίας χϱονικά µέσης αντίστασης από ΠΧΤ µε iSV D(k) ως πϱος
τις συντεταγµένες των σηµείων ελέγχου
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Σχήµα 5.14: Παϱάγωγοι ευαισϑησίας χϱονικά µέσης άνωσης υπολογισµένες µε το iSVD
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Σχήµα 5.15: Απόλυτα σϕάλµατα παϱαγώγων ευαισϑησίας υπολογισµένες µε το iSVD

86



1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

0

5

10

15

Control point ID

S
D
s
A
bs
ol
u
te
E
rr
or

(D
ra
g
) iSV D(10)

iSV D(20)

Σχήµα 5.16: Απόλυτα σϕάλµατα παϱαγώγων ευαισϑησίας υπολογισµένες µε το iSVD

χρονοσειρών µε iSVD επιϕέϱει µικϱότεϱα σφάλµατα κατά τον υπολογισµό των παϱαγώγων.
Ακολουθεί η ένταξη των προσεγγιστικών χρονοσειρών σε µία διαδικασία µεγιστοποίησης
της χϱονικά µέσης άνωσης, εκκινώντας από µία συµµετρική αεροτοµή NACA0012. Η
επιϐάϱυνση σε υπολογιστικό κόστος κάϑε κύκλου της ϐελτιστοποίησης είναι (σε πολλαπλάσια
χϱόνων επίλυσης των πρωταρχικών εξισώσεων): Με το iSVD ανεξαϱτήτως τάξης, το κόστος

iSVD(k) iPGD(M,1)
k/M 10 20 30 10 20 30
TCPU 1 1 1.02 1.036 1.14 1.32

Πίνακας 5.4: Επιϐάϱυνση υπολογιστικού κόστους λόγω υπολογισµού ΠΧΤ στη ϐελτιστοποίηση

µένει πρακτικά ανεπηϱέαστο.

5.2.2 Βελτιστοποίηση µορφής µεµονωµένης αεροτοµής µε χϱήση των χρονο-

σειρών από τις ΠΧΤ

Θα παρουσιαστεί η ϐελτιστοποίηση µορφής µεµονωµένης αεροτοµής υπό τις 2∆ µη-µόνιµες
εξισώσεις Euler. Η αεροτοµή παραµετροποιείται µε 2 καµπύλες Bezier µε συνολικά 12
σηµεία ελέγχου όπως ϕαίνεται στο σχήµα:

Σκοπός της ϐελτιστοποίησης είναι η αύξηση του µέτϱου της άνωσης µε µεταβλητές ελέγχου
τις κατά y συντεταγµένες των "εσωτεϱικών" σηµείων ελέγχου της αεροτοµής.

Για την υλοποίηση, υιοθετείται µία µέϑοδος απότοµης καθόδου, µε αρκούντως µικϱό ϐήµα
το οποίο υπολογίζεται ευριστικά. Ο αλγόριθµος 4 υλοποιήϑηκε µε λογισµικό γραµµένο σε
γλώσσα Python το οποίο εκτελείται στο cluster καϱτών γϱαϕικών της ΜΠΥΡ&Β. To η που
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starting control points
starting airfoil

Σχήµα 5.17: Αϱχικό σχήµα αεϱοτοµής

εµφανίζεται παραπάνω είναι το ϐήµα της απότοµης καθόδου και υπολογίστηκε ευριστικά
η = 5 · 10−4.

Τα αποτελέσµατα της ϐελτιστοποίησης αποδεικνύουν πως η συµπίεση/αποσυµπίεση της

Algorithm 4 Αλγόϱιϑµος Βελτιστοποίησης µοϱϕής αεϱοτοµής

1: initialize geometry : ~CP
2: for j ≤Max iterations do . Κύκλοι ϐελτιστοποίησης
3: p = p+ 1
4: for n = 1 : N do
5: solve primal equations
6: add primal fields into Low Rank Approximation
7: end for
8: for n = N : 1,−1 do
9: decompress primal fields

10: solve adjoint equations
11: end for
12: compute δF

δ ~CP

13: update ~CP j+1 = ~CP j + η δF
δ ~CP

14: end for
15: return F , ~CP . Επιστϱέϕει τις συντεταγµένες των Control Points ~CP ώστε max(F)

starting airfoil
optimized airfoil

optimized foil with iSVD(10)
optimized foil with iSVD(20)
optimized foil with iSVD(30)

Σχήµα 5.18: Βελτιστοποιηµένη αεϱοτοµή για µέγιστη άνωση µετά από 6 κύκλους µε iSVD(k)

χρονοσειράς πρακτικά δεν επηϱέασε καθόλου το αποτέλεσµα της ϐελτιστοποίησης, καθώς
εποπτικά έστω, οι αεροτοµές που παρήχθησαν για διαφορετικές τάξεις αποκοπής/πλήϑος
ϐάσεων για τα iSV D/iPGD αντίστοιχα (σχήµατα 5.18 και 5.19), είναι εποπτικά πανοµοιό-
τυπες. Αυτό ϕαίνεται και από το σχήµα 5.20 όπου οι τιµές της συνάϱτησης κόστους F και
για τις 2 µεθόδους, είναι εξαιρετικά κοντά στις αντίστοιχες τιµές της F υπολογισµένες µε τις
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optimized foil with iPGD(10,1)
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optimized foil with iPGD(30,1)

Σχήµα 5.19: Βελτιστοποιηµένη αεϱοτοµή για µέγιστη άνωση µετά από 6 κύκλους µε iPGD(M,1)

ακϱιϐείς χρονοσειρές.
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Σχήµα 5.20: Εξέλιξη της άνωσης κατά τη διάϱκεια της ϐελτιστοποίησης

Η τελική αεροτοµή (σχήµα 5.21(b)) έχει τα χαρακτηριστικά που αναµένονται από µία δι-
ηχητική αεροτοµή. Επίπεδη πλευϱά υποπίεσης, για την παράταση της περιοχής ανάντη του
κύµατος κϱούσης και έντασης αυτού, όπως και τη χαρακτηριστική καµπύλωση της ακµής
εκϕυγής για την περεταίρω αύξηση της πίεσης στην περιοχή αυτή.
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(a) Πεδίο Mach πϱιν τη ϐελτιστοποίηση
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(b) Πεδίο Mach µετά τη ϐελτιστοποίηση

Σχήµα 5.21: Κύµα κϱούσης στη πλευϱά υποπίεσης µεµονωµένης αεϱοτοµής σε διηχητική ϱοή

Να σηµειωθεί πως το αποτέλεσµα αυτό έχει πϱοκύψει χωϱίς την επιβολή περιορισµών για
τα αεροδυναµικά χαρακτηριστικά της αεροτοµής. Σε µία λεπτοµερέστερη προσέγγιση του
προβλήµατος µεγιστοποίησης της άνωσης, ϑα έπϱεπε να ληφθεί υπόψη και η αύξηση της
αντίστασης λόγω του εντονότερου κύµατος κϱούσης και να περιοριστεί.

5.3 Βελτιστοποίηση µορφής πτεϱυγίου αξονικού συµπιεστή για

µέγιστη άνωση

Πϱόκειται να παϱουσιαστεί η ϐελτιστοποίηση µοϱϕής ενός πτεϱυγίου αξονικού συµπιεστή
σε διηχητική ϱοή, επιλύοντας τις εξισώσεις Navier-Stokes µε το µοντέλο τύϱϐης των Spalart-
Allmaras. Οι εξισώσεις ϱοής είναι αυτές που πεϱιγϱάϕτηκαν στο κεϕάλαιο 4.3. Οι συϹυγείς
Μ∆Ε των Navier-Stokes [38] επιλύονται µαϹί µε το µοντέλο τύϱϐης των Spallart-Almaras στο
λογισµικό PUMA όπως και πϱοηγουµένως µε τις εξισώσεις Euler σε κάϱτα γϱαϕικών Nvidia
Tesla K20. Εκτελούνται έξι κύκλοι ϐελτιστοποίησης µε τϱεις διαϕοϱετικές τάξεις ακϱίϐειας
στις µεϑόδους κατασκευής των ΠΧΤ: 5, 10, 15 ιδιάϹουσες τιµές/ϐάσεις καϑώς πϱος συµπίεση
χϱονοσειϱά, εµϕανίϹει µεν κύµα κϱούσης αλλά µικϱότεϱης έντασης από ότι η πεϱίπτωση του
κεϕαλαίου 5.2 και άϱα κϱίνεται πως δεν χϱειάϹεται ο ίδιος αϱιϑµός ιδιάϹουσων τιµών/ϐάσεων
για την επαϱκή πϱοσέγγισή του.

5.3.1 Ανάλυση των παϱαγώγων ευαισθησίας που προκύπτουν από τις δι-

αφορετικές λύσεις των συϹυγών εξισώσεων Navier-Stokes

Στα σχήµατα 5.22 και 5.23 παρουσιάζονται οι παράγωγοι ευαισθησίας των κατά y συντε-
ταγµένων των σηµείων ελέγχου των NURBS υπολογισµένες από τη χρονοσειρά του συζυγούς
πεδίου που πϱοέκυψε µε το iPGD και το iSVD αντίστοιχα. ΄Οσο είναι δυνατόν εποπτικά
επαληθεύεται πως οι παράγωγοι ευαισθησίας υπολογισµένες µε το iPGD (σχήµα 5.22 ) είναι
ελαϕϱώς χειϱότεϱης ποιότητας από αυτές του iSVD (σχήµα 5.23 ) όπως ήταν αναµενόµενο
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από τα αποτελέσµατα της ενότητας 4.3.
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Σχήµα 5.22: Παϱάγωγοι ευαισϑησίας συνάϱτησης κόστους της χϱονικά µέσης αντίστασης ως πϱος
τα 12 σηµεία ελέγχου µε iPGD(M,1)

Ωστόσο η διαφορά των τιµών των παϱαγώγων είναι ανεπαίσϑητη (συµφωνία της τάξης των 4
σηµαντικών ψηφίων).
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Σχήµα 5.23: Παϱάγωγοι ευαισϑησίας συνάϱτησης κόστους της χϱονικά µέσης άνωσης ως πϱος τα
12 σηµεία ελέγχου µε iSVD(k)
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5.3.2 Βελτιστοποίηση µοϱϕής 2∆ πτεϱύγωσης συµπιεστή µε χϱήση ΠΧΤ

Η πολύ µικϱή διαφορά των τιµών των παϱαγώγων ευαισθησίας (σχήµατα 5.22, 5.23 ) ϕαίνε-
ται πως δεν επηϱεάϹει εποπτικά έστω τη µοϱϕή των παραγόµενων αεροδυναµικών µορ-
ϕών (σχήµα 5.24). Αυτό που ϕαίνεται να επηϱεάστηκε περισσότερο είναι η τιµή της αν-
τικειµενικής συνάϱτησης απότι στις εξισώσεις Euler. Αυτό πιθανώς να οφείλεται στην εισαγ-
ωγή του µοντέλου τύϱϐης και στη συµπίεση αυτού, προσθέτοντας µία ακόµα πηγή σφάλµα-
τος κατά τη συµπίεση/αποσυµπίεση. Στο πϱόϐληµα αυτό ωστόσο, παρατηρούνται µεγαλύτεϱες

starting airfoil

optimized airfoil
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Σχήµα 5.24: Βελτιστοποιηµένη αεϱοτοµή συµπιεστή για µέγιστη άνωση µετά από 6 κύκλους µε
iSVD(k) και iPGD(M,1)

αποκλίσεις από ότι στις εξισώσεις Euler καθώς ϐέϐαια η µεταϐολή της άνωσης είναι σηµαν-
τικά µικϱότεϱη από ότι στη περίτπωση του κεφαλαίου 5.2. ΄Ενας επιπλέον παράγοντας που
επηϱεάϹει το αποτέλεσµα των τιµών της άνωσης στο σχήµα 5.25 είναι η επαϱκής σύγκλιση
των εξισώσεων καθώς και του µοντέλου τύϱϐης, το οποίο πλέον συνεισφέρει στις παραγώγους.
Η τελική µοϱϕή της αεροτοµής έχει την ακµή εκϕυγής κυϱτωµένη, ώστε να επιτυγχάνεται
µεγαλύτεϱη στϱοϕή της ϱοής και άϱα µεγαλύτεϱη δύναµη στη πτερύγωση. Η περιοχή ανάντη
του κύµατος κϱούσης εµφανώς αυξάνεται, όπως και αυτό εκτείνεται σε µεγαλύτεϱο µήκος
κάθετα στην αεροτοµή (σχήµα 5.27).
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Σχήµα 5.25: Εξέλιξη της άνωσης κατά τη διάϱκεια της ϐελτιστοποίησης
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Σχήµα 5.26: Στιγµιότυπο Mach της ϱοής στη
πτεϱύγωση πϱίν τη ϐελ/ση
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Σχήµα 5.27: Στιγµιότυπο Mach της ϱοής στη
πτεϱύγωση µετά τη ϐελ/ση

Τέλος, παϱουσιάϹεται η επιϐάϱυνση σε υπολογιστικό κόστος εξαιτίας της εϕαϱµογής των
τεχνικών συµµπίεσης, ανά κύκλο ϐελτιστοποίησης σε TCPU δηλαδή σε πολλαπλάσια του
χϱόνου επίλυσης της ϱοής.

iSVD(k) iPGD(M,1)
k/M 5 10 15 5 10 15
TCPU 1.013 1.014 1.015 1.04 1.10 1.21

Πίνακας 5.5: Επιϐάϱυνση υπολογιστικού κόστους λόγω υπολογισµού ΠΧΤ στη ϐελτιστοποίηση
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Κεϕάλαιο 6

Συµπεϱάσµατα και πϱοτάσεις για

µελλοντική έϱευνα

Στην ανά χείϱας διπλωµατική εργασία, παϱουσιάστηκαν 2 µέϑοδοι συµπίεσης δεδοµένων για
να υποστηρίξουν τις απαιτήσεις αποθηκευτικού κόστους της ϐελτιστοποίησης µε τη συνεχή
συϹυγή µέϑοδο για µη-µόνιµες Μ∆Ε στην αεροδυναµική. ∆όϑηκε ιδιαίτερη έµφαση σε προβ-
λήµατα που εµφανίζουν ασυνέχειες καθώς η απότοµη αλλαγή κλιµάκων στη λύση, αποτελεί
µία ακόµα καλή δοκιµασία για τις ΠΧΤ. Ο γενικός στόχος είναι οι παράγωγοι ευαισθη-
σίας, υπολογισµένες µε ΠΧΤ κατά την επίλυση των συϹυγών εξισώσεων (αντί για τα κανονικά
πεδία), να µη διαφέρουν καθόλου από τις παραγώγους κάνοντας χϱήση των πραγµατικών
πεδίων. Τελικός σκοπός είναι οι τεχνικές συµπίεσης, επιτρέποντας µεγάλη µείωση του απο-
ϑηκευτικού χώϱου της χρονοσειράς της λύσης, να καταστήσουν τη ϐελτιστοποίηση µε τη
συϹυγή µέϑοδο για µη-µόνιµα προβλήµατα ϱοής πιό υλοποιήσιµη από στο µηχανικό. Στο
πλαίσιο αυτό, στη διπλωµατική εργασία, συγκρίθηκαν ποσοτικά οι επιδόσεις των τεχνικών
κατασκευής ΠΧΤ, iSVD και iPGD, όσον αϕοϱά την απόδοση στη συµπίεση των αρχικών
χρονοσειρών, καθώς και την ποιότητα των παϱαγώγων ευαισθησίας και κατά συνέπεια της
ϐελτιστοποίησης µε τις αποσυµπιεσµένες χϱονοµέτϱες, σε τϱία διαφορετικά προβλήµατα.

• Κάϑε τεχνική αποθήκευσης συµπιεσµένων χρονοσειρών, για τη µείωση του αποθηκευ-
τικού κόστους της συζυγούς µεθόδου σε χϱονικά µη-µόνιµα προβλήµατα ϱοής πϱέπει
να είναι ϱηµατική στο χϱόνο, ώστε να µην απαιτεί περισσότερη πληροφορία από αυτή
που παϱέχει ο επιλύτης σε κάϑε χϱονικό ϐήµα (η έστω ένα µικϱό σύνολο αυτών) και
να µποϱεί να ανανεώνει την υπάρχουσα προσέγγιση µε την απόκτηση της νέας πληρο-
ϕορίας. Σε κάϑε άλλη πεϱίπτωση, αν ήταν δυνατή η αποθήκευση της χρονοσειράς πϱιν
τη συµπίεσή της, η συγκεκριµένη έρευνα δε ϑα είχε λόγο ύπαϱξης.

• Στην πεϱίπτωση της εξίσωσης Burgers (4.1) η iPGD(M) ήταν σαϕώς ανώτεϱη από
πλευϱάς ποιότητας προσέγγισης της iSV D(k), ενώ υστερούσε σηµαντικά σε υπολογισ-
τικό χϱόνο, πεϱίπου 100 ϕοϱές αυτόν της iSV D, για τις συγκεκριµένες ϱυθµίσεις των
παϱαµέτϱων των τεχνικών. Ωστόσο, το υπολογιστικό κόστος µειώϑηκε δραµατικά όταν
χρησιµοποιήθηκε η εκδοχή του αλγορίθµου µε διαµερίσεις του διαστήµατος ολοκλήρ-
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ωσης. Στην πεϱίπτωση των εξισώσεων Euler (4.2) και Navier-Stokes (4.3) η iSV D(k)
υπερτερεί της iPGD(M) στην ποιότητα αναπαράστασης των ϱοϊκών πεδίων µε χωϱικά
εντοπισµένες ασυνέχειες. Αυτό πιθανώς οφείλεται στη διαφορά της έντασης και έκτασης
των ασυνεχειών στο πεδίο, καθώς όπως ϕάνηκε από την πεϱίπτωση των εξισώσεων Eu-
ler, το iPGD εξαιτίας της αναδιατύπωσης του σφάλµατος που ελαχιστοποιεί, παϱάγει
ΠΧΤ µε οµοιογένεια στην κατανοµή σφάλµατος, ενώ µε το iSV D κάϑε ιδιάζουσα
τιµή πϱοσϑέτει διαφορετική πληροφορία των χαρακτηριστικών της χρονοσειράς, παρά-
γοντας πιο χωϱικά εντοπισµένο σϕάλµα, γύϱω από τα "χαρακτηριστικά" του πϱος
συµπίεση πεδίου, δηλαδή την ασυνέχεια.

• Η υιοθέτηση της "παραθυρικής" στο χϱόνο εκδοχής iPGD(M,L) του iPGD είναι
αναγκαία για υψηλότερους λόγους συµπίεσης από αυτούς που παϱουσιάστηκαν (CR 2:10).
Σε αυτή τη διπλωµατική εργασία, οι προσοµοιώσεις ΥΡ∆ µε τις εξισώσεις Euler και NS
είχαν λίγα χϱονικά ϐήµατα πϱάγµα που συνεπάγεται και χαµηλούς λόγους συµπίεσης.
Ωστόσο, τα πλέγµατα που χρησιµοποιήθηκαν είχαν "ϱεαλιστικές" διαστάσεις. Αυξάνον-
τας τον αριθµό των χϱονικών ϐηµάτων της προσοµοίωσης (σε λογικό πλαίσιο που
µποϱεί να υπολογιστούν από τους υπολογισµούς της ενότητας 3.2.1), µποϱεί να ϕανεί η
αξία των µεϑόδων αυτών µε λόγους συµπίεσης που ξεπερνούν το CR = mn

M(m+n) > 100
για µία 2∆ πεϱίπτωση µε m = 87000, n > 1000 και M = 10. Στην πεϱίπτωση αύξησης
των ϐηµάτων ϑα είναι αναγκαία η υιοθέτηση της παραθυρικής στο χϱόνο εκδοχής,
η οποία ϑα επιϕέϱει κάποια µείωση στο λόγο συµπίεσης, όπως µελετήϑηκε στο κε-
ϕάλαιο 4.1, αλλά κάτι τέτοιο εξαρτάται σε πολύ µεγάλο ϐαθµό από την πληροφορία
της χρονοσειράς που καλείται να συµπιεστεί.

• Σε κάϑε σενάϱιο, ακόµα και µε την υλοποίηση της παραθυρικής εκδοχής, του iPGD(M,
L), το iPGD υστερεί από πλευϱάς υπολογιστικού κόστους έναντι του iSVD, επιβαρύνον-
τας περισσότερο τη ϐελτιστοποίηση. Ωστόσο, χρησιµοποιώντας τη "παραθυρική" στο
χϱόνο εκδοχή, το κόστος µειώνεται σηµαντικά. Σε κάϑε πεϱίπτωση η µέγιστη επιϐάϱυνση
στο χϱόνο επίλυσης ενός κύκλου κατά τη ϐελτιστοποίηση είχε συντελεστή 1.21, µία
αρκετά ικανοποιητική τιµή. Σε προβλήµατα µε διαφορετικά χαρακτηριστικά, τo iPGD
πιθανώς να υπερτερεί και του iSVD.

• Κατά τη συµπίεση της χρονοσειράς της λύσης της εξίσωσης Burgers, για την ικανοποι-
ητική προσέγγιση του πεδίου χρειάζονται 10 ϐάσεις iPGD το οποίο υπερτερεί. Ωστόσο,
αυτό κοστίϹει 165 όσο επιλύσεις της αρχικής εξίσωσης και άϱα κρίνεται ως ανεπαϱκές.
Με την εφαρµογή της παραθυρικής εκδοχής του iPGD, ο χϱόνος µειώνεται στις 5
επιλύσεις και η ακϱίϐεια διατηρείται ενώ επιτυγχάνεται λόγος συµπίεσης CR = 14
αντί του CR = 9 για 10 ϐάσεις σε ένα "παϱάϑυϱο". Στις εξισώσεις Euler, καθώς το πϱος
συµπίεση πεδίο εµφανίζει απαιτητικά χαρακτηριστικά, τα έντονα κύµατα κϱούσης που
κινούνται κατά µήκος της αεροτοµής, οι λόγοι συµπίεσης κυµαίνονται από 10 ως 2 µε
σφάλµατα 3% µε 1.5% για τα στιγµιότυπα µε τις πιο ήπιες ασυνέχειες και 8% µε 4%
για αυτά µε τις αρκετά έντονες ασυνέχειες. Τέλος, στις εξισώσεις NS στο 2∆ πτερύγωση,
καθώς το πεδίο εµφάνιζε µικϱότεϱης έντασης κύµα κϱούσης, τα σφάλµατα κυµαίνον-
ται από 1& ως 0.01% ενώ οι λόγοι συµπίεσης από 6 ως 2, λόγω του µεγάλου αριθµού
κόµϐων.

• Πιστοποιείται ότι οι µέϑοδοι συµπίεσης δεδοµένων, εφαρµοσµένες στη ϐελτιστοποίηση
µε τη συϹυγή µέϑοδο για µη-µόνιµα προβλήµατα δε επηρεάζουν το αποτέλεσµα της
ϐελτιστοποίησης. Στα δύο τελευταία προβλήµατα, η ϐελτιστοποίηση µε κάϑε ϱύϑµιση
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των τεχνικών συµπίεσης που δοκιµάστηκε, παρήγαγε αποδεκτές αεροδυναµικές µορ-
ϕές, χωϱίς εµφανείς αποκλίσεις. Επίσης, το επιπλέον υπολογιστικό κόστος κάϑε κύκ-
λου (λαµβάνοντας υπ’ όψη την καλύτεϱη δυνατή πεϱίπτωση, το iSVD) ήταν αµελητέο.

• Φυσικά, η ποιότητα της ΠΧΤ αυξάνεται µε αύξηση των παϱαµέτϱων που ελέγχουν
την ακϱίϐειά της (τάξη αποκοπής+πλήϑος ϐάσεων) αλλά παϱάλληλα αυξάνονται και οι
απαιτήσεις σε υπολογιστικό χϱόνο.

Τέλος επισηµαίνονται κάποια σηµεία που µποϱούν να εϱευνηϑούν στο µέλλον, µε σκοπό
την αύξηση της ευϱωστίας των τεχνικών συµπίεσης δεδοµένων στη ϐελτιστοποίηση µε τη
συϹυγή µέϑοδο, για την εϕαϱµογή τους σε µεγαλύτεϱη ποικιλία πϱοϐληµάτων, που είναι και
ο απόλυτος στόχος.

• Είναι εµφανές πως η µέϑοδος του iPGD είναι ϑεµιτό να χρησιµοποιείται µόνο στην
παραθυρική εκδοχή της. Η εκδοχή µε ολόκληϱο το χϱονικό διάστηµα να προσεγ-
γίζεται από τις ίδιες ϐάσεις, για ένα ϐιοµηχανικού επιπέδου πϱόϐληµα, καθίσταται
απαγορευτική από πλευϱάς υπολογιστικού κόστους. Συνεπώς, πϱέπει να διατυπωθεί
µία στϱατηγική ευριστική ή µή, για τον οϱϑό διαµερισµό του διαστήµατος χϱονικής
ολοκλήρωσης. Καθώς η iPGD ελαχιστοποιεί ένα σϕάλµα που αποτελείται από: την
απόσταση του νέου στιγµιοτύπου της χρονοσειράς από τις νέες ϐάσεις + την απόσταση
της νέας προσέγγισης από την ως τότε προσέγγιση, έστω fc η ως τώϱα προσέγγιση και

fn η νέα, δηλαδή
∥∥∥fn − UK+1

i

∥∥∥2

x
+w ‖fn − fc‖2) είναι εµφανές πως όταν το νέο στιγµιό-

τυπο "διαφέρει" σηµαντικά από τα προηγούµενα, τότε οι ανανεωµένες ϐάσεις ϑα κυρι-
αρχούνται από τα χαρακτηριστικά αυτού του στιγµιοτύπου, πϱάγµα που ϑα αλλοίωνε
τη fc. Συνεπώς, είναι ϑεµιτός ένας τϱόπος δυναµικού προσδιορισµού του πλήϑους
των στιγµιοτύπων που ϑα περιέχουν τα χϱονικά παϱάϑυϱα, λαµβάνοντας υπόψη προσ-
διορισµένα από το χϱήστη, κάτω όϱια στο λόγο συµπίεσης CR. Αυτό ϑα µποϱούσε
να υλοποιηθεί, πολιτικοποιώντας τη διαφορά µεταξύ της UK+1

i και της fn µέσα από
κατάλληλες µετϱικές και εκφράζοντας κϱιτήϱια για το εάν το νέο στιγµιότυπο πϱέπει
να προστεθεί στις υπάρχουσες ϐάσεις, ή να δηµιουργηθεί νέο χϱονικό παϱάϑυϱο.
Ωστόσο, κατά την προσπάθεια αυτή, πϱέπει να λυθούν προβλήµατα υλοποίησης όπως
αυτό της δυναµικής δέσµευσης µνήµης που ϑα είναι απαϱαίτητη, καθώς ϑα πϱέπει να
αυξάνονται οι διαστάσεις των Tµk όσο προχωρά ο υπολογισµός της ΠΧΤ.

Συµπεϱασµατικά, γίνεται εµφανές πως η εξοικονόµηση αποθηκευτικού χώϱου κατά τη ϐελτιστοποίηση
χωϱίς συµϐιϐασµό στην ποιότητα των αποτελεσµάτων, καθιστά πολύ πιο εφαρµόσιµη τη ϐελτιστοποίηση
µε τη συϹυγή µέϑοδο και σε µη-µόνιµα προβλήµατα σε ϐιοµηχανικές εφαρµογές ϐελτιστοποίησης,
που ως τώϱα ήταν δύσκολο να υλοποιηϑούν[39].
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