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Περίηψη
Στόος της διπματικής ερασίας είναι η παρουσίαση, ανάυση και πιστο-

ποίηση μεόδν ετιστοποίησης, οι οποίες ασίζονται στους Εξεικτικούς
αορίμους (ΕΑ), και αξιοποιούν Ανάυση σε Κύριες Συνιστώσες (Principal
Component Analysis), ια να αυξήσουν την αποτεεσματικότητά τους.
Η ετιστοποίηση με ΕΑ ερευνάται τα τεευταία ρόνια από τη Μονάδα

Παράηης Υποοιστικής Ρευστομηανικής & Βετιστοποίησης (ΜΠΥΡ&Β)
του Εραστηρίου Θερμικών Στροιομηανών (ΕΘΣ) του ΕΜΠ. Στο παίσιο
αυτής της έρευνας, διαμορφώηκε και αναπτύσσεται το οισμικό EASY , το
οποίο παρέει τη δυνατοτητα επίυσης σύνετν προημάτν ετιστοποί-
ησης με ρήση ΕΑ. Βασικό πεονέκτημα του EASY είναι η ευειξία που το
αρακτηρίζει. Σε συνδυασμό με το απαραίτητο, κάε φορά, πρόραμμα αξιο-
όησης, είναι δυνατή η εύρεση τν έτιστν ύσεν ια μεάο εύρος
μηανοοικών προημάτν.
Η ασική αδυναμία τν ΕΑ ρίσκεται στον μεάο αριμό αξιοοήσεν

υποψήφιν ύσεν που απαιτείται ια τον εντοπισμό τν έτιστν ύσεν.
Κάτι τέτοιο είναι ιδιαίτερα εμφανές σε προήματα μεάης κίμακας της
ιομηανίας, όπου η αξιοόηση μίας υποψήφιας ύσης έει σημαντικό υπο-
οιστικό και ρονικό κόστος.
Την αδυναμία αυτή επιειρούν να αντιμετπίσουν οι Εξεικτικοί Αό-

ριμοι Υποοηούμενοι με Μεταπρότυπα (Metamodel-Assisted Evolutionary



Algorithms - MAEAs). Οι ΜΑΕΑ κατασκευάζουν προσειστικά μοντέα
της αντικειμενικής συνάρτησης, τα οποία απαιτούν εάιστο υποοιστικό
κόστος, και επιτρέπουν τον καορισμό τν υποσόμενν ύσεν ενός προ-
ήματος, ρίς να καταφεύουν σε κήσεις του ακριούς οισμικού αξιο-
όησης. Με αυτόν τον τρόπο, μπορεί να μειεί σημαντικά ο ρόνος που
ρειάζεται ια την επίυση ενός προήματος ετιστοποίησης.
Η ρήση μεταπροτύπν ετιώνει την επίδοση τν ΕΑ, δεν αναιρεί στόσο

το ασικό τους μειονέκτημα. Για το όο αυτό, αναζητώνται διαρκώς νέες
τενικές που α επιτρέψουν στους ΕΑ να εαιστοποιήσουν όσο το δυνατόν
περισσότερο τη ρήση του ακριούς οισμικού αξιοόησης.
Στην ερασία αυτή, αυτό επιτυάνεται με ρήση μεόδν Ανάυσης σε

Κύριες Συνιστώσες (ΑσΚΣ). Οι στατιστικές αυτές μέοδοι ρησιμοποιούνται
ια την ανάυση μεάν συνόν δεδομένν. Ουσιαστική ειτουρία τους
είναι να ορίζουν ένα καινούριο σύνοο μεταητών, στατιστικά ασυσέτιστν
μεταξύ τους, επιτρέποντας έτσι τον εντοπισμό σημαντικών αρακτηριστικών
του σετ δεδομένν και την οικονομικότερη αναπαράσταση τους. Παρουσιάζο-
νται και ρησιμοποιούνται δύο ξεριστές μέοδοι ΑσΚΣ: η ραμμική ΑσΚΣ
(linear PCA), στην οποία το νέο σύνοο μεταητών προκύπτει από ραμ-
μικό μετασηματισμό τν αρικών, και η ΑσΚΣ με ρήση συναρτήσεν (μη-
ραμμικού) πυρήνα (Kernel PCA). Η δεύτερη αποτεεί μια ενίκευση της
πρώτης, η οποία εκμεταεύεται τις ιδιότητες ενός μη-ραμμικού μετασημα-
τισμού ια να εντοπίσει πιο σύνετα αρακτηριστικά του σετ δεδομένν.
Κάε μία από τις δύο μεόδους ΑσΚΣ, εφαρμόζεται στο σύνοο αποό-

νν κάε ενιάς του ΕΑ, και παρέει πηροφορία ια τα αρακτηριστικά του
ώρου σεδιασμού του προήματος.Η απόδοση τν ΕΑ μπορεί να ετιώεί
με δύο διαφορετικούς τρόπους ια κάε μέοδο: με την εφαρμοή τν τε-
εστών εξέιξης σε ονείς ορισμένους ς προς το νέο σύνοο μεταητών
που προκύπτει, ευνοώντας έτσι την παραή ποιοτικότερν υποψήφιν ύ-
σεν (εκδοή EA(PCA) ), και με αποκοπή διαστάσεν κατά την εκπαίδευση
τν μεταπροτύπν (εκδοή M(PCA)AEA). Η εκπαίδευση μεταπροτύπν α-
μηότερης διάστασης, η οποία ίνεται αποκόπτοντας τις ιότερο σημαντικές
μεταητές, είναι φηνότερη υποοιστικά, ενώ μπορεί να αυξήσει και την
ακρίειά τους.
Οι τρόποι αξιοποίησης που περιράφηκαν, μπορούν να εφαρμοστούν μαζί

ή και ξεριστά σε έναν ΕΑ. Έτσι προκύπτουν ποές διαφορετικές εκδο-
ές τν συματικών ΕΑ και ΜΑΕΑ, που μπορούν να ονομαστούν ανάοα
με τη μέοδο ΑσΚΣ που ρησιμοποιείται, και τον τρόπο αξιοποίησής της:
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EA(L), EA(K), M(L)AEA, M(K)AEA, M(L)AEA(L), M(K)AEA(K), όπου
το ράμμα L (Linear) ή K (Kernel) προσδιορίζει τη μέοδο ΑσΚΣ, ενώ η
έση του στο ακρνύμιο τη ρήση της.
Οι προτεινόμενες εκδοές, οι οποίες υοποιούνται από το οισμικό EASY,

ρησιμοποιούνται ια την επίυση προημάτν ετιστοποίησης. Συκεκρι-
μένα, ίνεται μεέτη τριών μαηματικών προημάτν, δύο προημάτν μη-
ανοοικού σεδιασμού, και ενός προήματος αεροδυναμικής ετιστοποί-
ησης. Κάε πρόημα επιύεται με διάφορες από τις εκδοές που αναφέρονται
παραπάν και, στη συνέεια, ίνεται σύκριση της αποτεεσματικότητάς τους
με τους συματικούς ΕΑ και ΜΑΕΑ.
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Abstract

The aim of this diploma thesis is to present and validate optimization
methods based on Evolutionary Algorithms (EAs), which utilize Principal
Component Analysis (PCA) in order to increase their efficiency.

EA-based optimization has been adequately developed over the last years
at the Parallel CFD & Optimization Unit (PCOpt) of the Laboratory of
Thermal Turbomachines (LTT) of the NTUA. During the last decades, the
EASY optimization software has been developed. EASY is an EA-based,
flexible all-purpose optimization tool. Coupled with the appropriate problem-
specific evaluation program, it can compute the optimal solution to a wide
range of optimization problems.

The major weakness of EA’s is the large number of candidate solutions
that must be evaluated, in order for the evolution process to take place.
This difficulty is accentuated in large-scale industrial optimization problems,
where the evaluation of a single candidate solution is very expensive, in terms
of both wall-clock time and computational cost. For this purpose, Metamodel-
Assisted Evolutionary Algorithms (MAEAs) have been developed. The role
of MAEAs is to construct approximate models of the objective function(s)
to be optimized. These models, called metamodels or surrogate evaluation
models, are computationally cheap, and allow for the detection of the most
promising candidate solutions, without resorting to the expensive problem-
specific evaluation program. The time and computational resources required
for the optimization process can be greatly reduced in this way.



The use of metamodels significantly improves the performance of EAs,
however their major setback remains; therefore, new techniques are being re-
searched that will allow for an EA with minimal usage of the costly evaluation
software.

In this diploma thesis, this is accomplished through the use of Principal
Component Analysis (PCA), applied to an appropriate dataset. PCA is a
statistical tool used for analyzing large sets of data. Its function is to define
a new set of variables, which describe data in a statistically uncorrelated way.
This can facilitate the separation between noise and signal and the detection
of patterns in the dataset. Two separate PCA methods are presented and used
in this diploma thesis: Linear PCA, in which the new set of variables is the
result of an orthogonal transformation of the original variables, and Kernel
PCA. The latter is a generalization of the former, utilizing properties of a
non-linear transformation in order to detect a great variety of characteristics
in the dataset, a technique known as “the kernel trick”.

Principal component analysis is performed on the set of offspring pro-
duced by the EA in each generation, providing information about the nature
of the problem’s design space. The results of the analysis can be used to
increase the EA’s performance in two different ways: by applying the evo-
lutionary operators of mutation and crossover to parents expressed in terms
of the new variables, thus producing candidate solutions of higher quality (a
variant that is called EA(PCA) ), or by training metamodels of lesser dimen-
sionality (a variant called M(PCA)AEA). This reduction in dimensionality
produces metamodels of improved predictive ability that are also computa-
tionally cheaper to train.

The above mentioned methods can be used separately or in conjunction
with each other. This leads to several variants of the conventional EAs and
MAEAs, which can be named accordingly, depending on the chosen PCA
method and its use: EA(L), EA(K), M(L)AEA, M(K)AEA, M(L)AEA(L),
M(K)AEA(K), where the letter L or K is used for a linear or kernel method
respectively.

The proposed methods are implemented using the EASY software and
applied to optimization problems: specifically three mathematical problems,
two cases of pseudo-engineering optimization exercises, and a case of aero-
dynamic optimization are studied. Each problem is solved using the variants
mentioned above and their performances are compared to those of the con-
ventional EA and MAEA.
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CFD Computational Fluid Dynamics
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PCopt Parallel CFD & Optimization Unit
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Κεφάαιο 1

Εισαή

1.1 Πρόοος
Οι εξεικτικοί αόριμοι (Evolutionary Algorithms ΕΑ) αποτεούν δια-

δεδομένη μέοδο ετιστοποίησης ό της απότητας και ευειξίας που τους
αρακτηρίζει. Βασικό στοιείο ειτουρίας τους είναι η ορανμένη παρα-
ή και δοκιμή πηυσμών ύσεν. Με αυτόν τον τρόπο αναδεικνύονται
διαρκώς οοένα και καύτερες ύσεις του προήματος, οδεύοντας έτσι προς
το έτιστο.
Οι ΕΑ είναι εξαιρετικά ευπροσάρμοστοι σε οποιοδήποτε πρόημα, αφού

το μόνο που απαιτούν είναι η ύπαρξη ενός οισμικού αξιοόησης που α
τους επιτρέψει να πραματοποιήσουν αυτή τη διαδικασία εξέιξης προς τις
έτιστες ύσεις. Ταυτόρονα, εκεί ρίσκεται και η αδυναμία τους: τα οι-
σμικά αξιοόησης ύσεν στα προήματα ετιστοποίησης μεάης κίμα-
κας, (.. στα προήματα υποοιστικής ρευστοδυναμικής - ΥΡΔ ή CFD)
απαιτούν μεάο κόστος, τόσο υποοιστικό, όσο και ρονικό. Συνεπώς η
δοκιμή ποών ύσεν σε ένα τέτοιο πρόημα κρίνεται ασύμφορη.
Για το όο αυτό, αναπτύσσονται διαρκώς νέες τενικές που τροποποιούν

τους ΕΑ και επιειρούν να αντισταμίσουν αυτό το μειονέκτημα. Τέτοιες εί-
ναι η δυνατότητα παράηης αξιοόησης τν ύσεν ενός πηυσμού[10],
ο συνδυασμός (υριδισμός) τους με αιτιοκρατικές μεόδους ετιστοποίησης
[23] καώς και η ρήση μεταπροτύπν[2]. Τα μεταπρότυπα αποτεούν μεό-
δους προσειστικού υποοισμού τν τιμών τν αντικειμενικών συναρτή-
σεν ενός προήματος, οι οποίες επιτρέπουν τον καορισμό τν περισσό-
τερο υποσόμενν ύσεν, ρίς να καταφεύουν στο ακριό και ρονοόρο
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πραματικό οισμικό αξιοόησης.
Η ρήση εξεικτικών αορίμν υποοηούμενν από μεταπρότυπα (Meta-

model Assisted Evolutionary Algorithms - ΜΑΕΑ) έει επεκτείνει τη ρήση
τους σε πού μεαύτερο εύρος προημάτν ετιστοποίησης. Ωστόσο, το
ασικό μειονέκτημά τους παραμένει, και οποιαδήποτε απόπειρα περαιτέρ ε-
τίσής τους πρέπει να στοεύει στην επιπέον εξοικονόμηση κήσεν του
ακριούς και, συνής ακριού, οισμικού αξιοόησης.

1.2 Σκοπός της Διπματικής Ερασίας
Σκοπός της διπματικής ερασίας είναι η παρουσίαση και πιστοποίηση

εκδοών τν ΕΑ και ΜΑΕΑ, οι οποίες ρησιμοποιούν μεόδους Ανάυσης
σε Κύριες Συνιστώσες (ΑσΚΣ - Principal Component Analysis - PCA).
Η ΑσΚΣ είναι μια μέοδος στατιστικής ανάυσης, η οποία εφαρμοζό-

μενη σε κάποιο αρακτηριστικό σύνοο του εξεικτικού αορίμου, εντοπίζει
ραμμικά διαρίσιμα αρακτηριστικά του ώρου σεδιασμού και τα διατάσ-
σει ς προς τη σημαντικότητά τους. Με αυτόν τον τρόπο πραματοποιείται
ένας επανακαορισμός του συνόου τν μεταητών σεδιασμού, ώστε να
έει ιδιότητες που οηούν στην ταύτερη επίυση του προήματος.
Τα αποτεέσματα της ανάυσης μπορούν να αξιοποιηούν με δύο τρόπους

από τον εξεικτικό αόριμο: με εφαρμοή τν τεεστών εξέιξης σε ο-
νείς και αποόνους εκπεφρασμένους ς προς τις νέες μεταητές σεδιασμού,
αυξάνοντας έτσι την πιανότητα παραής ποιοτικότερν ύσεν, ή με την
εκπαίδευση αξιόπιστν μεταπροτύπν αμηότερης διάστασης, η οποία συμ-
αίνει με αποκοπή τν ιότερο σημαντικών μεταητών, όπς αυτές υποο-
ίστηκαν.
Η ιδέα “ενίσυσης” τν ΕΑ και ΜΑΕΑ από τη μέοδο ΑσΚΣ έει ανα-

πτυεί και στο παρεόν από τη Μονάδα Παράηης Υποοιστικής Ρευ-
στομηανικής & Βετιστοποίησης (ΜΠΥΡ&Β) του Εραστηρίου Θερμικών
Στροιομηανών (ΕΘΣ) του ΕΜΠ [6, 7]. Στην ερασία αυτήν, η εφαρμοή
της ανάυσης ια την εκπαίδευση τν μεταπροτύπν ίνεται με διαφορετική
οική (αποκόπτονται οι μεταητές που αντιστοιούν σε αμηότερη διακύ-
μανση, ερώντας ότι παρέουν ιότερο ρήσιμη πηροφορία ), ενώ επιπέον
προτείνεται και αξιοοείται και η ρήση Ανάυσης σε Κύριες Συνιστώσες
με συναρτήσεις πυρήνα (Kernel PCA). Πρόκειται ουσιαστικά ια μια ενί-
κευση της απής μεόδου ΑσΚΣ, με επιπέον υποοιστικά ήματα, που επι-
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τρέπουν τον εντοπισμό και μη-ραμμικά διαρίσιμν αρακτηριστικών του
ώρου σεδιασμού.
Οι δύο τρόποι αξιοποίησης που αναφέρηκαν παραπάν μπορούν να ρη-

σιμοποιηούν ξεριστά, αά και μαζί ια την κάε μέοδο, δημιουρώ-
ντας έτσι διάφορες εκδοές: M(L)AEA, EA(L), MAEA(L), M(L)AEA(L),
M(K)AEA, EA(K), MAEA(K), M(K)AEA(K) , όπου το ράμμα L ή K αντι-
στοιεί στη μέοδο ΑσΚΣ που πραματοποιείται, ενώ η έση του στην αρή
ή στο τέος του ακρνυμίου υποδηώνει τη ρήση του στο μεταπρότυπο ή
στους εξεικτικούς τεεστές, αντίστοια. Όες αυτές οι διαφορετικές εκδο-
ές υοποιούνται από το οισμικό ετιστοποίησης EASY .
Στη συνέεια, πραματοποιείται επίυση προημάτν ετιστοποίησης

ρησιμοποιώντας τις εκδοές αυτές, προκειμένου να διαπιστεί η ρησιμό-
τητα τους και να εξαούν συμπεράσματα από τη σύκρισή τους.

1.3 Δομή της Ερασίας
• Το κεφάαιο 2 αποτεεί μια εισαή στη ετιστοποίηση με ΕΑ. Αρ-
ικά δίνεται το μαηματικό υπόαρο τν προημάτν ετιστοποί-
ησης και αναφέρονται οι ασικές έννοιες της μονοκριτηριακής και πο-
υκριτηριακής ετιστοποίησης. Επίσης ίνεται μια σύντομη αντιπαρα-
οή μεταξύ στοαστικών και αιτιοκρατικών μεόδν. Στη συνέεια,
εισάεται η έννοια τν ΕΑ, και περιράφεται η δομή και ειτουρία του
συματικού (μ,)ΕΑ. Εξηείται η σημασία και ειτουρία τν μεταπρο-
τύπν ενικά και, κατόπιν, αναύονται τα τενητά νευρνικά δίκτυα.
Τέος, παρουσιάζεται το οισμικό EASY , το οποίο ρησιμοποιήηκε
ς άση δόμησης τν μεόδν ια την επίυση τν μεετούμενν προ-
ημάτν.

• Στο κεφάαιο 3, ορίζεται η έννοια του “κακώς τοποετημένου” προή-
ματος και εξηείται πώς η ιδιότητα αυτή, μαζί με το μεάο πήος δια-
στάσεν που αρακτηρίζουν τα περισσότερα προήματα μηανοοι-
κού σεδιασμού, επιαρύνει σημαντικά την επίδοση τν ΕΑ και ΜΑΕΑ.
Αναύεται η ερία της ραμμικής ανάυσης σε κύριες συνιστώσες, και
οι τρόποι με τους οποίους αυτή εφαρμόζεται στον ΕΑ, ώστε να ε-
τιώσει τη ειτουρία του στην αντιμετώπιση “κακώς τοποετημένν”
προημάτν υψηής διάστασης.
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Στη συνέεια, αναπτύσσεται η ερία της ΑσΚΣ με ρήση συναρτή-
σεν πυρήνα. Σύμφνα με αυτήν, το σύνοο τν αποόνν απεικονί-
ζεται μέσ μιας μη-ραμμικής συνάρτησης σε ένα ώρο πού μεάης
(πρακτικά άπειρης) διάστασης, ώστε να διεξαεί εκεί μια “ισυρότερη”
ραμμική ΑσΚΣ.
Φυσικά, εάν οι υποοισμοί πραματοποιούνταν όντς σε έναν τέτοιο
ώρο τεράστιας διάστασης α επέφεραν και απαορευτικό υποοιστικό
κόστος. Kάνοντας όμς ρήση τν ιδιοτήτν τν συναρτήσεν πυρήνα
οι υποοισμοί μεταφέρονται τεικά σε ένα ώρο διάστασης ίσης με
το πήος του συνόου αποόνν. Η διαδικασία αυτή, η οποία είναι
νστή με τον όρο “τένασμα πυρήνα” (kernel trick), είναι εκείνη που
καιστά τεικά δυνατό τον προσδιορισμό σημαντικών μη-ραμμικών α-
ρακτηριστικών του ώρου σεδιασμού. Τα αποτεέσματα αυτής της με-
όδου μπορούν να ρησιμοποιηούν με τρόπο όμοιο αυτού της ραμμικής
ΑσΚΣ ια να ανααμίσουν τις επιδόσεις τν ΕΑ & ΜΑΕΑ.

• Στο κεφάαιο 4, ίνεται παρουσίαση έξι προημάτν ετιστοποίησης:
πρόκειται ια τρία μαηματικά προήματα, δύο αποποιημένα προή-
ματα μηανοοικού σεδιασμού και ένα πρόημα ετιστοποίησης
αεροτομής. Κάε ένα από αυτά επιύηκε με ρήση του απού ΕΑ ή
και ΜΑΕΑ, καώς και με ρήση τν παρααών που αναφέρονται στο
προηούμενο κεφάαιο. Συνοικά δοκιμάστηκαν όες οι παρααές,
και έμφαση δόηκε σε αυτές που κάνουν εφαρμοή ΑσΚΣ στους εξε-
ικτικούς τεεστές μόνο (ΕΑ(L), ΕΑ(Κ)), καώς και στο συνδυασμό
σε τεεστές εξέιξης και μεταπρότυπα (M(L)AEA(L), Μ(Κ)ΑΕΑ(Κ)).
Τα αποτεέσματα από τις πορείες σύκισης συκεντρώνονται σε δια-
ράμματα, στα οποία ίνονται παρατηρήσεις και σοιασμός.

• Tέος, στο κεφάαιο 5, ίνεται ανακεφααίση και εξαή συμπερα-
σμάτν ια το σύνοο τν αποτεεσμάτν.
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Κεφάαιο 2

Βετιστοποίηση Με Χρήση
Εξεικτικών Αορίμν

2.1 Γενικά ια τη Βετιστοποίηση
Η ετιστοποίηση είναι μια επιστήμη με ευρύ φάσμα εφαρμοών σε διά-

φορους τομείς όπς, η επιστημονική έρευνα, τα ρηματοπισττικά, η ιομη-
ανική παραή και η οράνσή της. Όπς υποδηώνει το όνομά της, η
διαδικασία δεν στοεύει απώς στη ύση ενός προήματος, αά στην ανα-
ζήτηση και εύρεση τν έτιστν ύσεν.
Από τη σκοπιά του μηανικού, ετιστοποίηση εφαρμόζεται κατά το σε-

διασμό μηανοοικών προϊόντν, από τα πού απά (.. ένας οδονττός
τροός ή μια μορφή αεροτομής), ές και τα πέον σύνετα (.. ένα κιώ-
τιο ταυτήτν ή ένα αεροσκάφος). Συνής τα κριτήρια ς προς τα οποία
διεξάεται είναι η ετίση της ποιότητας (ια παράδειμα αύξηση ενός α-
μού απόδοσης ή του συντεεστή άνσης), σε συνδυασμό με τη μεαύτερη
δυνατή εξοικονόμηση κόστους. Ταυτόρονα, οι προδιαραφές αά και τα
φυσικά μοντέα που περιράφουν τα μηανοοικά προήματα έτουν ένα
σύνοο από περιορισμούς εντός τν οποίν πρέπει να ρίσκεται μια αποδεκτή
(feasible) ύση. Μια έτιστη ύση οιπόν οφείει να ισορροπεί ανάμεσα σε
όες αυτές τις αντίρροπες τάσεις.
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Μαηματική Διατύπση Προημάτν Βετιστοποίησης
Ένα πρόημα ετιστοποίησης MT στόν εκφράζεται μαηματικά στη

ενική μορφή:

min f⃗(x⃗) = min [f⃗1(x⃗), . . . , ⃗fMT
(x⃗)] (2.1)

c⃗ ≤ d⃗ (2.2)

όπου το διάνυσμα x⃗ συκεντρώνει τις Ν μεταητές σεδιασμού, το διάνυσμα
f⃗ ονομάζεται διάνυσμα αντικειμενικών συναρτήσεν (objective functions) ή
διάνυσμα συναρτήσεν στόου, και αντιπροσπεύει την ποιότητα της υποψή-
φιας ύσης, ενώ τα c⃗ και d⃗ εκφράζουν τους περιορισμούς. Κάε συνιστώσα xi

του διανύσματος x⃗ φράσσεται κάτ και πάν από τους πραματικούς αριμούς
xlow
i , xupp

i , οι οποίοι ορίζουν το ώρο σεδιασμού (design space).
Στα προήματα όπου στόος είναι η μειστοποίηση κάποιας ποσότητας

q (η οποία μπορεί να είναι .. ένας αμός απόδοσης), το πρόημα μπορεί
να μετατραπεί σε πρόημα εαιστοποίησης ερώντας f = −q.

Προήματα Ενός και Ποών Στόν
Σημαντική είναι η διάκριση ανάμεσα στα προήματα μονοκριτηριακής και

πουκριτηριακής ετιστοποίησης (single-objective και multi-objective opti-
mization - SOO & MOO). Ο καορισμός της έτιστης ύσης τν πρώτν
μπορεί να ίνει άμεσα, εφόσον αυτή ορίζεται ς x⃗∗ : f(x⃗∗) ≤ f(x)∀x, και εί-
ναι συνής μοναδική. Στην περίπτση ποών συναρτήσεν-στόν όμς,
οι οποίες πιανότατα α είναι και αντικρουόμενες μεταξύ τους (προφανώς
καύτερη ποιότητα σημαίνει και υψηότερο κόστος), ο καορισμός του έ-
τιστου δεν είναι μονοσήμαντος. Για το όο αυτό εισάονται οι έννοιες της
κατά Pareto κυριαρίας (Pareto dominance) και του μετώπου Pareto (Pareto
front).
Μία υποψήφια ύση x⃗ έεται ότι κυριαρεί κατά Pareto μιάς άης ύσης

y⃗, αν και μόνο αν, όες οι τιμές τν συναρτήσεν στόν fi(x⃗) είναι μικρό-
τερες ή ίσες από τις αντίστοιες fi(y⃗), ενώ ταυτόρονα υπάρει τουάιστον
μία συνάρτηση στόου ια την οποία η ύση x⃗ είναι καύτερη από την y⃗. Ο
ορισμός διατυπώνεται μαηματικά ς:

x⃗ ≺ y⃗ ⇐⇒ fi(x⃗) ≤ fi(y⃗)∀i ∈ {1, . . . ,M}∧ ∃k ∈ {1, . . . ,M} : fk(x⃗) < fk(y⃗)
(2.3)
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Μια ύση x⃗∗ αρακτηρίζεται ς έτιστη κατά Pareto , όταν δεν υπάρει
άη ύση y⃗ τέτοια ώστε y ≺ x∗. Tο σύνοο τν κατά Pareto έτιστν
ύσεν ορίζει μια υπερεπιφάνεια στον ώρο τν MT συναρτήσεν στόν, η
οποία ονομάζεται μέτπο μη-κυριαρούμενν ύσεν ή μέτπο Pareto. Πε-
ρισσότερα ια τα προήματα ποών στόν αναφέρονται στο αντίστοιο
παράρτημα.

Αιτιοκρατικές και Στοαστικές Μέοδοι
Γενικά, οι μέοδοι ετιστοποίησης διακρίνονται σε αιτιοκρατικές (deter-

ministic) και στοαστικές (stochastic). Η διάκριση έει να κάνει με τον τρόπο
εξερεύνησης του ώρου σεδιασμού. Οι πρώτες ξεκινούν από μια υποψήφια
ύση x⃗ και επιειρούν να τη ετιώσουν ώντας την διαδοικά προς μια
“ευνοϊκή” κατευυνση που προκύπτει κάε φορά από υποοισμό ή προσέ-
ιση τν παραών τν αντικειμενικών συναρτήσεν. Οι δεύτερες στηρίζο-
νται στην “ορανμένα τυαία” ή τυηματική παραή ποών υποψήφιν
ύσεν, διαδικασία που οδηεί στατιστικά στην προσέιση τν έτιστν
ύσεν x⃗∗.
Βασικό πεονέκτημα τν αιτιοκρατικών μεόδν ετιστοποίησης είναι η

μεάη ταύτητα σύκισης στη έτιστη ύση. Ταυτόρονα όμς, η σύ-
κιση αυτή μπορεί να καταήξει σε κάποιο τοπικό ακρότατο διαφορετικό
από το οικό έτιστο του προήματος, ανάοα με το σημείο εκκίνησης
της μεόδου. Για την εφαρμοή μιας τέτοιας μεόδου απαιτείται η δυνατότητα
υποοισμού ή προσέισης τν παραών τν συναρτήσεν στόν, κάτι
που δεν μπορεί πάντα να ίνει με ακρίεια ή οικονομικά. Μια άη αδυναμία
τν αιτιοκρατικών μεόδν είναι η δυσκοία επέκτασης ή ενίκευσής τους σε
διαφορετικά προήματα.
Από την άη, στις στοαστικές μεόδους ετιστοποίησης η σύκιση

είναι ενικά πιο αρή, αά και με πού μικρότερο κίνδυνο εκισμού σε
τοπικό ακρότατο. Επίσης, επειδή ρησιμοποιούν μόνο την τιμή της συνάρ-
τησης στόου ια τη ύση που δοκιμάζεται, είναι πού πιο ευέικτες και
μπορούν να ρησιμοποιηούν ια μεάο εύρος προημάτν. Η ασική αδυ-
ναμία τν στοαστικών μεόδν είναι το μεάο πήος αξιοοήσεν της
αντικειμενικής συνάρτησης που απαιτείται ια την εφαρμοή τους.
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2.2 Εισαή στους Εξεικτικούς Αο-
ρίμους

Οι Εξεικτικοί Αόριμοι (Evolutionary Algorithms - EA ) αποτεούν
μία από τις δημοφιέστερες στοαστικές μεόδους ετιστοποίησης [25, 27].
Η αρή ειτουρίας τους ασίζεται στις παρατηρήσεις του Δαρίνου ια την
εξέιξη τν ειδών[17]. Τα άτομα ενός φυσικού πηυσμού συνανίζονται ια
την απόκτηση πεπερασμένν πόρν. Τα πιο επιτυημένα από αυτά εξασφαί-
ζουν την αναπαραή τους και μεταφέρουν τα αρακτηριστικά τους στους
αποόνους τους. Η διαδικασία εμπουτίζεται και από την επίδραση της με-
τάαξης, η οποία συμαίνει τυαία προκαώντας μικρές ααές στα άτομα
του πηυσμού. Μακροπρόεσμο αποτέεσμα όν αυτών είναι η διαρκής
εξειξή του πηυσμού και η επικράτηση αρακτηριστικών ευνοϊκότερα προ-
σαρμοσμένν στο περιάον. Κατ’ αναοία, ένας εξεικτικός αόριμος
παράει πηυσμούς ύσεν, από τις οποίες οι καύτερες επιέονται ια να
παραούν και να αναδειούν, μέσ κάποιν τεεστών εξέιξης, νέες ύσεις
καύτερα προσαρμοσμένες στις συναρτήσεις στόου του προήματος [25].

2.3 Βασική Δομή Ενός Εξεικτικού Α-
ορίμου

Η ειτουρία ενός ΕΑ στην πιο απή του μορφή στηρίζεται στην αη-
επίδραση μεταξύ τριών συνόν: τν πηυσμών τν αποόνν P g

λ , τν
ονέν P g

µ , και τν επιέκτν (elite)P g
e κάε ενιάς (g). Ένας τέτοιος αό-

ριμος αναφέρεται και με τη μορφή (μ,)ΕΑ, υποδηώνοντας έτσι δύο από τις
πιο αρακτηριστικές παραμέτρους που ρησιμοποιεί.
Από τα  άτομα του πηυσμού της ενιάς g επιέονται μ υποψήφιες

ύσεις ορίζοντας το σύνοο P g
µ ονέν, στο οποίο εφαρμόζονται οι τεεστές

εξέιξης (διασταύρση και μετάαξη) , παράοντας έτσι το σύνοο τν απο-
όνν της νέας ενιάς P g+1

λ . Το δε σύνοο τν επιέκτν συκεντρώνει τις
e καύτερες υποψήφιες ύσεις που έουν ρεεί κα’όη τη διάρκεια της εξέ-
ιξης.
Ένας μικρός αριμός ύσεν από το σύνοο τν επίεκτν επανεισάεται

στον πηυσμό κάε ενιάς, διατηρώντας με αυτό τον τρόπο καά ή υποσό-
μενα αρακτηριστικά του συνόου ύσεν. Η στρατηική αυτή ονομάζεται
ειτισμός (elitism) ή επιεκτικότητα.
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Για την εκκίνηση του αορίμου είναι απαραίτητη η ρύμιση από το ρή-
στη ασικών παραμέτρν, όπς τα μ,, e, τα όρια τν μεταητών σεδιασμού
και τν περιορισμών, το κριτήριο τερματισμού, κ.α. Σημαντική είναι επίσης η
επιοή του τρόπου κδικοποίησης τν ύσεν από τον αόριμο. Κατά τη
ρήση δυαδικής κδικοποίησης (binary encoding), κάε μεταητή αντιπρο-
σπεύεται από μια συστοιία bits προκαορισμένου μήκους (καούνται και
“ρμοσώματα”), ενώ στην περίπτση της πραματικής κδικοποίησης (real
encoding), κάε μεταητή αντιμετπίζεται ς πραματικός αριμός, σύμφνα
με την αναπαράσταση κινητής υποδιαστοής (floating point representation).
Σε όα τα προήματα που μεετά η παρούσα ερασία ρησιμοποιείται πρα-
ματική κδικοποίηση.
Μετά τον καορισμό τν ασικών παραμέτρν, ο (μ,)ΕΑ ακοουεί τα

παρακάτ ήματα [1]:

1. Αρικοποίηση του πηυσμού της μηδενικής ενιάς (g=0). Ο αόρι-
μος παράει μέσ εννήτριας τυαίν αριμών (RNG - random number
generator) τα  άτομα της ενιάς P 0

λ , δίνοντας τυαίες τιμές (εντός
τν προκαορισμένν ορίν) στις μεταητές σεδιασμού. Είναι δυ-
νατή και η εισαή προκαορισμένν από το ρήστη ύσεν ς τμήμα
του πηυσμού.

2. Αξιοόηση και απόδοση αμτού κόστους σε κάε μέος του συνό-
ου τν αποόνν P g

λ . Κάε άτομο του πηυσμού ισοδυναμεί με ένα
διάνυσμα τιμών τν μεταητών σεδιασμού x⃗ και εισάεται στο καο-
ρισμένο πρόραμμα αξιοόησης του προήματος, το οποίο με τη σειρά
του επιστρέφει το διάνυσμα τιμών τν συναρτήσεν-στόν f⃗(x⃗).

Το διάνυσμα τιμών f⃗(x⃗) μετασηματίζεται σε ένα αμτό μέεος κό-
στους Φ, το οποίο σε περίπτση ενός στόου ταυτίζεται με τη συνάρ-
τηση f , ενώ σε περίπτση ποών στόν αποτεεί μέτρο τν σέσεν
κυριαρίας του ατόμου με τα υπόοιπα άτομα του συνόου P g

µ∪P g
λ ∪P g

e .
Εάν το προημα περιαμάνει περιορισμούς το πρόραμμα αξιοόη-
σης παράει και ένα διάνυσμα C⃗ , το οποίο εκφράζει τη έση του συ-
κεκριμένου ατόμου στο ώρο τν αποδεκτών ύσεν (feasible region).
Για κάε περιορισμό ck ορίζεται ένα “τυπικό”(dk) και ένα “ααρμένο’
(d∗k > dk) όριο παραίασής του. Εάν η ck υπερεί το d∗k, αυτόματα αποδί-
δεται “ποινή ανάτου” (death penalty) στο συκεκριμένο άτομο, δηαδή
μία πού μεάη (πρακτικά άπειρη) τιμή κόστους Φ.
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Τεικά, το συνοικό κόστος που αποδίδεται σε κάε υποψήφια ύση
δίνεται από τη σέση:

Φ(x⃗) = Φ(x⃗) +
K∏
k=1

{
1, ck ≤ dk

exp(ak
ck(x)−dk
d∗k−dk

), ck ≥ dk
(2.4)

3. Ανανέση του συνόου επιέκτν.Ο πηυσμός τν επιέκτν P g
e ση-

ματίζεται από την επιοή τν e καύτερν (με κριτήριο το αμηότερο
αμτό κόστος) ατόμν από το σύνοο P g

λ ∪ P g−1
e .

4. Εφαρμοή του τεεστή επιεκτικότητας ή ειτισμού. Ένα μικρό πήος
ατόμν, επιεμένο από το σύνοο τν elite αντικαιστά τα ειρότερα
μέη του πηυσμού.

5. Επιοή ονέν με εφαρμοή ενός τεεστή επιοής ονέν στο σύ-
νοο P g

λ ∪P g−1
µ . Γενικότερα, άτομα με αμηή συνάρτηση κόστους είναι

πιανότερο να επιεούν ια το σύνοο P g
µ . Εδώ ρησιμοποιείται ο τε-

εστής πιανοτικής επιοής με διανισμό (probabilistic tournament
selection): διεξάεται διανισμός ανάμεσα σε k τυαία άτομα, με την
καύτερη ύση να έει 80% πιανότητα να επιεεί. Η διαδικασία αυτή
επανααμάνεται μ φορές.

6. Αναπαραή του πηυσμού. Καένα από τα  άτομα του συνόου
P g+1
λ σηματίζεται από την εφαρμοή του τεεστή διασταύρσης (crossover

recombination operator) σε ρ ονείς τυαία επιεμένους από το σύ-
νοο P g

µ . Στη συνέεια, εφαρμόζεται σε κάε απόονο ο τεεστής με-
τάαξης (mutation operator). Οι δύο αυτοί τεεστές πραματοποιούν
τις συμπηρματικές ειτουρίες εξερεύνησης και εκμετάευσης του
ώρου σεδιασμού (exploration and exploitation).

7. Έεος κριτηρίου σύκισης. Κριτήριο ια τη σύκιση του αορί-
μου μπορεί να είναι ο μέιστος αριμός κήσεν του οισμικού αξιοό-
ησης ή το μέιστο πήος τν ενεών εξέιξης. Σε περίπτση που το
κριτήριο δεν ικανοποιείται η εξέιξη συνείζεται, δηαδή ο αόριμος
επιστρέφει στο ήμα 3.
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Σήματα Διασταύρσης
Τα σήματα διασταύρσης που ρησιμοποιούνται στην ερασία αυτήν είναι

δύο: το σήμα ενδιάμεσου ανασυνδυασμού και το σήμα προσομοιούμενης
δυαδικής διασταύρσης[6].
Κατά το σήμα του ενδιάμεσου ανασυνδυασμού (intermediate recombina-

tion), η κάε συνιστώσα του αποόνου x⃗ είναι προϊόν ραμμικού συνδυασμού
του πρώτου ονέα x⃗1 και ενός άου x⃗random, τυαία επιεμένου από τους
εναπομείναντες ρ-1 ονείς. Συνεπώς, ο απόονος μπορεί να ραφεί ς:

x⃗ = x⃗1 + r(x⃗random − x⃗1) , r ∈ [0,1]
όπου τα r και x⃗random αάζουν ια κάε μεταητή σεδιασμού. Από τα όρια
της μεταητής r φαίνεται ότι οι συνιστώσες τν αποόνν παίρνουν τιμές
μέσα στο διάστημα που ορίζουν οι συνιστώσες τν ονέν.

Κατά το σήμα της προσομοιούμενης δυαδικής διασταύρσης (simulated
binary crossover - SBX)[20], ια τον προσδιορισμό κάε συνιστώσας του απο-
όνου υποοίζεται πρώτα ένας παράοντας εξάπσης (spread factor):

β =

{
(2r1)

n , r1 ≤ 0.5

( 1
2r1

)n+2 , r1 > 0.5
(2.5)

όπου το r1 αμάνει τυαία τιμές στο διάστημα [0, 1], ενώ το n είναι μια ετική
σταερά (όπου ρησιμοποιείται SBX στην ερασία αυτήν το n έει την τιμή
1).
Ο παράοντας εξάπσης καορίζει εάν οι απόονοι α μείνουν εντός τν

ορίν τν ονέν ( < 1) ή α επεκταούν ( > 1). Σε αντίεση με το σήμα
του ενδιάμεσου ανασυνδυασμού, οι συνιστώσες τν αποόνν μπορούν να
πάρουν τιμές σε όο το διάστημα τν μεταητών σεδιασμού. Η συνιστώσα
του αποόνου xi προκύπτει ς ραμμικός συνδυασμός μεταξύ τν συνιστ-
σών τν ονέν σύμφνα με τη σέση:

xi =

{
x̄i − β

2
(xrandom

i − x1
i ) , r2 < 0.5

x̄i +
β
2
(xrandom

i − x1
i ) , r2 ≥ 0.5

(2.6)

όπου το xrandom
i ορίζεται όμοια με παραπάν, ενώ με x̄i συμοίζεται η μέση

τιμή τν δύο ονέν.
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Το συκεκριμένο σήμα διασταύρσης παράει αποόνους οι οποίοι τεί-
νουν να ρίσκονται κοντά στους ονείς (spread factor property). Η τάση αυτή
ενισύεται με αύξηση της παραμέτρου n. Επίσης, η μέση τιμή σε κάε συνι-
στώσα παραμένει ίδια ια τους πιανούς αποόνους και τους ονείς (average
property).

Το Σήμα Μετάαξης
Το σήμα μετάαξης εφαρμόζεται αμέσς μετά το σήμα διασταύρσης,

σε κάε έναν απόονο που παράεται. Οι μικρές, τυαίες ααές που προκα-
ούνται από τη μετάαξη συνεισφέρουν στη διατήρηση της ποικιομορφίας
του πηυσμού του ΕΑ. Κατ’ αυτόν τον τρόπο αποφεύεται ενικά η πρόρη
ομοενοποίηση του πηυσμού, η οποία ευύνεται συνά ια το τον εκ-
ισμό σε τοπικά ακρότατα της συνάρτησης-στόου.
Για τους ΕΑ με πραματική κδικοποίηση, η μετάαξη ειτουρεί ς

εξής[6, 24]: ια κάε συνιστώσα του αποόνου παράεται με τη εννήτρια
τυαίν αριμών ένα r ∈ [0, 1]. Εάν αυτό είναι μεαύτερο από την προκαο-
ρισμένη πιανότητα μετάαξης Pm (η οποία συνής έει τιμή 3%- 5%), η
συνιστώσα μένει ς έει. Εάν είναι μικρότερο ή ίσο εφαρμόζεται ένας τεε-
στής M(x⃗, D) ο οποίος τη “σπρώνει” τυαία προς το πάν ή κάτ όριο της.
Το μέεος τν μεταοών αυτών μειώνεται όσο αυξάνονται οι ενιές της
εξέιξης. Η παραπάν διαδικασία συνοψίζεται με τις σέσεις:

x⃗ =

{
x⃗ , r > Pm

M(x⃗, D) , r ≤ Pm

M(x⃗, D) =

{
x⃗+D(g, U⃗ − x⃗) , r1 > 0, 5

x⃗+D(g, L⃗+ x⃗) , r1 ≤ 0, 5
(2.7)

D(g, y) = yr2(1−
g

gmax

)0.2

2.4 ΕΑ Yποοηούμενοι απόΜεταπρότυπα
Στα περισσότερα προήματα μηανοοικού σεδιασμού, το οισμικό

επίυσης που ρησιμοποιείται ια την αξιοόηση μίας υποψήφιας ύσης (π
αριμητική επίυση τν εξισώσεν ροής) είναι ιδιαίτερα ρονοόρο και ακριό
υποοιστικά. Αυτό, μαζί με το εονός ότι ο αόριμος παράει μεάο
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πήος υποψήφιν ύσεν, οι οποίες πρέπει να αξιοοηούν, καιστά ασύμ-
φορη την εφαρμοή τους.
Η δυσκοία αυτή μπορεί να αντιμετπιστεί με τη ρήση μεταπροτύπν

(metamodels ή surrogate evaluation models), δηαδή μοντέν που κατα-
σκευάζονται από την παρατήρηση και επεξερασία προηούμενν αξιοοή-
σεν και υποκαιστούν το ακριές οισμικό αξιοόησης [2]. Τα μεταπρό-
τυπα απαιτούν μικρό υποοιστικό κόστος και παρέουν τη δυνατότητα προ-
σέισης τν αντικειμενικών συναρτήσεν, μέσ της οποίας ίνεται ο προσ-
διορισμός τν πιο “υποσόμενν” ύσεν. Οι ύσεις αυτές είναι εκείνες που
α αξιοοηούν τεικά από τον ακριή επιύτη του προήματος, εξοικονο-
μώντας έτσι το κόστος “περιττών” κήσεν.
Η τροποποίηση του ΕΑ που περιράφηκε παραπάν αναφέρεται ς Εξει-

κτικός Αόριμος Υποοηούμενος με Μεταπρότυπα (Metamodel Assisted
Evolutionary Algorithm - MAEA) [2, 4].

2.4.1 Γενική Περιραφή Λειτουρίας τν ΜΑΕΑ
Γενικά οι ΜΑΕΑ κατασκευάζουν τα μεταπρότυπα αντώντας πηροφορία

από τη άση δεδομένν (database-DB), η οποία περιέει άτομα που έουν
ήδη αξιοοηεί από το οισμικό αξιοόησης. Τα άτομα από τα οποία εκ-
παιδεύεται το κάε μεταπρότυπο ονομάζονται δείματα εκπαίδευσης (training
patterns).
Ένα μεταπρότυπο μπορεί να είναι καοικό, δηαδή να ειτουρεί σε όο

το εύρος του ώρου σεδιασμού, ή να είναι τοπικό, δηαδή να κατασκευάζεται
ειδικά ια μια περιοή ύρ από μία ύση. Eπίσης τα μεταπρότυπα μπορούν να
είναι αποκομμένα από την εξέιξη ή συνδεδεμένα με αυτή (off-line και on-line
training).
Στην πρώτη περίπτση, αρικά αξιοοούνται κάποιες υποψήφιες ύσεις

που εκέονται άσει μιας μεόδου σεδιασμού πειραμάτν. Οι υποψήφιες ύ-
σεις που εκέονται, ρησιμοποιούνται ια την εκπαίδευση μεταπροτύπν και,
στη συνέεια, πραματοποιείται ένας κύκος ετιστοποίησης, με συνάρτηση-
στοο την πρόεψη του μεταπροτύπου. Το σύνοο ύσεν μετά τη σύκιση
τροφοδοτείται στο πραματικό οισμικό αξιοόησης, και με τα αποτεέ-
σματα πραματοποιείται εκ νέου η εκπαίδευση του μεταπροτύπου. Η διαδικα-
σία επανααμάνεται με συνάρτηση-στόο το νέο μεταπρότυπο[5].
Στην περίπτση σύνδεσης με την εξέιξη ο αόριμος εκπαιδεύει άμεσα

τα μεταπρότυπα με δείματα που έει αποηκεύσει από την μέρι τώρα πορεία
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του. Κατά τη διάρκεια της εξέιξης, ίνεται εναασσόμενη ρήση τν προ-
σειστικών προτύπν και του ακριούς οισμικού αξιοόησης. Η ενα-
αή αυτή μπορεί να ίνεται είτε από ενιά σε ενιά, είτε εντός της ίδιας ε-
νιάς, όπου όοι οι απόονοι αξιοοούνται από τα μεταπρότυπα, και ύστερα
ένα μικρό υποσύνοο με τις καύτερες ύσεις, όπς αυτές προσείστηκαν,
αξιοοείται από το πραματικό οισμικό αξιοόησης. Η τενική αυτή κα-
είται προσειστική προ-αξιοόηση (ΠΠΑ - Inexact Pre-Evaluation - IPE)
[4].
Τα μεταπρότυπα που ρησιμοποιούν οι ΜΑΕΑ στην ερασία αυτή είναι

κυρίς τενητά νευρνικά δίκτυα, ενώ σε ορισμένες περιπτώσεις έιναν δοκι-
μές και με μεταπρότυπα πουνυμικής προσέισης.

2.4.2 Tενητά Νευρνικά Δίκτυα
Βασική ιδέα πίσ από τα τενητά νευρνικά δίκτυα (TNΔ - Artificial

Neural Networks- ANNs) είναι η ρήση ποών απών υποοιστικών μονά-
δν (νευρώνν) συνδεδεμένν μεταξύ τους ια την προσέιση ή παρεμοή
της επιυμητής συνάρτησης. Τα ΤΝΔ που ρησιμοποιούνται στα προήματα
που μεετώνται είναι Δίκτυα Συναρτήσεν Ακτινικής Βάσης (ΔΣΑΒ -Radial
Basis Function Networks - RBFNs)[3, 6].
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Σήμα 2.1: Βασική δομή ΔΣΑΒ μίας εξόδου [3].

Τα δίκτυα συναρτήσεν ακτινικής άσης αποτεούνται από τρία επίπεδα:

• Το επίπεδο εισόδου, το οποίο αποτεείται από νευρώνες που αντιστοι-
ούν στις μεταητές εισόδου.

• Το κρυφό επίπεδο, του οποίου οι L νευρώνες συνδέονται με όους τους
νευρώνες εισόδου και εκτεούν ένα μη-ραμμικό μετασηματισμό. Για
τα ΔΣΑΒ του οισμικού EASY ρησιμοποιείται η συνάρτηση Gauss :

G(x⃗, r) = exp(−∥x⃗− c⃗l∥
r2

) (2.8)

To r είναι η ακτίνα , ενώ σε κάε νευρώνα αντιστοιεί διαφορετικό
c⃗l, το οποίο αποκαείται κέντρο της συνάρτησης ακτινικής άσης. Το
αποτέεσμα του μη-ραμμικού μετασηματισμού εξαρτάται μόνο από την
απόσταση του διανύσματος εισόδου από το κέντρο c⃗l.

• Το επίπεδο εξόδου, το οποίο πραματοποιεί ένα ραμμικό συνδυασμό
y μεταξύ τν σημάτν που παράονται από τους νευρώνες του κρυφού
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επιπέδου:

y =
L∑
l=1

wlGl(x⃗, r) (2.9)

Ο συνδυασμός αυτός είναι και η εκτίμηση της f(x⃗) από το ΔΣΑΒ.

Η διαδικασία κατασκευής του μεταπροτύπου ια το σημείο πρόεψης x∗

από το οισμικό EASY , ξεκινά με την επιοή τν Τ πησιέστερν στο x∗

εραφών της DB, οι οποίες α ρησιμοποιηούν ια την εκπαίδευση.
Στη συνέεια, καορίζεται εάν το μεταπρότυπο α εκπαιδευτεί ια παρεμ-

οή ή προσέιση. Η παρεμοή αποτεεί καύτερη στρατηική, όταν το
σημείο πρόεψης μαζί με τα δείματα εκπαίδευσης συνιστούν ένα “ομοιό-
μορφο” σύνοο. Αντίετα, όταν το σημείο πρόεψης “ξερίζει” σημαντικά
από τα δείματα εκπαίδευσης, προτιμάται η προσέιση τν συναρτήσεν στό-
ν. Η επιοή πραματοποιείται με ρήση της αοτριότητας (strangeness),
ενός μεέους που δείνει κατά πόσο ένα σημείο είναι συναφές με το σύ-
νοο (κάση) στο οποίο ανήκει. Συκεκριμένα, αν ένα σημείο x⃗ ανήκει σε μια
κάση K, η αοτριότητά του ορίζεται ς [13]:

α(x⃗) =
∑
k∈K

|x⃗− x⃗k| (2.10)

ισούται δηαδή με το άροισμα τν αποστάσεν του από τα υπόοιπα μέη της
κάσης K. Κατά τον αόριμο επιοής μεταξύ παρεμοής ή προσέισης,
κάε σημείο (δείμα εκπαίδευσης ή το σημείο πρόεψης) ερείται ότι ανήκει
σε μια κάση που απαρτίζεται από τα

√
T πησιέστερα σε αυτό δείματα

εκπαίδευσης. Για κάε σημείο υποοίζεται η αοτριότητά του, άσει της
σέσης 2.10. Στη συνέεια, υποοίζεται η ποσότητα

t∗ =
#{x⃗i : α(x⃗

∗) > αi}
T + 1

(2.11)

δηαδή το πήος τν σημείν που έουν αμηότερη αοτριότητα από αυτή
του σημείου πρόεψης x⃗∗, προς το συνοικό πήος τν σημείν, T+1. Εάν η
ποσότητα αυτή είναι μικρότερη από μια παράμετρο tcrit, τότε πραματοποιείται
παρεμοή, ενώ σε διαφορετική περίπτση επιέεται η προσέιση, ερώ-
ντας ότι το σημείο πρόεψης δεν είναι τοποοικά συενές με το σύνοο
τν δειμάτν εκπαίδευσης.
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Σε περίπτση παρεμοής από Τ δείματα (x⃗(i), ŷ(i)), i = 1, T το κρυφό
επίπεδο φτιάνεται από T νευρώνες, με το κέντρο κάε νευρώνα να ταυτίζεται
με το διάνυσμα x(i). Στη συνέεια ίνεται ο υποοισμός τν κατάην
αρών wi με ύση του ραμμικού συστήματος:

Hw⃗ = ⃗̂y (2.12)

όπου
H = G(∥x⃗i − x⃗j∥, r), (i, j) = 1, T (2.13)

Η επιοή της συνάρτησης Gauss ια το μη-ραμμικό μετασηματισμό του
κρυφού επιπέδου (σέση 2.8) εξασφαίζει την ύπαρξη του H−1 και άρα την
ύπαρξη ύσης της εξ. 2.13.

Κατά την εκπαίδευση του ΔΣΑΒ ια προσέιση, το κρυφό επίπεδο απο-
τεείται από L νευρώνες με L < T . Τα κέντρα τν ΣΑΒ δεν ταυτίζονται πέον
με τις συντεταμένες τν δειμάτν εκπαίδευσης, αά τοποετούνται σε πε-
ριοές του ώρου όπου η άση δεδομένν παρουσιάζει αυξημένη πυκνότητα
δειμάτν [4, 3]. Με αυτόν τον τρόπο εξασφαίζεται μείση του σφάματος.
Ο προσδιορισμός τν αρών ίνεται με ύση του προήματος

min ϵ =
1

T

T∑
t=1

∥ŷ(t) − y(t)∥ (2.14)

το οποίο ύνεται με τη μέοδο τν εαίστν τετραώνν.

Η κατασκευή τν προσειστικών μεταπροτύπν μπορεί να ίνει ακόμα πιο
στιαρή με την εισαή τν συντεεστών σημαντικότητας κάε μεταητής
(Importance Factors) [4, 2]. Οι συντεεστές αυτοί, που υποοίζονται ούτς
ή άς κατά τη ύση του προήματος 2.14, τροποποιούν τη νόρμα που
ρησιμοποιεί το κρυφό επίπεδο ια τον υποοισμό της απόκρισης, και έουν
τη μορφή

Ip =

|∂y|
∂xp∑N

n=1
|∂y|
∂xn

(2.15)

Μέσ της αντικατάστασης της νόρμας ∥x⃗− c⃗l∥=
√∑N

n=1(xn − cnl)2 από
την

∥x⃗− c⃗l∥w=

√√√√ N∑
n=1

NIn(xn − cnl)2 (2.16)
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στη σέση 2.8, εισάεται πηροφορία ια τις περισσότερό ή ιότερο σημα-
ντικές κατευύνσεις στη συκεκριμένη περιοή, εονός που συμάει στη
μείση του ορύου. Η μέοδος αυτή ετιώνει την ικανότητα ενίκευσης του
μεταπροτύπου, ειδικά ια περιπτώσεις προημάτν όπου ο ώρος σεδιασμού
έει μεάη διάσταση.

2.4.3 Πουνυμική Προσέιση
Ένα πιο απός και άμεσος τρόπος κατασκευής μεταπροτύπν είναι μέσ

πουνυμικής προσέισης. Συνής προτιμάται προσέιση με πουώνυμο
πρώτου ή δεύτερου αμού [8]. Η προεπόμενη απόκριση μιας συνάρτησης
στόου έει δηαδή τη μορφή

y = β0 +
N∑
i=1

βixi , ή (2.17)

y = β0 +
N∑
i=1

βixi +
N∑
i=1

αiix
2
i +

N∑
i=1

N∑
j=i+1

αijxixj (2.18)

Για Τ δείματα εκπαίδευσης, η εκπαίδευση του μεταπροτύπου πραματοποιεί-
ται με εαιστοποίηση του σφάματος:

min ϵ2 =
T∑
t=1

(ŷ(x⃗t)− y(x⃗t))
2 (2.19)

η οποία επίσης επιύεται με τη μέοδο τν εαίστν τετραώνν.

2.5 Λοισμικό EASY
Τα προήματα που μεετώνται στην ερασία αυτήν επιύηκαν με ρήση

του οισμικού EASY (Evolutionary Algorithm SYstem)[24]. Πρόκειται ια
ένα ενικής ρήσης οισμικό ετιστοποίησης, που αναπτύηκε στη Μο-
νάδα Παράηης Υποοιστικής Ρευστοδυναμικής & Βετιστοποίησης (ΜΠΥΡ
& Β) του ΕΜΠ. Το οισμικό EASY μπορεί να ρησιμοποιηεί ια την επί-
υση προημάτν μονοκριτηριακής και πουκριτηριακής ετιστοποίησης,
με ή ρίς περιορισμούς, μέσ στοαστικών, αιτιοκρατικών ή συνδυασμένν
μεόδν.
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Παρέει επίσης τη δυνατότητα ρήσης μεταπροτύπν προκειμένου να πε-
ριορίσει τις κήσεις στο, ενδεομένς ακριό υποοιστικά, ακριές οι-
σμικό αξιοόησης. Τα μεταπρότυπα μπορούν να ειτουρούν με τενητά
νευρνικά δίκτυα (με ή ρίς συντεεστές σημαντικότητας), μεόδους από-
κρισης επιφανείας πουνύμν, μηανές διανυσματικής υποστήριξης (support
vector machines), μοντέα Kriging, ή και να διατίενται στο πρόραμμα από
εξτερικό οισμικό.
Για τη διεξαή ετιστοποίησης με εξεικτικούς αορίμους στο οι-
σμικό EASY, το μόνο που απαιτείται είναι η ύπαρξη ενός εξτερικού προ-
ράμματος αξιοόησης, και ενός απού οισμικού επεξερασίας που εξα-
σφαίζει την μεταξύ τους επικοιννία : ια κάε υποψήφια ύση ο EASY
δημιουρεί ένα αρείο της μορφής task.dat, που περιέει το πήος και την
τιμή τν μεταητών σεδιασμού. Το αρείο αυτό, υφίσταται κατάηη προ-
επεξερασία και τροφοδοτείται στο οισμικό αξιοόησης. Τα αποτεέσματα
του προράμματος αξιοόησης, μέσ μετεπεξερασίας, επιστρέφονται στον
EASY στη μορφή τν αρείν task.res και task.cns, με τα αποτεέσματα
ια τις συναρτήσεις στόου και τους περιορισμούς αντίστοια. Με τον τρόπο
αυτό υοποιείται η διαδικασία εξέιξης που περιράφηκε στις προηούμενες
ενότητες.
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Κεφάαιο 3

Ανάυση σε Κύριες
Συνιστώσες και Εξεικτικοί
Αόριμοι

3.1 “Κακώς Τοποετημένα” Προήματα
και ΕΑ

Όπς προαναφέρηκε, ασικό μειονέκτημα τν ΕΑ είναι ο μεάος αρι-
μός κήσεν του ακριούς οισμικού αξιοόησης που απαιτούν. Οι ΜΑΕΑ
επιειρούν να αντισταμίσουν το μειονέκτημα αυτό με την εισαή της προ-
σειστικής προ-αξιοόησης ύσεν, και ενικά το επιτυάνουν. Παρ’όα
αυτά, η ρήση τους στα μεάης κίμακας προήματα ετιστοποίησης που
προκύπτουν στο πεδίο της ιομηανίας συνά παρουσιάζει δυσκοίες. Ο ό-
ος ια αυτή τη δυσκοία είναι διπός: πρώτον, τα προήματα αυτά αρακτη-
ρίζονται από πού μεάο αριμό μεταητών σεδιασμού (μπορεί να είναι της
τάξες τν εκατοντάδν) και δεύτερον, η συνάρτηση στόου που τα αντιπρο-
σπεύει είναι συνής “κακώς τοποετημένη”. Τα δύο αυτά αρακτηριστικά
μαζί συνιστούν την “κατάρα της μεάης διάστασης” (curse of dimensionality)
[6].
Η “καή” ή “κακή” τοποέτηση ενός προήματος εξαρτάται σε μεάο

αμό από την παραμετροποίησή του και το πώς αυτή επηρεάζει την αντι-
κειμενική συνάρτηση. Απαραίτητοι ια την διευκρίνηση της έννοιας είναι οι
ορισμοί που ακοουούν:
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Ανισοτροπία της Συνάρτησης Στόου: Ως ανισότροπη ορίζεται
μία συνάρτηση στόου f εάν η ίδια μεταοή ∆x στις διάφορες συνιστώσες
xi του διανύσματος x⃗ προκαεί διαφορετικές μεταοές ∆f στην τιμή της.
Ένα μέτρο που μπορεί να ρησιμοποιηεί ια τον προσδιορισμό της ανισο-
τροπίας της f είναι η διακύμανση της τιμής της μερικής παραώου ∂f

∂xi
, ια

τις διαφορετικές τιμές του δείκτη i, στην περιοή της έτιστης ύσης της
συνάρτησης. H ύπαρξη ανισοτροπίας σε μια συνάρτηση υποδηώνει απά ότι
υπάρουν περισσότερο και ιότερο σημαντικές μεταητές που επηρεάζουν
την τιμή της.

Διαρισιμότητα της Συνάρτησης Στόου: Μία συνάρτηση στό-
ου f⃗(x⃗) , x⃗ = (x1, . . . , xn) α ονομάζεται διαρίσιμη (separable) ς προς
τη μεταητή xi εάν, η έτιστη τιμή x∗

i της συνιστώσας xi είναι ανεξάρτητη
από την τιμή τν υπόοιπν μεταητών σεδιασμού. Η συνάρτηση ερείται
διαρίσιμη εάν είναι διαρίσιμη ια όες τις μεταητές xi.

Προήματα τν οποίν η συνάρτηση στόου είναι μη-διαρίσιμη και ανι-
σότροπη ερούνται “κακώς τοποετημένα”. Θα μπορούσε να ειπεί ότι, στη
διατύπση ενός “κακώς τοποετημένου” προήματος, όι μόνον οι μεταη-
τές αυτές κααυτές, αά και η αηεπίδραση μεταξύ τους επηρεάζει την
τεική τιμή της f . Έτσι, δε ίνεται πέον όος ια σημαντικότερες μεταη-
τές, αά ια σημαντικότερες διευύνσεις στο ώρο σεδιασμού. Η ιδιότητα
αυτή ονομάζεται και επίσταση (epistasis), ένας όρος που στο πεδίο της ενετι-
κής ρησιμοποιείται ια να περιράψει την αηεπίδραση μη-αηόμορφν
ονιδίν [27].
H μη-διαρισιμότητα της συνάρτησης στόου επιδρά αρνητικά στη σύ-

κιση ενός τυπικού ΕΑ. Αυτό μπορεί να ίνει κατανοητό από το εξής απου-
στευμένο παράδειμα:
Έστ ένα πρόημα μονοκριτηριακής ετιστοποίησης τριών μεταητών

x1, x2, x3 , με την κάε μία να παίρνει 100 διακριτές τιμές. Εάν το πρόημα
είναι διαρίσιμο ς προς τις x1, x2, x3, και ο αόριμος μπορεί να να αξιο-
ποιήσει αυτή την πηροφορία (όπς συμαίνει πρακτικά ια τους τεεστές
εξέιξης του τυπικού ΕΑ [31]) τότε: αρκεί να ρεεί το έτιστο x ια το
πρόημα, έστ x∗

1, κάνοντας δοκιμές με σταερά τα x2, x3. Όμοια μπορεί να
ρεεί το x∗

2, κρατώντας σταερά τα x∗
1, x3, και αντίστοια το x∗

3. Τεικά η
έτιστη ύση (x∗

1, x
∗
2, x

∗
3) α ευρεεί μετά από το πού 300 αξιοοήσεις της

συνάρτησης στόου. Εάν όμς το πρόημα είναι μη-διαρίσιμο, τότε δεν
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νοείται έτιστη τιμή μιας μεταητής ανεξάρτητη τν άν δύο, και επομέ-
νς ο αόριμος είναι ανακασμένος να εξερευνά οόκηρο τον τριδιάστατο
ώρο ταυτορονς, που στο συκεκριμένο παράδειμα σημαίνει έναν αριμό
σημείν της τάξης τν 1003.
Από το παράδειμα φαίνεται η επίδραση που μπορεί να έει η διατύπση

ενός προήματος Ν διαστάσεν στο υποοιστικό κόστος που απαιτείται
ια την επίυσή του με ΕΑ: σε περίπτση διαρίσιμου προήματος το υπο-
οιστικό κόστος αυξάνει ραμμικά με τον αριμό διαστάσεν Ν, ενώ σε
περίπτση “κακώς τοποετημένου” προήματος η αύξηση του κόστους είναι
υπερραμμική. Επιπρόσετα, η δυσκοία που συναντά ο ΕΑ κατά τη ύση ενός
μη-διαρίσιμου προήματος οξύνεται με αύξηση του αμού ανισοτροπίας
του[6].
Το μεάο πήος διαστάσεν έει αρνητική επίπτση και στους ΜΑΕΑ.

Πέρα από την άμεση επιάρυνση στην εξέιξη, η οποία όπς εξηήηκε πα-
ραπάν είναι ακόμα πιο έντονη στα μη-διαρίσιμα προήματα, υπάρει και η
έμμεση επιάρυνση ό εκπαίδευσης τν μεταπροτύπν: τα μεταπρότυπα, ια
να διατηρήσουν την ακρίειά τους σε ένα πρόημα με μεάο αριμό διαστά-
σεν, απαιτούν αυξημένο αριμό δειμάτν εκπαίδευσης. Αυτό σημαίνει ότι
α απαιτούνται και περισσότερες εραφές στη άση δεδομένν και, άρα, ότι η
εκκίνηση της προσειστικής προ-αξιοόησης α έρεται πιο αρά στην πο-
ρεία της εξέιξης. Ταυτόρονα, περισσότερα δείματα εκπαίδευσης καιστούν
και ακριότερη υποοιστικά την εκπαίδευση του κάε μεταπροτύπου.
Οι δυσκοίες που αναφέρηκαν ισύουν και ια μη-διαρίσιμα προή-

ματα πουκριτηριακής ετιστοποίησης. Μάιστα, από τον ορισμό της συνάρ-
τησης απόδοσης αμτού κόστους Φ, η οποία σηματίζεται από το μέτπο
μη-κυριαρούμενν ύσεν κάε ενιάς αποδίδοντας αμηή τιμή (κοντά στο
0) στα μέη του και πού μεαύτερη στα κυριαρούμενα μέη, αυτόματα
ορίζονται περισσότερο ή ιότερο σημαντικές διευύνσεις ια τη Φ, εκείνες
που αντιστοιούν σε κίνηση κάετη στο μέτπο και παράηη σε αυτό αντί-
στοια[6]. Συνεπώς, η συνάρτηση Φ αναμένεται να είναι πού ανισότροπη.
Το εμπόδιο αυτό της “κατάρας της μεάης διάστασης”, όπς περιράφηκε

παραπάν, μπορεί να αντιμετπιστεί με την εφαρμοή μιας μεόδου στατιστι-
κής ανάυσης, η οποία α εντοπίζει τις σημαντικότερες διευύνσεις του ώρου
σεδιασμού και α “επαναπροσανατοίζει” τις ειτουρίες του εξεικτικού α-
ορίμου άσει αυτών. Η μέοδος αυτή είναι η ανάυση σε κύριες συνιστώσες
(ΑσΚΣ - Principal Component Analysis - PCA )
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3.2 Μέοδος ΑσΚΣ και Εξεικτικοί Α-
όριμοι

Η ανάυση σε κύριες συνιστώσες είναι μια πού διαδεδομένη μέοδος
στατιστικής ανάυσης, που ρησιμοποιείται συνής ια τον εντοπισμό αρα-
κτηριστικών σε μεάα σετ δεδομένν. Τα δεδομένα αυτά μπορούν να αντι-
προσπεύουν οτιδήποτε, από τμήματα μιας ψηφιακής εικόνας μέρι αηου-
ίες DNA[26, 34]. Η ουσιαστική ειτουρία της είναι να ορίζει, μέσ ενός
ραμμικού μετασηματισμού, ένα καινούριο σύνοο μεταητών, οι οποίες α
“εξηούν” με αποδοτικότερο τρόπο τη διακύμανση τν δεδομένν, διευκού-
νοντας έτσι την εξαή συμπερασμάτν και το διαρισμό της ουσιαστικής
πηροφορίας από τον ενδεόμενο όρυο [29].

Σήμα 3.1: Παράδειμα ραμμικής ΑσΚΣ σε δείμα δεδομένν δύο διαστά-
σεν. Η προοή στον άξονα PC1 αποτεεί την κυριότερη συνιστώσα κάε
σημείου.
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Το σήμα 3.1 αποτεεί ένα από παράδειμα εφαρμοής της μεόδου ανά-
υσης σε κύριες συνιστώσες, σε ένα δείμα που αποτεείται από 14 σημεία
στον διδιάστατο ώρο. Με την εφαρμοή της ΑσΚΣ, τα δεδομένα εκφράζονται
από το αρικό σύστημα συντεταμένν x, y σε ένα νέο σύστημα συντετα-
μένν PC1, PC2.
Στο νέο αυτό σύστημα , τα δεδομένα εμφανίζουν πού μεάη διακύμανση

ς προς τον άξονα PC1, ενώ πού μικρή διακύμανση ς προς τον άξονα
PC2. Για την ακρίεια, οι άξονας PC1 είναι η διεύυνση ς προς την οποία
τα δεδομένα έουν τη μεαύτερη δυνατή διακύμανση και, υπο αυτήν την
έννοια, εκείνη που φέρει και την περισσότερη πηροφορία [29].
Έτσι, ίνεται δυνατή μια αδρή περιραφή του δείματος, ς ένα σύνοο

σημείν πάν σε μία ευεία (συνιστώσα PC1), με κάποιες μικρές παρεκκίσεις
από αυτή (συνιστώσα PC2), κάτι που δεν ήταν προφανές στο αρικό σύστημα
συνεταμένν.

Κατά την εφαρμοή της στους εξεικτικούς αόριμους, στόος της
ΑσΚΣ είναι η επαναδιατύπση τν μεταητών σεδιασμού, ώστε η αντι-
κειμενική συνάρτηση να αποκτήσει “διαρίσιμη” μορφή (όσο αυτό είναι δυ-
νατό). Αυτό διευκούνει τον ταύτερο εντοπισμό τν ποιοτικότερν ύσεν
από τον ΕΑ, ενώ μπορεί να οηήσει και στην κατασκευή αποδοτικότερν
μεταπροτύπν, όπς α εξηηεί στη συνέεια. Στη ασική της μορφή, η
επαναδιατύπση πραματοποιείται με ένα ραμμικό μετασηματισμό από το
ώρο σεδιασμού στον ώρο τν κυρίν διευύνσεν (principal directions).
Ο προσδιορισμός του κατάηου μετασηματισμού πραματοποιείται αξιο-

ποιώντας πηροφορία από κάποιο αρακτηριστικό σύνοο (πήους Μ) του
πηυσμού. Το σύνοο αυτό αποτεεί το δείμα από το οποίο εξάονται οι
κύριες κατευύνσεις, ερώντας ότι αυτές αντιπροσπεύουν τη συσέτιση
μεταξύ συναρτήσεν στόν και μεταητών σεδιασμού [6]. Στην ερασία
αυτή, ο ΕΑ υποοίζει τις κύριες κατευύνσεις σε κάε ενιά ρησιμοποιώ-
ντας το σύνοο τν αποόνν, δηαδή Μ=. Συκεκριμένα ακοουείται η
παρακάτ διαδικασία [29]:

• Προσδιορισμός του συνόου τν αποόνν P g
λ , και κανονικοποίηση

του, έτσι ώστε να έει μέση τιμή µi μηδενική και διακύμανση σii, (i =
1, . . . , N) ίση με ένα. Τα δεδομένα καταρούνται στο N×M μητρώο
Χ, και αποτεούν το δείμα από το οποίο α προκύψουν οι κύριες κα-
τευύνσεις.
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• Υποοισμός του N×Ν μητρώου συνδιακύμανσης του δείματος (co-
variance matrix)

P =
1

M
XXT (3.1)

• Εύρεση τν ιδιοτιμών και ιδιοδιανυσμάτν του μητρώου συνδιακύμανσης
Ρ. Το πρόημα που επιύεται έει τη μορφή:

P u⃗r = λu⃗r (3.2)

• Σύμφνα με το φασματικό εώρημα, ο συμμετρικός πίνακας P ξαναρά-
φεται στη μορφή P = U Λ U−1, όπου U είναι το οροκανονικό μητρώο
τν ιδιοδιανυσμάτν, ενώ Λ το διαώνιο μητρώο με τις ιδιοτιμές που
τους αντιστοιούν[35]. Το μητρώο U περιαμάνει τις κύριες κατευύν-
σεις του δείματος, ενώ οι ιδιοτιμές  εκφράζουν τη διακύμανση που
αναοεί στις κατευύνσεις αυτές[29].

O πίνακας U μπορεί να αξιοποιηεί με δύο διαφορετικούς τρόπους από τον
εξεικτικό αόριμο: στην εφαρμοή τν τεεστών εξέιξης στον ώρο τν
κύριν κατευύνσεν αντί του αρικού ώρου σεδιασμού (εκδοή EA(L)),
ή, στην περίπτση προσειστικής προ-αξιοόησης, στην εκπαίδευση μετα-
προτύπν μικρότερης διάστασης (εκδοή M(L)EA).

3.2.1 Η εκδοή EA(L)
Στην εκδοή EA(L) οι υποψήφιοι ονείς x⃗ κδικοποιούνται σε ένα νέο,

“στραμμένο” σύστημα συντεταμένν σύμφνα με τη σέση:

x⃗∗ = U(x⃗− µ⃗) (3.3)

Στο νέο αυτό σύστημα συντεταμένν όπου η συνάρτηση στόου είναι, κατά
το δυνατόν, διαρίσιμη, αμάνει ώρα η εφαρμοή του τεεστή διασταύ-
ρσης. Επίσης, το σήμα μετάαξης τροποποιείται ώστε να δίνει άρος στις
ιότερο εξερευνηείσες κατευύνσεις, δηαδή εκείνες που αντιστοιούν σε
αμηότερη ιδιοτιμή (και άρα διακύμανση) [6]. Συκεκριμένα, η πιανότητα
μετάαξης της i κύριας συνιστώσας δίνεται από τον τύπο

pim = 0.1pm +
0.9pmN

DV

· Vmax − Vi

Vmax − Vmin

(3.4)
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όπου Dv =
∑

Vmax−Vi

Vmax−Vmin
, και Vi η διακύμανση τν δεδομένν κατά την ιδιο-

κατεύυνση i.
Όπς α φανεί και στη συνέεια από τα προήματα που μεετώνται, η

δράση αυτή τν εξεικτικών τεεστών στο ώρο τν κύριν κατευύνσεν
ετιώνει σημαντικά την απόδοσή τους. Οι απόονοι y⃗ που προκύπτουν “μετα-
φράζονται” στον αρικό ώρο σεδιασμού με την εφαρμοή του αντίστροφου
μετασηματισμού:

y = U−1y∗ + µ (3.5)

3.2.2 Η εκδοή M(L)AEA
Κατα την εκδοή M(L)AEA, ο υποοισείς ώρος τν ιδιοκατευύνσεν

ρησιμοποιείται στην εκπαίδευση τν μεταπροτύπν που α προ-αξιοοήσουν
τις υποψήφιες ύσεις. Συκεκριμένα, πριν την εκπαίδευση του εκάστοτε ΔΣΑΒ
ίνεται στροφή τν δειμάτν με ρήση της σέσης 3.3. Στη συνέεια, απο-
κόπτονται από το δίκτυο οι νευρώνες εισόδου που αντιστοιούν στις ιδιο-
κατευύνσεις με αμηότερες ιδιοτιμές. Έτσι το δικτυο εκπαιδεύεται ια ένα
πρόημα με πήος διαστάσεν μικρότερο του αρικού (καορισμένο από το
ρήστη).
Αυτό ετιώνει την απόδοση του μεταπροτύπου με δύο τρόπους: πρώ-

τον, σε ώρο αμηότερης διάστασης απαιτούνται ιότερα δείματα ια την
εκπαίδευση ενός ακριόυς μεταπροτύπου, και δεύτερον, κρατώντας τις ιδιο-
κατευύνσεις με μεαύτερη διακύμανση, το μεταπρότυπο εκπαιδεύεται σε
διαστάσεις που έουν εξερευνηεί περισσότερο και, άρα, με ποιοτικότερη πη-
ροφορία. Eπιπέον, ιότερος αριμός δειμάτν εκπαίδευσης ια κάε μετα-
πρότυπο σημαίνει και ότι ενικά α απαιτούνται ιότερες εραφές στη άση
δεδομένν, επομένς η διαδικασία προσειστικής προ-αξιοόησης μπορεί
να ξεκινήσει νρίτερα στην πορεία της εξέιξης.

3.3 Η Μέοδος Kernel PCA
Η ραμμική μεόδος που αναύηκε παραπάν μπορεί να ενικευεί, κά-

νοντας δυνατό τον εντοπισμό και μη-ραμμικών αρακτηριστικών ενός δεί-
ματος.
Την ιδέα αυτή υοποιεί η μέοδος ανάυσης σε κύριες συνιστώσες με

συνάρτηση πυρήνα (Kernel PCA), η οποία ασίζεται στην παρατήρηση ότι
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ένα σύνοο μη-ραμμικά διαρίσιμν δεδομένν πήους M και διάστασης
N μπορεί να μετατραπεί σε διαρίσιμο μέσ μιας μη-ραμμικής απεικόνισης
ϕ : x ∈ RN → ϕ(x) ∈ RL όπου L>>N (εώρημα του Cover[16]). Ο ώρος
τν ϕ καείται ώρος αρακτηριστικών (feature space).
Η ίδια παρατήρηση εξηεί και την αποτεεσματικότητα τν ΔΣΑΒ στην

προσέιση συναρτήσεν, που αναφέρηκε στο προηούμενο κεφάαιο.

Τo πεονέκτημα αά και μια διαισητική εξήηση της μεόδου απεικονί-
ζονται στα σήματα 3.2, 3.3 και 3.4:

Σήμα 3.2: Παράδειμα δείματος με μη-ραμμικά διαρίσιμα αρακτηρι-
στικά.
Εάν στο δείμα του σήματος 3.2 εφαρμοστεί η ραμμική μέοδος ΑσΚΣ,

οι κύριες κατευύνσεις που προκύπτουν δεν παρέουν καύτερη αναπαρά-
σταση τν δεδομένν. Αυτό συμαίνει επειδή δεν υπάρει κάποια ευεία ς
προς την οποία τα σημεία “ταιριάζουν” ιδιαίτερα.
Ωστόσο, εάν στο δείμα εφαρμοστεί ο μη-ραμμικός μετασηματισμός που

περιράφει τις ποικές του συντεταμένες, δηαδή κάε σημείο (x, y) σταεί
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στο (ρ =
√

x2 + y2, θ = arctan2(x, y)), το μετασηματισμένο δείμα που
προκύπτει είναι ραμμικά διαρίσιμο.

Σήμα 3.3: Το δείμα όπς απεικονίζεται στο ώρο ρ, θ, όπου και εφαρμόζεται
η ραμμική μέοδος ΑσΚΣ.

Στον ώρο που ορίζουν οι διευύνσεις ρ, θ μπορεί να εφαρμοστεί η ραμ-
μική μέοδος ΑσΚΣ (σήμα 3.3). Τα μετασηματισμένα δεδομένα εμφανίζουν
τη μέιστη διακύμανση κατά μήκος της ευείας που ορίζει το διάνυσμα PC1.
Με εφαρμοή του αντίστροφου μετασηματισμού x = ρcos(θ), y = ρsin(θ)
η ευεία αυτή μετασηματίζεται στον αρικό ώρο του δείματος ς ένα
μη-ραμμικό αρακτηριστικό, το οποίο έει τη μορφή σπείρας (σήμα 3.4).
Η δομή αυτή της σπείρας περιράφει πού ικανοποιητικά το συκεκριμένο
δείμα.
Βασική διαφορά του συκεκριμένου παραδείματος από τη μεοδοοία

που αναύεται παρακάτ είναι στη διάσταση του μετασηματισμού: εδώ ρη-
σιμοποιείται ένας απός μετασηματισμός R2 → R2, που επιέηκε στε να
ταιριάζει ειδικά στη μορφή του συκεκριμένου δείματος. Αντιέτς, ο με-
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τασηματισμός που ρησιμοποιεί η ΑσΚΣ με συνάρτηση πυρήνα ίνεται στο
ώρο RL, που έει πρακτικά άπειρη διάσταση, επιτρέποντας έτσι τον εντο-
πισμό πού περισσότερν και πιο σύνετν αρακτηριστικών σε ένα δείμα.

Σήμα 3.4: Το μη-ραμμικό αρακτηριστικό που εντοπίστηκε από το μετα-
σηματισμό.

Όπς και στην περίπτση της απής ΑσΚΣ, η διαδικασία ξεκινά με τον
προσδιορισμό του N ×M συνόου δεδομένν Χ. Στη συνέεια, ερείται ότι
εφαρμόζεται ο μη-ραμμικός μετασηματισμός ϕ : RN → RL στα δεδομένα.
Το μετασηματισμένο δείμα ϕ(xi) συκεντρώνεται στον πίνακα Υ, διάστασης
L × M .
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Αυτό είναι το σετ δεδομένν στο οποίο α ίνει ο υποοισμός τν κύριν
κατευύνσεν. Υποέτοντας ότι τα δεδομένα του συνόου Υ έουν μέσο όρο
0⃗, τo μητρώο συνδιακύμανσης ισούται με:

P =
1

M
Y Y T (3.6)

ή εκφράζοντας την παραπάν σέση ια κάε στοιείο του Ρ:

Pij = Pji =
1

M

M∑
z=1

ϕi(x⃗
z)ϕj(x⃗

z) i, j = 1 . . . L. (3.7)

Τo πρόημα ιδιοτιμών που καείται να ύσει η μέοδος είναι

P u⃗ = λu⃗, u⃗ ∈ RL. (3.8)

Όπς αναφέρηκε, η διάσταση του ώρου στον οποίο απεικονίζεται το ϕ εν-
νοείται ς πού μεαύτερη αυτής του x, και ο υποοισμός του καώς και
η επίυση του ιδιοπροήματος, απαιτούν ενικά τεράστιο υποοιστικό κό-
στος. Το εμπόδιο αυτό μπορεί να παρακαμφεί εντεώς, κάνοντας ρήση μίας
συνάρτησης πυρήνα (kernel function) k(x⃗1, x⃗2) , x⃗1, x⃗2 ∈ RN . Πιο αναυτικά:

Από τη μορφή του πίνακα P αποδεικνύεται ότι υπάρουν το πού Μ ιδιο-
διανύσματα που αντιστοιούν σε μη-μηδενική ιδιοτιμή [14]. Τα ιδιοδιανύσματα
αυτά είναι που φέρουν πηροφορία ια τα μη-ραμμικά αρακτηριστικά του
δείματος Χ, και μπορούν να αναπαρασταούν ς ραμμικός συνδυασμός με-
ών του Υ.
Αυτό σημαίνει, ότι α υπάρουν aτ τέτοια ώστε u⃗r =

∑M
τ=1 a

r
τ ϕ⃗(x)τ

r=1,..,M. Oι συντεεστές arτ συκεντρώνονται στο M × M μητρώο Α.
Επομένς, ια κάε τέτοιο ιδιοδιάνυσμα u⃗r, η εξίσση 3.8 διατυπώνεται ς :

L∑
j=1

Pij

M∑
τ=1

arτϕj(x⃗
τ ) = λr

M∑
τ=1

arτϕi(x⃗
τ ), i = 1, ..., L (3.9)

H εξ. 3.9 αποτεεί ουσιαστικά σύστημα L ραμμικών εξισώσεν με ανώ-
στους τις τιμές τν a . Υποοίζοντας τα διαδοικά εστερικά ινόμενα του
ιδιοδιανύσματος u⃗r με τα διανύσματα ⃗ϕ(xq), q = 1, ...,M του συνόου Υ, η
εξ. 3.9 μετασηματίζεται σε σύστημα Μ ραμμικών εξισώσεν:
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L∑
i=1

L∑
j=1

M∑
τ=1

arτPijϕi(x⃗
q)ϕj(x⃗

τ ) = λr

L∑
i=1

M∑
τ=1

arτϕi(x⃗
τ )ϕi(x⃗

q), q = 1, ..,M

(3.10)
Αντικαιστώντας τη σέση 3.7 στην εξίσση και ορίζοντας

Kij = k(x⃗i, x⃗j) = ϕ⃗i · ϕ⃗j (3.11)
η εξίσση 3.10 καταήει:

L∑
i=1

L∑
j=1

M∑
z=1

M∑
τ=1

arτϕ
z
τϕ

z
jϕ

q
iϕ

τ
j = λrM

L∑
i=1

M∑
τ=1

arτϕ
τ
i ϕ

q
i =⇒

M∑
τ=1

M∑
z=1

KqzKzτ︸ ︷︷ ︸
=(KK)qτ

arτ = λrM
M∑
τ=1

arτKτq =⇒

M∑
τ=1

(KK)qτa
r
τ = λrM

M∑
τ=1

Kτqa
r
τ

Εξαιρώντας μηδενικές ιδιοτιμές, μπορεί να ίνει διαραφή του ενός K, κατα-
ήοντας έτσι στο σύστημα:

M∑
τ=1

Kqτa
r
τ = λrMarq (3.12)

Η εξίσση 3.12 αποτεεί το ισοδύναμο πρόημα ιδιοτιμών που επιύει
τεικά η μέοδος[32, 14]. Το κέρδος που αποδίδουν αυτοί οι αερικοί ει-
ρισμοί είναι ότι με αυτόν τον τρόπο αποφεύεται ο ρητός υποοισμός τν
ϕ⃗ και u⃗, που απαιτεί η εξίσση 3.8. Μάιστα, η μη-ραμμική απεικόνιση ϕ⃗
δεν ρειάζεται να προσδιοριστεί. Αρκεί να επιεεί μια συνάρτηση πυρήνα
k(x⃗1, x⃗2), η οποία υποοίζει το εστερικό ινόμενο τν εικόνν τν x⃗1 και
x⃗2.
H συνάρτηση πυρήνα μπορεί να ερμηνευεί ς ένα μέτρο ομοιότητας στον

ώρο τν αρακτηριστικών. Η διαδικασία άσει της οποίας οι υποοισμοί
μεταφέρονται από το ώρο τν ϕ στο ώρο αμηότερης διάστασης Μ είναι
νστή ς τένασμα πυρήνα(kernel trick).

31



Μερικές συναρτήσεις πυρήνα που μπορούν να ρησιμοποιηούν είναι η συ-
νάρτηση Laplace k(x⃗1, x⃗2) = exp(−∥x⃗1−x⃗2∥

2σ2 ), η σιμοειδής συνάρτηση όπου
k(x⃗1, x⃗2) = tanh(αx⃗1 · x⃗2 + c) ή πουνυμικές συναρτήσεις πυρήνα της μορ-
φής k(x⃗1, x⃗2) = (αx⃗1 · x⃗2 + c)d [14]. Εάν ς συνάρτηση πυρήνα ηφεί το
εστερικό ινόμενο στο ώρο τν Ν διαστάσεν k(x⃗1, x⃗2) = x⃗1 · x⃗2, τότε τα
αποτεέσματα της ανάυσης α ισοδυναμούν με αυτά της απής, ραμμικής
ΑσΚΣ[30].
Η πιο δημοφιής συνάρτηση πυρήνα, που ρησιμοποιείται και στο παίσιο

αυτής της ερασίας είναι η συνάρτηση Gauss:

k(x⃗1, x⃗2) = exp(−∥x⃗1 − x⃗2∥2

2σ2
) (3.13)

Η τιμή της παραμέτρου σ, δηαδή της ακτίνας συνάρτησης ακτινικής άσης
έει μεάη σημασία ια την ποιότητα του αποτεέσματος: πού μεάο σ
μπορεί να προκαέσει εξίσση ανόμοιν αρακτηριστικών, ενώ με ρήση πού
μικρού σ υπάρει ο κίνδυνος της “υπερεξειδίκευσης”, δηαδή της αδυναμίας
ενίκευσης τν ευρεέντν αρακτηριστικών από το συκεκριμένο δειμα
στο ώρο σεδιασμού[21].

Για την εύρεση τν Μ κύριν συνιστσών της εικόνας μιάς υποψήφιας
ύσης ϕ⃗(xβ), δεν μπορεί να ίνει ρήση μιας σέσης όπς η 3.3, εφόσον δεν
είναι νστός ο πίνακας U . Αντ’ αυτού αξιοποιούνται και πάι οι ιδιότητες
της συνάρτησης πυρήνα. Έτσι, οι κύριες συνιστώσες cβm ράφονται [32]:

cβm = u⃗mϕ⃗(xβ) =
M∑
j=1

amj
⃗ϕ(xβ) ⃗ϕ(xj)︸ ︷︷ ︸
=Kjβ

=
M∑
j=1

amj Kjβ (3.14)

Τα σήματα που ακοουούν προσφέρουν ένα παράδειμα του πώς η μέ-
οδος Kernel PCA μπορεί να εκφράσει αποδοτικότερα την πηροφορία σε ένα
δείμα. Στο σήμα 3.5 απεικονίζεται ένα δείμα δύο κύκν, αποτεούμενο
από 200 σημεία. Είναι προφανές, ότι ο ραμμικός μετασηματισμός που ορίζει
η απή ΑσΚΣ δεν αάζει ποά στην περιραφή του δείματος: στο νέο
σύστημα συντεταμένν που προκύπτει (το οποίο είναι πρακτικά ίδιο με τους
άξονες xOy και ια αυτό δεν απεικονίζεται), οι κύριοι άξονες δε συκεντρώ-
νουν καύτερα τη διακύμανση. Εάν δε το δείμα παρασταεί ρησιμοποιώντας
μόνο τη σημαντικότερη συνιστώσα, (σήμα 3.6) τότε ια τα περισσότερα ση-
μεία δεν είναι δυνατό να καοριστεί εάν ανήκουν στον κύκο 1 ή 2.
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Σήμα 3.5: Δείμα 200 σημείν. Τα 100 από αυτά τα σημεία ρίσκονται πάν
σε έναν κύκο ακτίνας 2 (με μικρές, τυαίες διακυμάνσεις), ενώ τα υπόοιπα
100 σε έναν κύκο ακτίνας 4.
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Σήμα 3.6: Απεικόνιση της σημαντικότερης κύριας συνιστώσας τν σημείν
του δείματος, όπς αυτή προέκυψε από ραμμική ΑσΚΣ. Για τα περισσό-
τερα σημεία δεν είναι ξεκάαρο εάν ανήκουν στον εστερικό ή τον εξτερικό
κύκο.

Αντιέτς, εάν στο δείμα εφαρμοστεί η μέοδος Kernel PCA (σήμα
3.7), μπορεί να ίνει εντοπισμός τν δύο ασικών αρακτηριστικών του, δη-
αδή τν δύο κύκν. Απεικονίζοντας τα δεδομένα ρησιμοποιώντας μόνο
τη σημαντικότερη κύρια συνιστώσα PC1, ο διαρισμός ανάμεσα στους δύο
κύκους είναι σαφής, όπς φαίνεται στο σήμα 3.8.
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Σήμα 3.7: Απεικόνιση του δείματος ς προς τις δύο σημαντικότερες συ-
νιστώσες του, όπς αυτές υποοίστηκαν με τη μέοδο Kernel PCA. Ως
συνάρτηση πυρήνα ρησιμοποιείται η συνάρτηση Gauss , με σ2 = 0.1 .
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Σήμα 3.8: Απεικόνιση τν δεδομένν ρησιμοποιώντας μόνον τη σημαντι-
κότερη συνιστώσα. Η συνιστώσα περιέει αρκετή πηροφορία ώστε να είναι
δυνατός ο διαρισμός ανάμεσα στους δύο κύκους.

Τα αποτεέσματα της μεόδου Kernel PCA μπορούν να ρησιμοποιηούν
με όμοιο τρόπο στην εφαρμοή τν εξεικτικών τεεστών και στην εκπαί-
δευση τν μεταπροτύπν. Έτσι προκύπτουν αντίστοια οι εκδοές ΕΑ(Κ)
και Μ(K)ΑΕΑ.

3.3.1 Η εκδοή EA(K)
Κατά την εκδοή ΕΑ(Κ) οι κύριες συνιστώσες τν υποψήφιν ονέν στο

ώρο τν αρακτηριστικών υποοίζονται από τη σέση 3.14. Στη συνέεια,
εφαρμόζονται κατά τα νστά οι εξεικτικοί τεεστές ια να δημιουρήσουν
τον (μετασηματισμένο και στραμμένο) απόονο c⃗ ∗ ∈ RM .
Σε αντίεση με την περίπτση της ραμμικής ανάυσης σε κύριες συνι-

στώσες, ο προσδιορισμός του x⃗ ∗ ∈ RN , δηαδή του αποόνου στο ώρο
σεδιασμού, απαιτεί τη ύση μη-ραμμικών εξισώσεν, και είναι ακριότε-
ρος υποοιστικά (το κόστος του στόσο παραμένει ασήμαντο σε σέση με
αυτό που απαιτεί συνής μια κήση του ακριούς οισμικού αξιοόησης).
Συκεκριμένα, ανάζητάται κάποιο x⃗∗ τέτοιο ώστε c∗m = u⃗ mϕ⃗(x⃗∗) ή ισοδύναμα

c⃗ ∗ = Û ϕ⃗(x⃗∗) (3.15)

όπου Û ο M × L πίνακας τν ιδιοδιανυσμάτν που αντιστοιούν σε μη-
μηδενική ιδιοτιμή. Εφόσον ο Û περιέει τα διανύσματα μιας οροκανονικής
άσης του ώρου αρακτηριστικών, έπεται ότι ο ανάστροφος του είναι και o
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αντίστροφος. Συνεπώς, ποαπασιάζοντας με ÛT την εξ. 3.15:

ÛT c∗m = ϕ⃗(x⃗∗) =⇒
M∑

m=1

c∗mu⃗
m = ϕ(x⃗∗) =⇒

M∑
m=1

c∗m

M∑
τ=1

amτ ϕ(x)τ︸ ︷︷ ︸
p⃗

= ϕ(x⃗∗)

Το διάνυσμα p⃗ είναι η προοή του c⃗∗ στον ώρο τν ϕ, όπς αυτή ορίζεται
από τα (έμμεσα) υποοισέντα ιδιοδιανύσματα Û . Αρκεί, οιπόν, να ρεεί
το x⃗∗ του οποίου η απεικόνιση ϕ(x⃗∗) είναι όσο το δυνατόν πιο κοντά στο p⃗
[33]. Η διαδικασία ανεύρεσης ύσης, κατά την οποία οι ώροι RN και RM

επικοιννούν μέσ του ώρου τν αρακτηριστικών απεικονίζεται στο σήμα
3.3.1.

x⃗ ∗

RN

ϕ

mi
n

ÛT

c⃗ ∗

RM

p⃗

RL

ϕ⃗(x⃗∗)

Σήμα 3.9: Σηματική αναπαράσταση επίυσης του προήματος εύρεσης του
x⃗∗.

Η ύση της εξ. 3.15 αντιστοιεί τεικά στην εαιστοποίηση της

[p⃗− ϕ⃗(x⃗∗)]2 = p⃗ · p⃗+ ϕ⃗(x⃗∗) · ϕ⃗(x⃗∗)− 2p⃗ · ϕ⃗(x⃗∗) (3.16)
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O όρος p⃗ · p⃗ είναι σταερός και ανεξάρτητος του x⃗∗, ενώ ια τη συνάρτηση
πυρήνα που ρησιμοποιείται ισύει ϕ(x⃗∗) · ϕ(x⃗∗) = 1. Παραίζοντας την
παραπάν σέση:

δ

δx⃗∗ [−2p⃗ · ϕ(x⃗∗)] =
δ

δx⃗∗ [−2
M∑

m=1

c∗m

M∑
τ=1

amτ ϕ(x)τϕ(x⃗
∗)︸ ︷︷ ︸

k(x⃗∗,x⃗τ )

] =

−2
M∑

m=1

M∑
τ=1

c∗ma
m
τ exp(−

∥x⃗τ − x⃗∗∥2

2σ2
)(− 1

2σ2
)2(x⃗τ − x⃗∗)(−1) (3.17)

Απαιτώντας το μηδενισμό της παραώου προκύπτει η εξίσση

M∑
m=1

M∑
τ=1

c∗ma
m
τ exp(−

∥x⃗τ − x⃗∗∥2

2σ2
)x⃗τ =

M∑
m=1

M∑
τ=1

c∗ma
m
τ exp(−

∥x⃗τ − x⃗∗∥2

2σ2
)x⃗∗

η οποία μπορεί να επιυεί από τον αόριμο σταερού σημείου[33]:

x⃗*new =

∑M
m=1

∑M
τ=1 c

∗
ma

m
τ exp(−

∥x⃗τ−x⃗* old∥2
2σ2 )x⃗τ∑M

m=1

∑M
τ=1 c

∗
ma

m
τ exp(−

∥x⃗τ−x⃗* old|2
2σ2 )

(3.18)

3.3.2 Η εκδοή Μ(Κ)ΑΕΑ
Όπς και με τη ραμμική περίπτση, τα αποτεέσματα της ΑΣκΣ μέσ

συνάρτησης πυρήνα μπορούν να επεκταούν και στα μεταπρότυπα. Αμέσς
μετά τη διαδικασία επιοής δειμάτν εκπαίδευσης, πραματοποιείται ο με-
τασηματισμός τους στο ώρο διάστασης Μ. Η διαφορά εδώ είναι ότι υπάρει,
ενδεομένς, η δυνατότητα εκπαίδευσης μεταπροτύπν διάστασης μεαύ-
τερης από αυτήν του ώρου σεδιασμού. Στη συνέεια, πραματοποιείται η
αποκοπή νευρώνν και το ΔΣΑΒ εκπαιδεύεται με άση τις σημαντικότερες
διευύνσεις, όπς αυτές εκτιμήηκαν.
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Κεφάαιο 4

Επίυση Προημάτν
Βετιστοποίησης

4.1 Εισαή
Για τη διαπίστση της αποτεεσματικότητας τν μεόδνlinear PCA και

Kernel PCA, όπς αναπτύηκαν παραπάν, πραματοποιήηκε μεέτη έξι
προημάτν ετιστοποίησης. Συκεκριμένα έινε μεέτη παρααών τν
μαηματικών συναρτήσεν Ackley και Rastrigin, το μαηματικό πρόημα δύο
στόν Fonseca-Fleming , καώς και δύο προημάτν “ψευδο-μηανοοικού”
σεδιασμού (pseudo-engineering problems), ένα που αφορά στο σεδιασμό
ενός υποστηρίματος αποτεούμενου από δύο δοκούς, και ένα που αφορά σε
σεδιασμό προδιαραφών μιας συκόησης. Επίσης, πραματοποιήηκε ε-
τιστοποίηση αεροτομής αποτεούμενης από τέσσερα στοιεία (Four-Element
Airfoil ).
Οι συναρτήσεις Ackley και Rastrigin έουν αυξημένη πουποκότητα

σε σέση με τα συνήη προήματα που συναντώνται, και ρησιμοποιούνται
ενικά ς δοκιμασίες (test functions ή benchmark functions) ια την ανά-
δειξη της αξιοπιστίας ή τν αδυναμιών μιας μεόδου ετιστοποίησης. Χα-
ρακτηρίζονται από ποά τοπικά ακρότατα (πουτροπική συμπεριφορά), ενώ
τροποποιήηκαν ώστε να παρουσιάζουν ιότερες συμμετρίες και μικρότερη
διαρισιμότητα[37]. Το μαηματικό πρόημα τν Fonseca και Fleming είναι
ένα από παράδειμα που δείνει την αξία τν προτεινόμενν μεόδν και ια
περιπτώσεις πουκριτηριακής ετιστοποίησης.
Τα “ψευδο-μηανοοικά” προήματα είναι ρήσιμα εκπαιδευτικά παρα-
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δείματα ια την εισαή στη ετιστοποίηση μηανοοικών εφαρμοών.
Περιαμάνουν σετικά μικρό πήος μεταητών, ενώ ρησιμοποιούν απά
φυσικά μοντέα ια τη διατύπση της συνάρτησης στόου και τν περιορι-
σμών.
Τέος, η περίπτση αεροτομής τεσσάρν στοιείν αποτεεί ένα πρα-

κτικό παράδειμα αεροδυναμικής ετιστοποίησης. Μια ασική διαφορά του
με τα προηούμενα παραδείματα είναι η πού ακριότερη (υποοιστικά και
ρονικά) διαδικασία αξιοόησης μιας υποψήφιας ύσης, που περιαμάνει
επίυση τν εξισώσεν ροής. Παρ’ ότι η μοντεοποίηση είναι διδιάστατη, τα
αποτεέσματα που παράονται έουν εφαρμοή και ανταποκρίνονται σε ένα
πραματικό πρόημα αεροδυναμικής.
Σε όα τα προήματα που μεετώνται, επιέηκαν πρώτα οι ασικές

παράμετροι του ΕΑ (πήος ονέν μ, πήος αποόνν , αριμός ονέν
που σηματίζουν ένα απόονο ρ, σήμα διασταύρσης, πιανότητα μετάα-
ξης, πήος δειμάτν εκπαίδευσης ια το μεταπρότυπο, πήος εραφών
στη άση δεδομένν που απαιτούνται ια την εκκίνηση του μεταπρότυπου).
Στην περίπτση εφαρμοής ΑσΚΣ στους εξεικτικούς τεεστές απαραίτητος
είναι ο καορισμός της ενιάς κατά την οποία αυτή ξεκινά να εφαρμόζεται, ενώ
όταν η ΑσΚΣ εφαρμόζεται στα μεταπρότυπα πρέπει να καοριστεί και ο αρι-
μός τν διαστάσεν με τον οποίο ίνεται η εκπαίδευσή τους.
Στη συνέεια, πραματοποιήηκαν τρεξίματα με διαφορετικές τιμές της

εννήτριας τυαίν αριμών ια τις διάφορες εκδοές. Τα αποτεέσματα όν
τν δοκιμών συκεντρώηκαν σε διαράμματα, ενώ κατασκευάστηκε ια κάε
εκδοή και η μέση πορεία της σύκισης. Με άση αυτά, ίνεται σοιασμός
και σύκριση μεταξύ τν διάφορν εκδοών.

4.2 Συνάρτηση Rastrigin&Παρααές της
Στη ασική της μορφή, η συνάρτηση Rastrigin δίνεται από τη σέση [36]:

f(x⃗) = 10N +
N∑
i=1

[x2
i − 10cos(2πxi)] , xi ∈ [−5.12, 5.12] (4.1)

Η εξ. 4.1 είναι διαρίσιμη, αφού μπορεί να παρασταεί ς άροισμα Ν
συναρτήσεν, καεμιά από τις οποίες εμπέκει μόνο μία μεταητή ετι-
στοποίησης. Στο σήμα 4.1 απεικονίζεται η διδιάστατη εκδοή αυτής της
συνάρτησης.
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Σήμα 4.1: Η συνάρτηση Rastrigin ια N=2.

Έει διαπιστεί ότι η απόδοση ενός τυπικού ΕΑ στο συκεκριμένο πρό-
ημα εξαρτάται σε μεάο αμό από την επιοή τν μεταητών ε-
τιστοποίησης.[31]. Μη-διαρίσιμες εκδοές του προήματος παρουσιάζουν
σημαντική επιράδυνση στην πορεία σύκισης.
Για το όο αυτό, και ια τη διερεύνηση της επίδρασης που μπορεί να

έουν οι προτεινόμενες μέοδοι ΑσΚΣ, δημιουρήηκαν και μεετήηκαν
τροποποιημένες εκδοές της συνάρτησης, οι οποίες αρακτηρίζονται από μη-
διαρισιμότητα ή και ανισοτροπία της συνάρτησης στόου. Τα δύο αυτά
αρακτηριστικά συναντώνται συνά σε προήματα μεάης κίμακας της
ιομηανίας, και είναι εκείνα που καιστούν ιδιαίτερα δύσκοη την επίυσή
τους από τους συματικούς ΕΑ και ΜΑΕΑ.
Τα προήματα που μεετήηκαν είναι της μορφής:
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f(x⃗) = 10(
N∑
i=1

wi) +
N∑
i=1

wi[β
2
i (x⃗)− 10cos(2πβi(x⃗))] , xi ∈ [−5.12, 5.12]

(4.2)
όπου β⃗ = B(x⃗ − o⃗). Το B είναι ένα μητρώο στροφής, το οποίο εμπέκει τις
μεταητές ετιστοποίησης μεταξύ τους, καιστώντας έτσι τη συνάρτηση μη-
διαρίσιμη, ενώ w⃗ ένα διάνυσμα άρους που εισάει ανισοτροπία, κάνοντας
έτσι το πρόημα ακόμα πιο δύσκοο να υεί από τον ΕΑ. Το οικό ακρότατο
ρίσκεται στη έση o⃗ , στην οποία η συνάρτηση παίρνει την τιμή 0. Η μορφή
που μπορεί να έει μια 2Δ εκδοή αυτής της παρααής δίνεται στο σήμα
4.2.

Σήμα 4.2: Παράδειμα μιας διδιάστατης στραμμένης (κατά 30o) και ανισό-
τροπης συνάρτησης Rastrigin, με w⃗ = [1, 4]

Οι μεέτες που ακοουούν έιναν ια δύο περιπτώσεις, με Ν=5 και Ν=20
διαστάσεις.
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Περίπτση Ν=5
Σε όες τις δοκιμές που παρουσιάζονται σε αυτήν την υποενότητα, κάε

ενιά του ΕΑ αποτεείται από μ=8 ονείς και =16 αποόνους, ενώ ρη-
σιμοποιείται το σήμα διασταύρσης ενικευμένου ανασυνδυασμού. Δοκιμά-
στηκαν και άοι συνδυασμοί τν μ,, οι οποίοι δεν παρουσιάζονται, καώς
η επιοή τν συκεκριμένν παραμέτρν είναι αυτή που έδσε συνοικά τα
καύτερα αποτεέσματα.
Το ασικό πρόημα που μεετάται έει τη μορφή της εξίσσης 4.2: Στο

διάνυσμα o⃗ δόηκαν οι τιμές [1, 2, 3, 4, 0].Πραματοποιούνται 3 στροφές 45o
στα επίπεδα που ορίζονται από τους άξονες x1−x2 , x2−x3, και x3−x4, ενώ
το διάνυσμα ανισοτροπίας έει την τιμή w⃗ = [1, 1, 1, 8, 1].
Με τις τροποποιήσεις αυτές, η ειτουρία του ΕΑ δυσεραίνεται σε πού

μεάο αμό. Αυτό φαίνεται στο σήμα 4.3, όπου απεικονίζεται η επίδοση
ια μία δοκιμή του απού ΕΑ σε τρία διαφορετικά προήματα: την απή
συνάρτηση Rastrigin, μια ανισότροπη αά διαρίσιμη παρααή και τη
ασική μη-διαρίσιμη και ανισότροπη παρααή, όες ια την περίπτση
τν πέντε διαστάσεν.
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Σήμα 4.3: Πορείες σύκισης του απού ΕΑ ια τη συνάρτηση Rastrigin
πέντε διαστάσεν και δύο παρααές της.

Στην περίπτση του μη-διαρίσιμου προήματος είναι εμφανής η δυ-
σκοία του αορίμου να συκίνει στη έτιστη ύση, ακόμη και ια πού
μεάο αριμό κήσεν του οισμικού αξιοόησης. Αντίετα, ια τα δύο
πρώτα προήματα, τα οποία είναι διαρίσιμα, η σύκιση σε ικανοποιητική
ύση επιτυάνεται αρκετά ρήορα.
Η συμπεριφορά αυτή είναι σταερή, όπς δείνουν τα διαράμματα του

σήματος 4.4, τα οποία απεικονίζουν πορείες σύκισης τν προημάτν
ια περισσότερες τιμές της εννήτριας τυαίν αριμών, με κοινό κριτήριο
τερματισμού τις 5000 ακριείς αξιοοήσεις.
Στο σήμα 4.5, απεικονίζονται οι πορείες σύκισης τν εκδοών EA(L)

και ΕΑ(Κ) ια το μη-διαρίσιμο πρόημα και συκριτικά με την αντίστοιη
πορεία του απού ΕΑ. Στο σήμα 4.6, απεικονίζεται η μέση πορεία της σύκι-
σης ια το σύνοο τν δοκιμών: σε όες σεδόν τις περιπτώσεις, η εφαρμοή
της ΑσΚΣ στους εξεικτικούς τεεστές, η οποία ξεκινά από την τρίτη ενιά,
προκαεί σημαντική ετίση της απόδοσης του αορίμου. Είναι οιπόν
εμφανές το όφεος που μπορεί να αποκομίσει ο ΕΑ, εάν πρώτα φέρει το πρό-
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ημα σε μια “περισσότερο” διαρίσιμη μορφή.
Από την άη, στην περίπτση που το πρόημα είναι ήδη διαρίσιμο και

δεν υπάρει αηεπίδραση μεταξύ τν μεταητών σεδιασμού, δεν αναμέ-
νεται κάποια ετίση με εφαρμοή της ΑσΚΣ στους εξεικτικούς τεεστές.
Αυτό επιεαιώνεται στα διαράμματα του σήματος 4.7, όπου απεικονίζονται
οι πορείες σύκισης τν τριών εκδοών ια δύο διαφορετικές αρικοποιήσεις
της εννήτριας τυαίν αριμών στη διαρίσιμη εκδοή του προήματος.
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Σήμα 4.4: 5Δ Συνάρτηση Rastrigin & Παρααές της: Πορείες σύκισης
ια πέντε διαφορετικές τιμές της εννήτριας τυαίν αριμών.
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Σήμα 4.5: Μη-Διαρίσιμη Παρααή 5Δ Συνάρτησης Rastrigin: Πορείες
σύκισης ια τις μεόδους EA(L) και ΕΑ(Κ), ια πέντε αρικοποιήσεις της
εννήτριας τυαίν αριμών.
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Σήμα 4.6: Μη-Διαρίσιμη Παρααή 5Δ Συνάρτησης Rastrigin: Μέση
πορεία σύκισης ια τις μεόδους ΕΑ, EA(L) και ΕΑ(Κ).
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Σήμα 4.7: 5Δ Διαρίσιμη Παρααή Συνάρτησης Rastrigin: Πορείες σύ-
κισης ια τις μεόδους EA(L) και ΕΑ(Κ), ια δύο αρικοποιήσεις της εν-
νήτριας τυαίν αριμών.

Περίπτση Ν=20 διαστάσεν
To οικό ακρότατο ρίσκεται στο σημείο 0⃗. Στον 20-διάστατο ώρο πρα-

ματοποιούνται τέσσερις στροφές 45o και μία 30o, οι οποίες εμπέκουν τις
πρώτες έξι μεταητές καώς και την τεευταία. Το διάνυσμα άρους δίνει
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αμάνει τις τιμές w⃗ = [1, 1, 1, . . . , 1, 20]. Οι μεταητές ετιστοποίησης
αυξήηκαν από 5 σε 20, επομένς ρειάζεται να αυξηούν και οι πηυσμοί
που ειρίζεται ο ΕΑ, προκειμένου να διατηρηεί η αποτεεσματικότητά του.
Και σε αυτήν την περίπτση, έιναν δοκιμές με διάφορες τιμές τν παραμέ-
τρν μ,. Παρουσιάζονται τα αποτεέσματα ια τον (10,20)ΕΑ καώς αυτός
ο συνδυασμός έδσε, σε ενικές ραμμές, τις καύτερες πορείες σύκισης.

Κδικοποίηση Σήμα Διασταύρσης Πιανότητα Μετάαξης Pm

Πραματική Intermediate Recombination 0.05

Πίνακας 4.1: Επιμέρους αρακτηριστικά του τρεξίματος.

Συκρίνοντας την επίδοση του συκεκριμένου προήματος με το αντί-
στοιο διαρίσιμο, καώς και την απή συνάρτηση Rastrigin 20 διαστάσεν
(σήμα 4.8), παρατηρείται η ίδια δυσκοία του ΕΑ, η οποία οφείεται στην
αηεπίδραση μεταξύ τν μεταητών.
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Σήμα 4.8: 20Δ Συνάρτηση Rastrigin & παρααές της. Πορείες σύκισης
του απού ΕΑ.
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Στο σήμα 4.9 απεικονίζονται, ια τις μεόδους ΕΑ και EA(L), οι πο-
ρείες σύκισης ια πέντε διαφορετικές αρικοποιήσεις της εννήτριας τυ-
αίν αριμών. Στο σήμα 4.10 απεικονίζεται η μέση πορεία της σύκισης.
Σε αυτήν την περίπτση, η εφαρμοή της ραμμικής ΑσΚΣ στους εξεικτι-
κούς τεεστές ετιώνει την επίδοση του ΕΑ. Αντίετα, η μέοδος ΕΑ(Κ)
δεν ετιώνει καόου τη σύκιση (απεικονίζεται μόνο η μέση πορεία της
σύκισης στο σήμα 4.10).
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Σήμα 4.9: Μη-Διαρίσιμη Παρααή 20Δ Συνάρτησης Rastrigin: Πορείες
σύκισης ια τις μεόδους και EA(L) ια πέντε αρικοποιήσεις της εννή-
τριας τυαίν αριμών.
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Σήμα 4.10: Μη-Διαρίσιμη Παρααή 20Δ Συνάρτησης Rastrigin: Μέση
πορεία σύκισης ια τις μεόδους ΕΑ, EA(L)και ΕΑ(Κ).

Πραματοποιήηκε επίσης μεέτη ια την επιρροή τν μεόδν στα με-
ταπρότυπα τοπικής εμέειας. Τα μεταπρότυπα που ρησιμοποιήηκαν είναι
τενητά νευρνικά δίκτυα, τα οποία ρησιμοποιούν 15-25 δείματα εκπαίδευ-
σης. Η ειτουρία τους ξεκινά μετά από 300 εραφές στη άση δεδομένν,
και σε κάε ενιά ίνονται 5-7 ακριείς αξιοοήσεις. Κατά τη ρήση τν
μεόδν ΑσΚΣ στο μεταπρότυπο, αποκόπτονται 6 διαστάσεις, συνεπώς τα
μεταπρότυπα εκπαιδεύονται στο ώρο τν 14 διαστάσεν.
Παρατίενται οι πορείες σύκισης ια τις μεόδους ΜΑΕΑ,M(L)AEA(L)και

Μ(Κ)ΑΕΑ. Η εκδοή Μ(Κ)ΑΕΑ είε την καύτερη πορεία σύκισης κατά
μέσο όρο. Η καύτερη ύση στο πρόημα, εντός τν μέιστν αξιοοή-
σεν που ορίστηκαν ρέηκε από την εκδοή M(L)AEA(L).
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Σήμα 4.11: Μη-Διαρίσιμη Παρααή 20Δ Συνάρτησης Rastrigin: Πο-
ρείες σύκισης ια τις μεόδους ΕΑ, ΜΑΕΑ,M(L)MAEA(L)και M(K)AEA
ια πέντε αρικοποιήσεις της εννήτριας τυαίν αριμών.
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Σήμα 4.12: Μη-Διαρίσιμη Παρααή 20Δ Συνάρτησης Rastrigin :
Μέση πορεία σύκισης ια τις μεόδους ΕΑ, ΜΑΕΑ M(L)AEA(L) και
M(K)AΕΑ.

4.3 Συνάρτηση Ackley & Παρααές της
Η συνάρτηση Ackley δίνεται από τη σέση [36]:

f(x⃗) = −20exp

[
0.2

√√√√ 1

N

N∑
i=1

x2
i

]
−exp

[
N∑
i=1

1

N
cos(2πxi)

]
+20+e, xi ∈ [-5.0,5.0].

(4.3)
Παρότι η συνάρτηση Ackley δεν μπορεί να παρασταεί ς άροισμα συ-

ναρτήσεν που εμπέκουν μόνο μία μεταητή, όπς στην περίπτση της
Rastrigin, είναι διαρίσιμη, αφού η επιοή του έτιστου xi είναι ανεξάρ-
τητη από την τιμη τν υπόοιπν x. Η συνάρτηση αρακτηρίζεται επίσης από
ισοτροπία, όπς δείνει η συμμετρία της σέσης 4.3.
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Σήμα 4.13: Η συνάρτηση Ackley ια Ν=2.

Όπς και με τη συνάρτηση Rastrigin , δημιουρήηκαν και μεετήηκαν
μη-διαρίσιμες και ανισότροπες παρααές του προήματος, της μορφής:

f(x⃗) = −20exp

[
0.2

√√√√ 1

N

N∑
i=1

w2
i β

2
i (x⃗)

]
− exp

[
N∑
i=1

1

N
cos(2πβi(x⃗))

]
+ 20 + e

(4.4)
Το σ. 4.14 απεικονίζει μια 2Δ τέτοια παρααή.
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Σήμα 4.14: Παράδειμα μιας 2Δ μη-διαρίσιμης (στραμμένης κατά 45o)
ανισότροπης συνάρτησης Ackley, με w⃗ = [1, 4].

Και εδώ η μεέτη έινε ια περιπτώσεις 5 και 20 διαστάσεν:

Περίπτση Ν=5 διαστάσεν
Στο o⃗ δόηκαν οι τιμές [1, 2, 3, 4, 0]. Η στροφή αποτεείται από 2 στροφές

45 o στα επίπεδα που ορίζονται από τους άξονες x1 − x2 και x2 − x3, και
μία στροφή 30o στο επίπεδο που ορίζεται από τους x3 − x4. Το διάνυσμα
ανισοτροπίας ισούται με w⃗ = [1, 1, 1, 10, 1].
Για αυτό το πρόημα ρησιμοποιήηκε ένας (10,20)ΕΑ, με κριτήριο τερ-

ματισμού τις 5000 αξιοοήσεις. Εκτός από τον από ΕΑ, έινε επίυση με
τις εκδοές ΕΑ(L) και ΕΑ(Κ), με την εφαρμοή της ΑσΚΣ στους τεεστές
εξέιξης να ξεκινά από την τρίτη ενιά.
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Κδικοποίηση Σήμα Διασταύρσης Πιανότητα Μετάαξης Pm

Πραματική Intermediate Recombination 0.05

Πίνακας 4.2: Επιπέον ρυμίσεις τν δοκιμών.

Στο σήμα 4.15 απεικονίζονται οι πορείες σύκισης ια πέντε διαφορε-
τικές τιμές της εννήτριας τυαίν αριμών. Στο σήμα 4.16 απεικονίζεται η
μέση πορεία σύκισης ια τις μεόδους. Όπς φαίνεται από τα διαράμματα,
είναι σημαντική η ετίση της σύκισης με την εφαρμοή της ΑΣκΣ στους
εξεικτικούς τεεστές.
Αντίετα, ια δοκιμές που έιναν με το αντίστοιο διαρίσιμο πρόημα,

οι εκδοές ΕΑ(L) και ΕΑ(Κ) δεν οηούν ιδιαίτερα τη σύκιση. Κάτι τέτοιο
όμς δεν είναι ανησυητικό, εφόσον η διαρίσιμη εκδοή του προήματος
μπορεί ευκοα να υεί από το συματικό ΕΑ. Αυτό απεικονίζεται στο σήμα
4.17.
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Σήμα 4.15: Μη-Διαρίσιμη Παρααή 5Δ Συνάρτησης Ackley: Πορείες
σύκισης ια τις μεόδους και EA, EA(L) και ΕΑ(Κ) ια πέντε αρικοποι-
ήσεις της εννήτριας τυαίν αριμών.
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Σήμα 4.16: Μη-Διαρίσιμη Παρααή 5Δ Συνάρτησης Ackley: Μέση πο-
ρεία σύκισης ια τις μεόδους ΕΑ, EA(L)και ΕΑ(Κ).
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Σήμα 4.17: 5Δ Διαρίσιμη Παρααή Συνάρτησης Ackley: Πορείες σύ-
κισης ια τις μεόδους EA(L) και ΕΑ(Κ), ια δύο αρικοποιήσεις της εν-
νήτριας τυαίν αριμών.

Περίπτση Ν=20 διαστάσεν
Η συνάρτηση παρουσιάζει εάιστο στην αρή τν αξόνν. Το μητρώο

στροφών αποτεείται από πέντε περιστροφές 45o, οι οποίες εμπέκουν τις
πρώτες τέσσερις μεταητές σεδιασμού, ενώ το διάνυσμα ανισοτροπίας ισού-
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ται με w⃗ = [1, 100, 1, 1, . . . , 1, 1] . Για την επίυση του προήματος ρησιμο-
ποιήηκε ένας (20,40)ΕΑ, με κριτήριο τερματισμού του αορίμου τις 20000
αξιοοήσεις.

Κδικοποίηση # Τρεξιμάτν Σήμα Διασταύρσης Πιανότητα Μετάαξης Pm

Πραματική 5 Intermediate Recombination 0.05

Πίνακας 4.3: Επιπέον αρακτηριστικά τν δοκιμών.
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Σήμα 4.18: Πορείες σύκισης του απού ΕΑ ια τη συνάρτηση Ackley
είκοσι διαστάσεν και δύο παρααές της.

Στο σήμα 4.18 απεικονίζονται οι πορείες σύκισης, ια μία δοκιμή, τν
διάφορν παρααών της 20Δ συνάρτησης Ackley. Και σε αυτήν την περί-
πτση, είναι εμφανής η δυσκοία του απού ΕΑ να συκίνει ρήορα στη
έτιστη ύση, όταν το πρόημα είναι μη-διαρίσιμο και ανισότροπο. Στα
διαράμματα τν σημάτν 4.19, 4.20, απεικονίζονται οι πορείες σύκισης
τν εκδοών EA(L), EA(K), ια πέντε δοκιμές της εννήτριας τυαίν αρι-
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μών. Όπς φαίνεται από το σύνοο τν διαραμμάτν, και στην 20Δ παρα-
αή της συνάρτησης οι εκδοές υπερτερούν, κατά πού, του απού ΕΑ.
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Σήμα 4.19: Μη-Διαρίσιμη Παρααή 20Δ Συνάρτησης Ackley: Πορείες
σύκισης ια τις μεόδους EA, EA(L) και ΕΑ(Κ) ια πέντε αρικοποιήσεις
της εννήτριας τυαίν αριμών.

69



 1

 10

 0  2000  4000  6000  8000  10000  12000  14000  16000  18000  20000

F

Problem-Specific Evaluations

EA
EA(L)
EA(K)

Σήμα 4.20: Μη-Διαρίσιμη Παρααή 20Δ Συνάρτησης Ackley: Μέση
πορεία σύκισης ια τις μεόδους EA, EA(L) και ΕΑ(Κ) ια πέντε αρικο-
ποιήσεις της εννήτριας τυαίν αριμών.

Έινε επίσης επίυση του προήματος, ια τις ίδιες πέντε τιμές της εν-
νήτριας τυαίν αριμών, με τις εκδοές ΜΑΕΑ και M(L)AEA(L). Οι αξιο-
οήσεις με μεταπρότυπα ενεροποιούνται αφού συμπηρούν 250 ερα-
φές στη άση δεδομένν. Κάε μεταπρότυπο εκπαιδεύεται με 10-20 δείματα
εκπαίδευσης, ενώ κατά την εφαρμοή της ΑσΚΣ στο μεταπρότυπο αποκό-
πτονται 6 διαστάσεις. Έτσι τα μεταπρότυπα εκπαιδεύονται με 14 διαστάσεις,
έναντι τν 20 αρικών. Τα αποτεέσματα απεικονίζονται στα διαράμματα
του σ.4.22.
Τα μεταπρότυπα ενισύουν τη σύκιση, ενώ ο συνδυασμός της ραμμικής

ΑσΚΣ στην εκπαίδευση τους και στους τεεστές εξέιξης ακόμα περισσό-
τερο. Η εκδοή M(L)AEA(L), δίνει το καύτερο αποτέεσμα, συκίνοντας
από πού νρίς σε πού αμηή τιμή. Η ίδια μέοδος ρήκε και την καύτερη
ύση του προήματος με τιμή 0.03, πού κοντά στο οικό έτιστο της
συνάρτησης.
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Σήμα 4.21: Μη-Διαρίσιμη Παρααή 20Δ Συνάρτησης Ackley: Πορείες
σύκισης ια τις μεόδους ΕΑ, ΜΑΕΑ, και M(L)MAEA(L) ια πέντε αρι-
κοποιήσεις της εννήτριας τυαίν αριμών.
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Σήμα 4.22: 20Δ Παρααή Συναρτησης Ackley: Μέση πορεία σύκισης
ια τις μεόδους ΕΑ, ΜΑΕΑ, και M(L)MAEA(L).

4.4 Συνάρτηση Fonseca - Fleming
Το τεευταίο μαηματικό πρόημα που μεετήηκε είναι η συνάρτηση

Fonseca-Fleming [22, 18].Πρόκειται ια πρόημα ετιστοποίησης δύο στό-
ν:

minimize

{
f1(x⃗) = 1− exp[−

∑n
i=1(xi − 1√

n
)2]

f2(x⃗) = 1− exp[−
∑n

i=1(xi +
1√
n
)2]

(4.5)

xi ∈ [−4, 4]

Οι συναρτήσεις στόου f1 και f2 έουν τη μορφή της συνάρτησης Gauss.
Το έτιστο της f1 ρίσκεται στο σημείο x⃗∗

I = [ 1√
n
, 1√

n
, . . . , 1√

n
] , ενώ αυτό

της f2 ρίσκεται στο σημείο x⃗∗
II = [− 1√

n
,− 1√

n
, . . . ,− 1√

n
] .
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Το σύνοο τν μη-κυριαρούμενν ύσεν ια το πρόημα δύο στό-
ν αποτεείται από τα σημεία x⃗∗

FON = [x∗, x∗, . . . , x∗] , x∗ ∈ [− 1√
n
, 1√

n
] ,

πρόκειται δηαδή ια το ευύραμμο τμήμα που ενώνει τα έτιστα τν δύο
συναρτήσεν f1 και f2.
Κάε μία από τις δύο συναρτήσεις f1(x⃗) και f2(x⃗) είναι διαρίσιμη και

ισότροπη ς προς όες τις μεταητές ετιστοποίησης xi. Ωστόσο, όπς
αναφέρηκε στο προηούμενο κεφάαιο, η διαδικασία άσει της οποίας το
διάνυσμα τιμών τν συναρτήσεν στόν (εδώ το [f1, f2] ) μετατρέπεται σε
αμτό κόστος, αυτόματα ορίζει σημαντικές διευύνσεις στο ώρο σεδια-
σμού. Συνεπώς, η εφαρμοή της ΑσΚΣ μπορεί να ετιώσει την επίδοση του
αορίμου.
Στο ώρο τν συναρτήσεν στόν το μέτπο Pareto περιράφεται από

τη σέση:

f ∗
2 = 1− exp{−[2−

√
−ln(1− f ∗

1 )]
2} (4.6)

ια 0 ≤ f ∗
1 ≤ 1− exp(−4).

Το πρόημα μεετήηκε ια n = 20 διαστάσεις, ρησιμοποιώντας τις εκ-
δοές EA, EA(L) EA(K), MAEA, M(L)AEA(L), M(K)AEA(K) . Το πήος
τν ονέν και τν αποόνν κάε ενιάς τέηκε ίσο προς μ=10, =20 ενώ
το σύνοο τν επίεκτν αποτεείται από e=20 άτομα.
Για την απόδοση αμτού κόστους σε κάε μέος του πηυσμού ρησι-

μοποιείται η μέοδος SPEA2 [38].Ως κριτήριο ια την ποιότητα τν συνόν
ύσεν που παράονται ρησιμοποιείται ο δείκτης υπερόκου-ΔΥ (Hypervol-
ume Indicator - HV)[15]. Ο ΔΥ αποτεεί μετρική η οποία αντιστοιίζει τα
σύνοα ύσεν σε ένα αμτό μέεος, και αναύεται στο παράρτημα Α.
Τα μεταπρότυπα που ρησιμοποιούνται είναι ΔΣΑΒ, τα οποία εκπαιδεύο-

νται με 10-15 δείματα εκπαίδευσης. Η ειτουρία τν μεταπροτύπν ξεκινά
μετά από 90 εραφές στη άση δεδομένν. Κατά τη ρήση της ΑσΚΣ στο
μεταπρότυπο, αποκόπτονται 10 διαστάσεις.

Κδικοποίηση # Τρεξιμάτν Σήμα Διασταύρσης Πιανότητα Μετάαξης Pm

Πραματική 5 Intermediate Recombination 0.03

Πίνακας 4.4: Επιμέρους αρακτηριστικά τν δοκιμών.

74



Κάε εκδοή δοκιμάστηκε με πέντε διαφορετικές αρικοποιήσεις της εν-
νήτριας τυαίν αριμών, όπου ο αόριμος έτρεξε ια 12000 ακριείς αξιο-
οήσεις. Μετά από κάε τρέξιμο, συκεντρώνονται τα σύνοα τν επίεκτν
κάε ενιάς P g

e , και υποοίζεται η πορεία εξέιξης του δείκτη υπερόκου
άσει του σημείου ναδίρ Ω = (1, 1), και του σημείου ζενί A = (0, 0). Στη
συνέεια, υποοίζεται η μέση πορεία της σύκισης του δείκτη υπερόκου
ια όα τα τρεξίματα. Τα αποτεέσματα απεικονίζονται στο σήμα 4.23.
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Σήμα 4.23: Συνάρτηση Fonseca - Fleming: Μέση πορεία σύκισης του δεί-
κτη υπερόκου ια τις διάφορες εκδοές.

Από τα αποτεέσματα είναι εμφανές το πεονέκτημα που προσφέρει η
ανάυση σε κύριες συνιστώσες, τόσο στη ραμμική όσο και στη μη-ραμμική
εκδοή της. Και ια τις δύο μεόδους, η εφαρμοή τους στους εξεικτικούς
τεεστές ετιώνει σημαντικά την απόδοση του ΕΑ. Σε συνδυασμό δε με τα
μεταπρότυπα, η σύκιση ετιώνεται σε ακόμα μεαύτερο αμό.
Το τεικό σύνοο ύσεν που παράουν οι μέοδοι M(L)AEA(L)και

Μ(Κ)ΑΕΑ(Κ) πρακτικά ταυτίζεται με το μέτπο Pareto του προήματος.
Ενδεικτικά, στο σήμα 4.26, απεικονίζονται τα σύνοα τν επίεκτν ια ένα
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τρέξιμο της εκδοής ΜΑΕΑ, και το αντίστοιο ια την Μ(Κ)ΑΕΑ(Κ), με το
δεύτερο να είναι εμφανώς ποιοτικότερο, αφού κυριαρεί καοικά του πρώτου.
Τα σήματα 4.24 και 4.25 συκεντρώνουν τις πορείες σύκισης ια με-

μονμένα τρεξίματα μαζί με τη μέση πορεία σύκισης, ια τις δύο εκδοές
που έδσαν τα καύτερα αποτεέσματα, τις M(L)AEA(L)και Μ(Κ)ΑΕΑ(Κ).
Όπς δείνουν τα διαράμματα , τα οποία έουν μορφή υσάνου, η συμπε-
ριφορά τν εκδοών παρουσιάζει μικρη διακύμανση ια διαφορετικές τιμές
της εννήτριας τυαίν αριμών. Συνεπώς, η ετίση που προκαείται από
το συνδυασμό τν μεόδν είναι σταερή, και η μέση πορεία σύκισης που
παρουσιάζεται αντιπροσπεύει ικανοποιητικά τις δύο εκδοές.
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Σήμα 4.24: Συνάρτηση Fonseca - Fleming: Πορείες σύκισης και μέση πο-
ρεία σύκισης ια την εκδοή Μ(L)ΑΕΑ(L).
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Σήμα 4.25: Συνάρτηση Fonseca - Fleming: Πορείες σύκισης και μέση πο-
ρεία σύκισης ια την εκδοή Μ(Κ)ΑΕΑ(Κ).
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Σήμα 4.26: Συνάρτηση Fonseca - Fleming: Μέτπα μη-κυριαρούμενν ύ-
σεν ια ενα τρέξιμο τν εκδοών ΜΑΕΑ και Μ(Κ)ΑΕΑ(Κ).

4.5 Πρόημα Σεδιασμού Υποστηρίμα-
τος Δύο Ράδν

Το τρίτο πρόημα που μεετήηκε αφορά στο σεδιασμό υποστηρίματος
δύο δοκών οι οποίες πρέπει να παραάουν φορτίο W υπό δεδομένη νία θ
( Two-Bar Bracket) [9]. Πρόκειται ια μονοκριτηριακή ετιστοποίηση, με
στόο την εαιστοποίηση της συνοικής μάζας της κατασκευής.
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min max Περιραφή
1.5 x1 7 Συνοικό ύψος h της κατασκευής.(m)
1 x2 4 Οριζόντια απόσταση μεταξύ τν εδράσεν(span)(m)
0.08 x3 0.8 Εξτερική διάμετρος της δοκού 1 (m)
0.08 x4 0.8 Εστερική διάμετρος της δοκού 1 (m)
0.08 x5 0.8 Εξτερική διάμετρος της δοκού 2 (m)
0.08 x6 0.8 Eστερική διάμετρος της δοκού 2 (m)

Πίνακας 4.5: Μεταητές σεδιασμού του προήματος δύο δοκών.

Σήμα 4.27: Σηματική αναπαράσταση και ασικά μεέη του προήματος
δύο δοκών.

Θερείται ότι οι δοκοί έουν κυινδρικό σήμα, εστερικής διαμέτρου di,
και εξτερικής do. Το υικό της κατασκευής ερήηκε ατσάι πυκνότητας
ρ = 7800kg/m3 kai αντοής σa = 300MPa. Το μέτρο και η νία της δύνα-
μης W τέηκαν ίσα με 10kN και π

6
rad αντίστοια. Συνοικά, οι μεταητές

σεδιασμού είναι οι εξής έξι:
Η συνάρτηση στόου που υποοίζει τη συνοική μάζα της κατασκευής

ια δακτυιοειδή διατομή δίνεται από τη σέση:
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F = M = [ρ
√

x2
1 + (0.5x2)2]

π

4
(x2

3 − x2
4 + x2

5 − x2
6) (kg) (4.7)

Ταυτόρονα, απαιτείται η ικανοποίηση περιορισμών, οι οποίοι προκύπτουν
από τη εμετρία και τη στατική του προήματος. Συκεκριμένα, η μέιστη
τάση που εμφανίζεται στις διατομές πρέπει να είναι μικρότερη από αυτήν που
επιτρέπει η αντοή του υικού, μαζί με έναν παράοντα ασφαείας k (τέηκε
ίσος προς 1.8):

g1 =
2W

√
x2
1 + (0.5x2)2

π(x2
3 − x2

4)
[
sinθ

x1

+
2cosθ

x2

] ≤ σa

k
(4.8)

g2 =
2W

√
x2
1 + (0.5x2)2

π(x2
5 − x2

6)
[
sinθ

x1

− 2cosθ

x2

] ≤ σa

k
(4.9)

g3 =
−2W

√
x2
1 + (0.5x2)2

π(x2
5 − x2

6)
[
sinθ

x1

− 2cosθ

x2

] ≤ σa

k
(4.10)

Η πρώτη σέση αναφέρεται στη μέιστη τάση που εμφανίζεται στη διατομή
της ράδου 1, ενώ οι δύο επόμενες στην τάση που εμφανίζεται στη ράδο 2,
η οποία ανάοα με τη εμετρία που επιέεται μπορεί να έει ιπτικό ή
εφεκυστικό αρακτήρα.
Τέος, απαιτούνται δύο ακόμα περιορισμοί ια το εάιστο πάος που

μπορεί να έει η ράδος:

g4 = 0.02− x3 + x4 ≤ 0 (4.11)
g5 = 0.02− x5 + x6 ≤ 0 (4.12)

Με άση τα παραπάν διαμορφώηκε οισμικό αξιοόησης τν υποψή-
φιν ύσεν, το οποίο υποοίζει την αντικειμενική συνάρτηση και κατά πόσο
ικανοποιούνται όοι οι περιορισμοί. Οι παράμετροι του εξεικτικού αορί-
μου ρυμίστηκαν ς εξής: Πήος ονέν μ=30, πήος αποόνν =60.
Χρησιμοποιήηκε το σήμα προσομοιούμενης δυαδικής διασταύρσης (Simu-
lated Binary Crossover), ενώ ο μέιστος αριμός αξιοοήσεν τέηκε ίσος
με 8000. Η εφαρμοή της ΑσΚΣ στους εξεικτικούς τεεστές ξεκινά από τη
δεύτερη ενιά.
Η ειτουρία τν μεταπροτύπν ξεκινά μετά από 300 εραφές στη άση

δεδομένν, ενώ τα δείματα εκπαίδευσης που ρησιμοποιούνται είναι 15-20.
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Κδικοποίηση # Τρεξιμάτν Σήμα Διασταύρσης Πιανότητα Μετάαξης Pm

Πραματική 10 Simulated Binary 0.03

Πίνακας 4.6: Επιπέον αρακτηριστικά τν δοκιμών.

Κατά την αποκοπή διαστάσεν που συμαίνει μετά το μετασηματισμό του
συστήματος συντεταμένν, αποκόπτονται οι τρεις ιότερο σημαντικές δια-
στάσεις και το εκπαιδευόμενο μεταπρότυπο είναι 3Δ. Τα σήματα 4.28 και
4.30 συκεντρώνουν τη μέση πορεία σύκισης, ια δέκα τρεξίματα, τν διά-
φορν εκδοών που δοκιμάστηκαν.
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Σήμα 4.28: Απόδοση τν μεόδν EA, EA(L) και ΕΑ(Κ) ια το πρόημα
του υποστηρίματος δύο ράδν.

Στο συκεκριμένο πρόημα, ο απός ΕΑ συναντά δυσκοία στο να ε-
τιώσει τις ήδη υπάρουσες ύσεις. Αυτό φαίνεται στα διαράμματα του σήμα-
τος 4.29, όπου παρουσιάζονται ενδεικτικά οι πορείες σύκισης τν εκδοών
ΕΑ, ΕΑ(L) και ΕΑ(Κ) ια τρεις διαφορετικές τιμές της εννήτριας τυαίν
αριμών.
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Όπς δείνουν τα διαράμματα ια τα συκεκριμένα τρεξίματα, αά και τα
διαράμματα μέσης πορείας σύκισης, η εφαρμοή ραμμικής ΑσΚΣ στους
τεεστές εξέιξης προκαεί μικρή ετίση στην πορεία σύκισης στο συ-
κεκριμένο πρόημα. Αντιέτς, η εφαρμοή ΑσΚΣ μέσ συνάρτησης πυ-
ρήνα ετιώνει σημαντικά τα αποτεέσματα.
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Σήμα 4.29: Πρόημα υποστηρίματος δύο ράδν: Πορείες σύκισης τν
εκδοών ΕΑ, ΕΑ(L) και ΕΑ(Κ) ια τρεις διαφορετικές αρικοποιήσεις της
εννήτριας τυαίν αριμών.

Η δυσκοία που αναφέρηκε παραπάν παρουσιάζεται και κατά την επί-
υση με μεταπρότυπα. Μάιστα, ια το συκεκριμένο πρόημα, η εκδοή
ΜΑΕΑ δίνει εαφρώς ειρότερη πορεία σύκισης, όπς φαίνεται στο σήμα
4.30. Πιανότατα ια αυτό ευύνεται το σύνοο τν περιορισμών, οι οποίοι
“αποπροσανατοίζουν” τις προέψεις τν μεταπροτύπν. Η ίδια δυσκοία
παρατηρήηκε και με διαφορετικές ρυμίσεις τν παραμέτρν του οισμικού
EASY(διαφορετικός αριμός δειμάτν εκπαίδευσης, επιπέον αάρση τν
περιορισμών, μεταπρότυπα πουνυμικής προσέισης).
Από την άη, η εφαρμοή της ΑσΚΣ με ρήση συνάρτησης πυρήνα ε-

τιώνει και την απόδοση του μεταπροτύπου. Τα καύτερα αποτεέσματα προ-
κύπτουν από την εκδοή Μ(Κ)ΑΕΑ(Κ), τόσο από άποψη υποοιστικού ρό-
νου, όσο και ποιότητας τν τεικών ύσεν. Η εκδοή αυτή εντόπισε και την
καύτερη συνοικά ύση, την [1.9134, 1.3349, 0.10425, 0.08, 0.100598, 0.08]
ια την οποία η μάζα της κατασκευής παίρνει την τιμή F = 108.
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Σήμα 4.30: Πρόημα υποστηρίματος δύο ράδν: Απόδοση τν μεόδν
EA, MAΕΑ, M(L)AEA, M(L)AEA(L) M(K)AΕΑ και Μ(Κ)ΑΕΑ(Κ).

4.6 Πρόημα Συκόησης Δοκού
Το τέταρτο πρόημα που μεετήηκε αφορά στη ετιστοποίηση τν

προδιαραφών μιας συκόησης δοκού [19]. Η δοκός παρααμάνει φορτίο
μέτρου 6000 lbf , σε σταερή απόσταση L = 14 in από το στέεος στήριξης.
Στόος είναι η εαιστοποίηση του κόστους (μονοκριτηριακή ετιστοποί-
ηση), ενώ ταυτόρονα πρέπει να ικανοποιούνται περιορισμοί ια τη διατμητική
τάση, τις ορές τάσεις ό κάμψης, το φορτίο υισμού καώς και το μέι-
στο έος μετατόπισης. Οι μεταητές σεδιασμού είναι τέσσερις:

min max Περιραφή
0.125 x1 10 Πάος συκόησης h (in)
0.1 x2 10 Συνοικό μήκος συκόησης l (in)
0.1 x3 10 Ύψος διατομής της δοκού t (in)
0.1 x4 10 Πάτος διατομής δοκού b (in)
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Σήμα 4.31: Βασικά μεέη του προήματος συκόησης.

Η συνάρτηση που δίνει το κόστος της συκόησης δίνεται από τον τύπο:

f(x) = 1.10471x2
1x2 + 0.04811x3x4(14 + x2) ($) (4.13)

Η ετιστοποίηση υπόκειται στους παρακάτ έξι περιορισμούς:

g1 = τ(x)− 13000 ≤ 0 (διατμητική τάση) (4.14)
g2 = σ(x)− 30000 ≤ 0 (ορή τάση) (4.15)
g3 = x1 − x4 ≤ 0 (4.16)
(πάος δοκού μεαύτερο από αυτό της συκόησης)

g4 = 0.10471x2
1 + 0.04811x3x4(14 + x2)− 5 ≤ 0 (4.17)

(επιπέον περιορισμός ια το κόστος υικών)

g5 = δ(x)− 0.25 ≤ 0 (έος μετατόπισης) (4.18)
g6 = 6000− Pc(x) ≤ 0 (φορτίο υισμού) (4.19)
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Τα ενδιάμεσα μεέη δίνονται από τις σέσεις:

τ(x) =

√
τ ′2 + 2τ ′τ ′′

x2

2R
+ τ ′′2 (συνοική διατμητική τάση) (4.20)

τ ′ =
6000√
2x1x2

(διατμητική τάση ό κάετης δύναμης ) (4.21)

τ ′′ =
MR

J
(διατμητική τάση ό ροπής ) (4.22)

M = 6000(14 +
x2

2
) (ροπή ς προς το μεσο της συκόησης) (4.23)

R =

√
x2
2

4
+ (

x1 + x3

2
)2 (4.24)

J = 2
√
2x1x2[

x2
2

12
+ (

x1 + x3

2
)2] (ποική ροπή αδρανείας) (4.25)

σ(x) =
504000

x4x2
3

(4.26)

δ(x) =
2.1952

x2
3x4

(4.27)

Pc(x) = 64746.022(1− 0.0282346x3)x3x
3
4 (4.28)

Το μεάο πήος περιορισμών καιστά αρκετά δύσκοο ια τον αό-
ριμο να ρει έστ και μία αποδεκτή ύση ώστε να ξεκινήσει η διαδικασία
της εξέιξης. Για το όο αυτό έινε αάρση στα όρια παράασης τν
περιορισμών.
Όπς αναύηκε στο κεφάαιο 2, ια μία υποψήφια ύση που σέεται

τους περιορισμούς ισύει ck ≤ dk. Με dk συμοίζονται τα “τυπικά” όρια τν
περιορισμών (όπου στο συκεκριμένο πρόημα είναι dk=0), και υποψήφιες
ύσεις που παραιάζουν αυτά τα όρια επιαρύνονται με ένα “προστιμο” κατα
τη διαδικασία απόδοσης αμτού κόστους. Η επιάρυνση αυξάνει εκετικά
με το μέεος του ck, σύμφνα με τη σέση 2.4. Αυτό συμαίνει μέρι κάποιο
“ααρμένο” όριο d∗k. Λύσεις τν οποίν οι περιορισμοί υπεραίνουν το όριο
d∗k, τιμρούνται με ποινή ανάτου.
Εδώ, το μέιστο όριο στο οποίο επιάεται η ποινή ανάτου σε μια υπο-

ψήφια ύση τέηκε ίσο με 100, ενώ ο παράοντας εκετικής επιάρυνσης τέ-
ηκε ίσος με 3. Με αυτό τον τρόπο δίνεται ευκαιρία σε ποές ύσεις που α
απορρίπτονταν κατευείαν από τον αόριμο να συμμετάσουν στην εξέιξη.
Επίσης, ια να είναι ευημένη η εκκίνηση της εξέιξης και να είναι δυνατή

η ταυτόρονη εκκίνηση της ΑσΚΣ σε όα τα τρεξίματα, εισάονται στην
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πρώτη ενιά δύο σετικά “κακές” αά αποδεκτές ύσεις, οι [1.0276, 5.9783,
4.79378, 1.03066] [1.49465, 2.39945, 3.2551, 1.838737] με κόστος 11.723 και
10.648 αντίστοια.
Η επίυση του προήματος έινε με έναν (10,20)ΕΑ, ενώ όταν πραμα-

τοποιείται εφαρμοή της ΑσΚΣ στους εξεικτικούς τεεστές, αυτή ξεκινά
από την τρίτη ενιά. Το μεταπρότυπο ξεκινά όταν συμπηρούν 50 ερα-
φές στη άση δεδομένν (εκ τν οποίν τουάιστον 15 ικανοποιούν τους
περιορισμούς). Αποκόπτονται δύο διαστάσεις, επομένς κάε μεταπρότυπο
εκπαιδεύεται σε ώρο δύο διαστάσεν.
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Σήμα 4.32: Πρόημα Συκόησης Δοκού: Απόδοση τν μεόδν EA,
EA(L) και ΕΑ(Κ).

Κδικοποίηση # Τρεξιμάτν Σήμα Διασταύρσης Πιανότητα Μετάαξης Pm

Πραματική 10 Intermediate Recombination 0.03

Πίνακας 4.7: Επιπέον αρακτηριστικά τν δοκιμών.
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Σήμα 4.33: Πρόημα Συκόησης Δοκού: Απόδοση τν μεόδν EA,
MAΕΑ, M(L)AEA, M(L)AEA(L) M(K)AΕΑ και Μ(Κ)ΑΕΑ(Κ).

Στα σήματα 4.32 και 4.33 απεικονίζεται η μέση πορεία σύκισης ια
όες τις εκδοές που δοκιμάστηκαν. Για την κατασκευή τν καμπυών αυ-
τών ήφηκαν υπόψη μόνο αποδεκτές ύσεις. Η απόδοση του τυπικού ΕΑ
στο συκεκριμένο πρόημα είναι αρκετά κακή, αφού προκαεί μικρή ετί-
ση τν αρικών ύσεν, ενώ η σύκιση ίνεται πού αρή από πού νρίς.
Αντιέτς, οι εκδοές ΕΑ(L), EA(K) συνείζουν να ρίσκουν καύτερες ύ-
σεις καόη τη διάρκεια της εξέιξης. Η ρήση μεταπρoτύπν ετιώνει την
εξεικτική πορεία. Η ραμμική ΑσΚΣ στην εκπαίδευση τν μεταπροτύπν
δε οηά ιδιαίτερα στην καύτερη πορεία της εξέιξης, κάτι που συμαίνει
με την ΑσΚΣ μέσ συνάρτησης πυρήνα. Καύτερα αποτεέσματα δίνουν οι
εκδοές M(L)AEA(L), M(K)AEA(K). Η καύτερη ύση ρέηκε από τη εκ-
δοή Μ(Κ)ΑΕΑ(Κ), στο σημείο [0.19419, 3.7268, 9.488, 0.20358], με κόστος
1.803.
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4.7 Πρόημα Βετιστοποίησης Αεροτο-
μής Τεσσάρν Στοιείν

Το συκεκριμένο πρόημα αεροδυναμικής ετιστοποίησης αφορά στη
διαμόρφση διάταξης αεροτομής αποτεούμενης από τέσσερα στοιεία. Δια-
τάξεις τέτοιου είδους ρησιμοποιούνται στα περισσότερα επιατικά αεροπάνα
κατά τις φάσεις προσείσης και αποείσης παρέοντας επιπέον άνση, ι
αυτό και ονομάζονται υπερανττικές (high-lift devices).
Η διάταξη αποτεείται από μια μεάη (κύρια/main) αεροτομή και τρείς

μικρότερες, η μία μπροστά (slat) και οι άες δύο πίσ από την κύρια (flaps).
Το πρόημα μοντεοποιείται ς 2Δ μόνιμη ροή μη-συνεκτικού συμπιε-

στού ρευστού. Η νία της επ’ άπειρο ροής ερείται ίση με α = 10o και ο
αριμός Mach M∞ = 0.2. Στόος είναι η μειστοποίηση του συντεεστή
άνσης CL (επειδή το οισμικό EASY πραματοποιεί εαιστοποίηση συ-
ναρτήσεν, η συνάρτηση στόου ράφεται ς F = −CL), ενώ οι μεταητές
του προήματος είναι εννιά: οι μετατοπίσεις κατά x και y και οι νίες στρο-
φής τν τριών μικρότερν πτερυίν σε σέση με μία αρική έση. Η έση
και η στροφή της κύριας αεροτομής παραμένουν σταερές. Σταερό παραμένει
και το σήμα όν τν αεροτομών.

min max Περιραφή
-0.15 θ1 0.15 Στροφή του flap 1(rad)
-0.05 x1 0.05 Οριζόντια μετατόπιση flap 1(m)
-0.05 y1 0.05 Kάετη μετατόπιση flap 1(m)
-0.15 θ2 0.15 Στροφή του flap 2(rad)
-0.05 x2 0.05 Οριζόντια μετατόπιση flap 2(m)
-0.05 y2 0.05 Kάετη μετατόπιση flap 2(m)
-0.15 θ3 0.15 Στροφή του slat(rad)
-0.05 x3 0.05 Οριζόντια μετατόπιση slat(m)
-0.05 y3 0.05 Kάετη μετατόπιση slat(m)

Πίνακας 4.8: Μεταητές του προήματος.

Για την αξιοόηση μιας υποψήφιας ύσης πρέπει να υούν οι εξισώσεις
πεδίου ατριούς ροής (εξισώσεις Euler). Το οισμικό που ρησιμοποιήηκε
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έει αναπτυεί στη ΜΠΥΡ&Β, και είναι κώδικας υψηής παράηης από-
δοσης, ο οποίος τρέει σε κάρτες ραφικών (Graphics Processing Units -
GPUs)[11] [12]. Ο κώδικας δημιουρεί πέμα τρινικών στοιείν ύρ
από τις αεροτομές, και, στη συνέεια, επιύει τις αντίστοιες εξισώσεις πεπε-
ρασμένν όκν ια κάε κόμο.
Το πήος τν κόμν που αποτεούν το πέμα κυμαίνεται από 39000-

71000, με 55000 κόμους κατά μέσο όρο. Αντίστοια, το πήος τν τρι-
ώνν του πέματος κυμαίνεται από 77000-142000 με 110000 τρίνα κατά
μέσο όρο. Το μεάο εύρος του πήους τν τριώνν οφείεται στον τρόπο
που διαμορφώνεται το πέμα: ο κώδικας επιέει κάε φορά να αυξήσει την
πυκνότητα τν τριώνν κοντά στα στερεά όρια, όπου τα μεέη της ροής
παρουσιάζουν μεαύτερη διακύμανση. Με αυτόν τον τρόπο, επιτυάνεται
εξοικονόμηση υποοιστικών πόρν ενώ διατηρείται η ακρίεια του αποτεέ-
σματος.
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Σήμα 4.34: Διατάξεις τν αεροτομών ια την αρική (x⃗ = 0⃗, CL = 3.6761),
και τη έτιστη ευρεείσα ύση (CL = 4.01559). Με Χ σημειώνονται τα σημεία
ς προς τα οποία ίνεται η στροφή τν πτερυίν.
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Σήμα 4.35: Πεδίo ροής ια την αρική ύση.
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Σήμα 4.36: Πεδίo ροής ια τη έτιστη ευρεείσα ύση.

Πραματοποιήηκε ετιστοποίηση του προήματος κάνοντας ρήση τν
μεόδν MAEA και Μ(Κ)ΑΕΑ(Κ). Για την τεευταία έιναν τρεξίματα με
μεταπρότυπα 3,5,7 και 9 διαστάσεν, προκειμένου να διαπιστεί το πώς επη-
ρεάζει αυτή η παράμετρος την επίδοση του αορίμου.
Χρησιμοποιήηκε μία παρααή της μεόδου ΑσΚΣ με ρήση συναρτή-

σεν πυρήνα. Συκεκριμένα, το σ, δηαδή η ακτίνα της συνάρτησης πυρήνα
που ρησιμοποιείται ια την ανάυση του δείματος, μπορεί να μην είναι στα-
ερό, αά να μεταάεται από ενιά σε ενιά. Όταν συμαίνει αυτό, το σ
τίεται ίσο με ένα προς την τυπική απόκιση τν αποστάσεν στο συνόο τν
αποόνν (ενώ η τιμή που ρησιμοποιείται κανονικά είναι σ2 = 0.001). Όπς
αναφέρηκε στο κεφάαιο 3, η υπερπαράμετρος (hyperparameter) σ έει με-
άη σημασία ια τον εντοπισμό αρακτηριστικών στο δείμα. Με τη ρύμιση
αυτή ινεται μια απόπειρα προσαρμοής της συνάρτησης πυρήνα, ώστε αυτή
να περιράφει αποδοτικότερα τα σύνοα δεδομένν που εξετάζονται.
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Τα τρεξίματα έιναν ια τρεις διαφορετικές τιμές της εννήτριας τυαίν
αριμών, και τα αποτεέσματα συνδυάστηκαν ώστε να φτιατεί η μέση πο-
ρεία σύκισης κάε μεόδου. Οι ασικές παράμετροι που τέηκαν είναι:
μ=15 =25. Η εφαρμοή της μεόδου Kernel PCA στους εξεικτικούς τε-
εστές ξεκινά από την πρώτη ενιά. Για την εκκίνηση της προσειστικής
προ-αξιοόησης απαιτούνται 60 εραφές στη άση δεδομένν, και κάε
μεταπρότυπο εκπαιδεύεται με 15-30 δείματα εκπαίδευσης. Οι ακριείς αξιο-
οήσεις που πραματοποιούνται σε κάε ενιά είναι 2 ές 5.

Σήμα 4.37: Μέση πορεία σύκισης τν μεόδν ΜΑΕΑ και Μ(Κ)ΑΕΑ(Κ),
με μεταπρότυπα διάστασης 3, 5, 7 και 9.

Κδικοποίηση Σήμα Διασταύρσης Πιανότητα Μετάαξης Pm

Πραματική Intermediate Recombination 0.05

Πίνακας 4.9: Επιπέον αρακτηριστικά τν δοκιμών.
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Σε ενικές ραμμές, η μέοδος Μ(Κ)ΑΕΑ(Κ) δίνει οριακά καύτερα απο-
τεέσματα. Η μικρή διαφορά τν καμπυών πιανότατα οφείεται στο μικρό
περιώριο ετιστοποίησης του συκεκριμένου προήματος. Ενδιαφέρον πα-
ρουσιάζει το εονός ότι καύτερη μέση πορεία σύκισης είε το μεταπρό-
τυπο που απέκοπτε το μεαύτερο αριμό διαστάσεν. Από αυτό ρέηκε και
η καύτερη ύση x⃗=[0.09145, -0.00304, -0.03005, -0.0283, 0.00028, -0.05,
-0.1414, -0.00879, -0.0179], με CL = 4.01559, και απεικονίζεται στο σήμα
4.34, ενώ στα σήματα 4.35 και 4.36 απεικονίζονται οι κατανομές του αριμού
Mach ια την αρική και την καύτερη ύση που ρέηκε.
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Σήμα 4.38: Οι έξι καύτερες ύσεις, σε αδιαστατοποιημένη μορφή, όπς
προέκυψαν από το σύνοο τν τρεξιμάτν.

Το σήμα 4.38 συκεντρώνει σε μορφή διαράμματος τις έξι καύτερες
ύσεις ια τα διάφορα τρεξίματα, οι οποίες αντιστοιούν σε συντεεστή άν-
σης CL ≈ 4 . Οι μεταητές έουν αδιαστατοποιηεί, ώστε η εάιστη και
μέιστη τιμή τους να ισούται με bi = 0 και bi = 1 αντίστοια. Αυτός ο τρόπος
αναπαράστασης τν ύσεν διευκούνει την μεταξύ τους σύκριση και τον
εντοπισμό κοινών στοιείν.
Παρατηρείται ότι ια τις μεταητές θ1,x1,y1,y2, οι ύσεις συκεντρώνο-

νται κοντά σε μια συκεκριμένη τιμή, και παρουσιάζουν μικρή διακύμανση.
Συνεπώς, οι μεταητές αυτές, που περιράφουν τη σετική έση του flap 1
και την κατα y μετατόπιση του flap 2 , είναι οι πιο σημαντικές, και οι τιμές
τους συνιστούν ασικά αρακτηριστικά που πρέπει να διαέτουν οι καύτερες
ύσεις του προήματος. Από την άη, παρατηρείται μεαύτερη διακύμανση
ς προς τις μεταητές θ2,x2, θ3,x3,y3, δηαδή ια μια καή ύση η σετική
έση του slat, και η στροφή και κατά x μετατόπιση του flap 2 είναι ιότερο
αυστηρά καορισμένες.
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Κεφάαιο 5

Ανακεφααίση -
Συμπεράσματα

Αντικείμενο της διπματικής ερασίας ήταν η παρουσίαση και πιστοποί-
ηση εκδοών τν συματικών ΕΑ και ΜΑΕΑ, οι οποίες αξιοποιούν μεόδους
Ανάυσης σε Κύριες Συνιστώσες ια να αυξήσουν την αποτεεσματικότητά
τους.
Στο παίσιο αυτό, έινε αρικά παρουσιάση τν ΕΑ και εξηήηκαν οι

ασικές ειτουρίες τους. Έμφαση δόηκε στους αορίμους διασταύρ-
σης και μετάαξης, δηαδή στους τεεστές που οδηούν τη διαδικασία της
εξέιξης.
Στη συνέεια, αναύηκε η ειτουρία και ρησιμότητα τν μεταπροτύ-

πν. Τα μεταπρότυπα, τα οποία είναι προσειστικά μοντέα τν συναρτή-
σεν στόν που κατασκευάζονται από τις υπάρουσες αξιοοήσεις, επι-
τρέπουν την προ-αξιοόηση τν υποψήφιν ύσεν. Με αυτόν τον τρόπο,
είναι δυνατή η ανάδειξη τν καύτερν ύσεν, εξοικονομώντας ταυτόρονα
κησεις στο, ακριές αά ακριό, οισμικό αξιοόησης.
Κατόπιν, έινε παρουσίαση της Ανάυσης σε Κύριες Συνιστώσες: όταν

η μέοδος αυτή εφαρμοστεί σε κάποιο δείμα, ορίζεται ένα νέο σύνοο με-
ταητών, οι οποίες συκεντρώνουν με αποδοτικότερο τρόπο τη διακύμανση
τν δεδομένν. Αναύονται δύο διαφορετικές μέοδοι ΑσΚΣ, η ραμμική
και η ΑσΚΣ με ρήση συναρτήσεν (μη-ραμμικού)πυρήνα. Σύμφνα με την
πρώτη, το νέο σύνοο μεταητών παράεται από έναν από οροώνιο με-
τασηματισμό τν αρικών, ενώ το σύνοο μεταητών που ορίζει η δεύτερη
προκύπτει από έναν μη-ραμμικό μετασηματισμό σε ένα ώρο υψηότερης
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διάστασης, ο οποίος ονομάζεται ώρος αρακτηριστικών. Η εξαή πηρο-
φορίας από τον ώρο αρακτηριστικών, ο οποίος έει πρακτικά άπειρη διά-
σταση, ίνεται δυνατή μέσ μιας αερικής τενικής που ονομάζεται “τέ-
νασμα πυρήνα” (kernel trick).
Κάε μία από τις μεόδους αυτές, μπορεί να εφαρμοστεί στο σύνοο τν

αποόνν κάε ενιάς ενός εξεικτικού αορίμου, εντοπίζοντας σημαντικά
αρακτηριστικά του ώρου σεδιασμού. Τα αποτεέσματα είναι δύνατόν να
αξιοποιηούν με δύο διαφορετικούς τρόπους ια κάε μέοδο: με εφαρμοή
τν τεεστών εξέιξης σε ονείς που ορίζονται ς προς το νέο σύνοο μετα-
ητών που προκύπτει, αυξάνοντας έτσι την πιανότητα εμφάνισης ποιοτικό-
τερν αποόνν, καώς και με αποκοπή τν ιότερο σημαντικών διαστάσεν
κατά την εκπαίδευση τν μεταπροτύπν, ετιώνοντας έτσι την ακρίειά τους.
Σύμφνα με τα παραπάν, ορίζονται ποές παρααές τν ασικών

ΕΑ και ΜΑΕΑ, οι οποίες μπορούν να ονομαστούν αναός με τη μέοδο
ΑσΚΣ που ρησιμοποιείται, και τον τρόπο αξιοποίησής της: EA(L),ΕΑ(Κ),
M(L)AEA, M(L)AEA(L), M(K)AEA, M(K)AEA(K).
Στη συνέεια, οι μέοδοι αυτές ρησιμοποιήηκαν ια την επίυση έξι προ-

ημάτν ετιστοποίησης: τριών μαηματικών προημάτν, δύο προημά-
τν ψεύδο-μηανοοικού σεδιασμού και ενός προήματος αεροδυναμικής
ετιστοποίησης.
Σεδόν σε όα τα προήματα που παρουσιάστηκαν, η υποοήηση τν

εξεικτικών τεεστών με ρήση ΑσΚΣ επιφέρει σημαντική ετίση στην
πορεία σύκισης του αορίμου. Μοναδική εξαίρεση σε αυτό, αποτεεί η
εκδοή ΕΑ(Κ) στην περίπτση της παρααής της 20Δ συνάρτησης Ras-
trigin. Όπς φάνηκε και από τη μεέτη τν μαηματικών συναρτήσεν, η
ετίση αυτή είναι ιδιαίτερα σημαντική στην περίπτση τν “κακώς τοπο-
ετημένν” προημάτν, τα οποία δυσκοεύουν ιδιαίτερα τους συματικούς
ΕΑ, ενώ είναι αυτά που συναντώνται συνότερα στα προήματα ετιστο-
ποίησης μεάης κίμακας.
Η αποκοπή διαστάσεν αμηότερης σημασίας κατά την εκπαίδευση τν

μεταπροτύπν ετιώνει ενικά την απόδοσή τους. Ειδικά στις περιπτώσεις
του προήματος υποστηρίματος δύο ράδν, καώς και στην περίπτση της
20Δ παρααής της συνάρτησης Rastrigin παρατηρείται ότι τα μεταπρότυπα
που εκπαιδεύονται μόνο ς προς τις σημαντικότερες διαστάσεις (όπς αυτές
υποοίστηκαν), έουν πού αυξημένη ακρίεια σε σέση με τα συματικά
μεταπρότυπα της εκδοής ΜΑΕΑ.
Ο συνδυασμός τν μεόδν, σεδόν πάντα παράει την καύτερη πορεία
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σύκισης. Κάτι τέτοιο ισύει ια την περίπτση της συνάρτησης Ackley,
το πρόημα Fonseca-Fleming, τα δυό παραδείματα μηανοοικού σεδια-
σμού, αά και την περίπτση της υπερανττικής διάταξης. Μάιστα, στην
περίπτση του προήματος υποστηρίματος δύο ράδν, φαίνεται να υπάρει
ιδιαίτερη συνέρεια μεταξύ τν δύο μεόδν, ιατί ενώ η μέοδος Μ(Κ)ΑΕΑ
από μόνη της δεν ετιώνει ιδιαίτερα την επίδοση του αορίμου (τουάι-
στον η εκδοή του αορίμου που δοκιμάστηκε), η εκδοή Μ(Κ)ΑΕΑ(Κ)
δίνει την καύτερη πορεία σύκισης.
Είναι οιπόν εμφανές, ότι οι προτεινόμενες μέοδοι επιταύνουν σημαντικά

τη σύκιση τν συματικν ΕΑ και ΜΑΕΑ σε μεάο εύρος προημά-
τν ετιστοποίησης. Η παρατήρηση αυτή ισύει ια προήματα ενός αά
και ποών στόν, όπς φάνηκε από τη μεέτη του προήματος Fonseca
- Fleming, όπου οι προτεινόμενες μέοδοι κατέηξαν πού πιο ρήορα σε
ποιοτικότερα σύνοα ύσεν. Επίσης, η υποοήηση τν ΕΑ και ΜΑΕΑ με
ΑσΚΣ αποδίδει και σε προήματα με περιορισμούς, όπς έδειξαν οι περιπτώ-
σεις τν “ψευδο-μηανοοικών” προημάτν ετιστοποίησης.
Συκρίνοντας τους δύο τρόπους διεξαής ΑσΚΣ, είναι εμφανές ότι η

ετική επίδραση στην απόδοση του αορίμου τονίζεται ακόμα περισσότερο
με τη ρήση συναρτήσεν πυρήνα. Κάτι τέτοιο είναι αναμενόμενο, εφόσον
πρόκειται ια ενίκευση της ραμμικής μεόδου, με επιπέον υποοιστικά
ήματα ώστε να εντοπίζει τα μη-ραμμικά αρακτηριστικά του ώρου σε-
διασμού. Σε όα σεδόν τα μεετώμενα προήματα, η ρήση ΑσΚΣ με συ-
νάρτηση πυρήνα υπερέει της αντίστοιης ραμμικής, ρίσκοντας καύτερες
ύσεις ταύτερα.
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Παράρτημα A

Προήματα Ποών Στόν

Όπς αναφέρηκε, στις ύσεις προημάτν πουκριτηριακής ετιστο-
ποίησης δεν αντιστοιεί μία αμτή ποσότητα κόστους, αά ένα διάνυσμα
που εκφράζει τις τιμές τν διάφορν συναρτήσεν στόν. Αποτέεσμα της
διαδικασίας ετιστοποίησης είναι ένα μέτπο από μη-κυριαρούμενες ύσεις,
το οποίο ιδανικά α ταυτίζεται με το σύνοο Pareto .
Συνεπώς, ια να είναι δυνατή η σύκριση μεταξύ διαφορετικών μεόδν

ετιστοποίησης πρέπει να εισαούν έννοιες που κάνουν δυνατή τη σύκριση
μετώπν ύσεν[28].

A.1 Σέσεις Κυριαρίας Μετώπν
Ασενής Κυριαρία: Ορίζεται ότι ένα μέτπο ύσεν Α, κυριαρεί
ασενώς ενός μετώπου Β (A OW B), αν και μόνο αν υπάρει τουάιστον
ένα στοιείο του Α που δεν ανήκει στο Β, ενώ ταυτόρονα όα τα στοιεία
του Β είναι ίσα ή κυριαρούνται από αυτά του Α. Ο ορισμός διατυπώνεται
μαηματικά ς:

A OW B ⇐⇒ ND(A ∪B) = A ∧ A ̸= B (A.1)
Η σέση αυτή απεικονίζεται στο σήμα A.1.
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Σήμα A.1: Γραφική απεικόνιση περίπτσης ασενούς κυριαρίας ( A OW B).

Ισυρή Κυριαρία: Το μέτπο Α κυριαρεί ισυρά του μετώπου Β (AOS B),
εάν, όα τα στοιεία του Β είναι ίσα ή κυριαρούνται από αυτά του Α, και,
ταυτόρονα, υπάρει τουάιστον ένα στοιείο του Α το οποίο κυριαρεί ενός
στοιείου του Β:

A OS B ⇐⇒ ND(A ∪B) = A ∧B\ND(A ∪B) ̸= ∅ (A.2)
Η σέση απεικονίζεται στο σήμα A.1.

f2
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Σήμα A.2: Γραφική απεικόνιση περίπτσης ισυρής κυριαρίας ( A OS B ).

Καοική Κυριαρία: Το μέτπο Α κυριαρεί καοικά του μετώπου
Β (A OC B), εάν, όα τα στοιεία του Β κυριαρούνται από αυτά του Α:
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A OC B ⇐⇒ ND(A ∪B) = A ∧B ∩ (A ∪B) = ∅ (A.3)
Η σέση απεικονίζεται στο σήμα A.1.

f2

f1

A
B

Σήμα A.3: Γραφική απεικόνιση περίπτσης καοικής κυριαρίας ( A OC B).

Οι έννοιες κυριαρίας (outperformance) μεταξύ μετώπν που ορίστηκαν
παραπάν μπορούν να ρησιμοποιηούν ια τη σύκριση και αξιοόηση συ-
νόν ύσεν, στόσο δεν ποσοτικοποιούν με κάποιο τρόπο την αντερότητα
ενός μετώπου σε σέση με κάποιο άο. Για το σκοπό αυτό ρησιμοποιούνται
οι μετρικές ποιότητας.

A.2 Μετρικές Ποιότητας-Δείκτης Υπερό-
κου

Με τον όρο μετρικές ποιότητας εννοούνται συναρτήσεις, οι οποίες αντι-
στοιίζουν έναν πραματικό αριμό σε κάε μέτπο μη-κυριαρούμενν ύ-
σεν. Ο αριμός αυτός μπορεί να εκφράζει το πόσο καά προσείζει το
συκεκριμένο μέτπο το μέτπο Pareto του προήματος, αά και κατά
πόσο οι μη-κυριαρούμενες ύσεις καύπτουν ομοιόμορφα όο το εύρος του
μετώπου. Στην παρούσα ερασία ς μετρική ποιότητας τν συνόν ύσεν
ρησιμοποιείται ο δείκτης υπερόκου (ΔΥ).

Δείκτης Υπερόκου Ο δείκτης υπερόκου (Hypervolume Indicator -
HV) [18, 15] είναι μία από τις πιο δημοφιείς μετρικές ποιότητας. Βασικό πε-
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ονέκτημά της είναι ότι εκφράζει την έννοια της ασενούς κυριαρίας, δηαδή
εάν το μέτπο Α κυριαρεί ασενώς του μετώπου Β, τότε ο δείκτης υπερόκου
του Α α είναι αυστηρά μεαύτερος και αντιστρόφς:

(A OW B) ⇐⇒ HV (A) > HV (B) (A.4)
Ο υποοισμός του ΔΥ ίνεται ερώντας ένα σημείο ναδίρ Ω στο ώρο

τν MT συναρτήσεν στόν, που έει ς συντεταμένες τις ειρότερες
(δηαδή μεαύτερες) τιμές που μπορούν να πάρουν οι συναρτήσεις-στόοι.
Στη συνέεια, ια κάε σημείο ei του μετώπου μη-κυριαρούμενν ύσεν
φτιάνεται ένα υπεροροώνιο (hyperrectangle) Qi , που έει ς διαώνιο
το ευύραμμο τμήμα που ορίζουν τα σημεία Ω και ei. Ο δείκτης υπερόκου
υποοίζεται τότε ς

HV = λ{
∪

Qi} (A.5)
όπου  το μέτρο Lebesgue του συνόου.

f2 Ω

f1

e1

e2

e3

e4

Σήμα A.4: Δείκτης υπερόκου ια ένα σύνοο μη κυριαρούμενν ύσεν
προήματος δύο στόν. Η καμπύη ορίζει το πραματικό μέτπο Pareto
του προήματος.
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Η συκεκριμένη μετρική ποιότητας μπορεί να δοεί και σε αδιάστατη
μορφή, αν ίνει ρήση ενός σημείου ζενί A, το οποίο έει συντεταμένες
τις καύτερες (δηαδή μικρότερες) τιμές τν συναρτήσεν στόν. Τότε ο
ΔΥ εκφράζεται ς ο όος:

HV =
λ{

∪
Qi}

λ{QAΩ}
(A.6)

όπου με QAΩ συμοίζεται το μεαύτερο ερητικά υπεροροώνιο, που έει
ς διαώνιο το ευύραμμο τμήμα AΩ.
Η παράσταση του δείκτη υπερόκου συναρτήσει του πήους τν ακριών

αξιοοήσεν που πραματοποιούνται παρέει μια καή εικόνα ια το πώς
εξείσσεται η ποιότητα του συνόου ύσεν, και σε συνδυασμό με τα τεικά
σύνοα ύσεν που παράονται μπορεί να ρησιμοποιηεί ια τη σύκριση
διαφορετικών μεόδν ετιστοποίησης.
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