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Περίηψη

Σκοπός της παρούσας διπματικής ερασίας είναι η εφαρμοή της συνεούς συ-
ζυούς μεόδου (continuous adjoint method) ια τον ενερητικό έεο (active
flow control) περιοδικής, στρτής ροής ασυμπίεστου ρευστού ύρ από κύινδρο,
με στόο την εαιστοποίηση τν δυνάμεν που ασκούνται σε αυτόν, εξαιτίας της
εμφάνισης τν στροίν von Karman.

Οι συζυείς μέοδοι ρησιμοποιούνται ια την εύρεση της κίσης της αντικειμενι-
κής συνάρτησης, όπου η τεευταία εκφράζει τη ρονικά μέση τιμή του τετραώνου
τν δυνάμεν, ς προς τις μεταητές σεδιασμού. Ο ενερητικός έεος της ροής
επιτυάνεται με δέσμες έυσης ή αναρρόφησης ρευστού (jets), οι οποίες τοποε-
τούνται σε ισαπέουσες έσεις σε όη την περιφέρεια του κυίνδρου. Οι παράμετροι

iii



της ταύτητας κάε δέσμης, δηαδή το πάτος ταάντσης, η φάση και η συνό-
τητα, αποτεούν και τις μεταητές σεδιασμού του προήματος ετιστοποίησης.
Οι συνεείς συζυείς εξισώσεις, οι οριακές συνήκες και οι παράοι ευαισησίας
προκύπτουν από την παραώιση της συνάρτησης κόστους επαυξημένης με το -
ρικό, σε όο το πεδίο, και το ρονικό, σε μια περίοδο του φαινομένου, οοκήρμα
του ινομένου τν εξισώσεν κατάστασης (Navier-Stokes) και τν συζυών μετα-
ητών. Οι συζυείς εξισώσεις διακριτοποιούνται και επιύονται με τις αντίστοιες
οριακές συνήκες και έτσι προκύπτει το πεδίο τν συζυών μεταητών. Έπειτα
υποοίζεται η παράος ευαισησίας ια κάε μεταητή σεδιασμού, με άση
την οποία αυτή ανανεώνεται, σύμφνα με τη μέοδο της απότομης καόδου.

Στην ερασία αυτή, ρησιμοποιούνται δύο συναρτήσεις κόστους, που αφορούν στη
μέση τιμή, σε εύρος μιας περιόδου του φαινομένου, του τετραώνου κάε δύναμης,
της άνσης ή της οπισέκουσας κατά περίπτση. Για κάε συνάρτηση κόστους με-
ετώνται δύο περιπτώσεις συνδιασμών μεταητών σεδιασμού, όπου στην πρώτη
μεταάονται τα πάτη ταάντσης και στη δεύτερη τα πάτη ταάντσης και οι
φάσεις τν δεσμών ρευστού. Με το πέρας τν κύκν ετιστοποίησης εξάονται
συμπεράσματα ια την επίδραση που έει το πάτος ταάντσης και η φάση κάε
δέσμης στο έτιστο έεο της ροής.

Κατά τη διατύπση της συνεούς συζυούς μεόδου εμφανίζονται όροι οι οποίοι
εξαρτώνται της ρονικής στιμής αφετηρίας υποοισμού του ρονικού οοκηρώ-
ματος της αντικειμενικής συνάρτησης, κάτι που οφείεται στο ότι με την επίδραση
τν δεσμών ρευστού η περίοδος του φαινομένου ταυτίζεται με την περίοδο τν jets
που αποτεεί μεταητή σεδιασμού. Έτσι, οιπόν, εξετάζεται η εξάρτηση που έει
η παράος ευαισησίας ς προς τη συνότητα, μέσ της εφαρμοής της συνεούς
συζυούς μεόδου σε μονοδιάστατο πρόημα υποετικής περιοδικής ροής με ανα-
υτική ύση, όπου η περίοδός της αποτεεί και αυτή μεταητή σεδιασμού. Aπό
αυτήν την ανάυση προκύπτουν συμπεράσματα ια τη συμπεριφορά της παραώου
ευαισησίας ς προς τη συνότητα ια περιπτώσεις περιοδικών ροών, που η περίοδος
αποτεεί μεταητή σεδιασμού.
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Abstract

This diploma thesis aims at the adaptation and use of continuous adjoint methods
for the active flow control of a periodic, laminar and incompressible flow around
a cylinder. The purpose of flow control is the minimization of the forces that act
on the cylinder, caused by the induced vortices, also known as, the von Karman
vortices.

The adjoint method is used to compute the derivatives of the objective function
which, in this case, is the mean square of the forces acting on the cylinder, with
respect to the design variables. Active flow control is implemented via pulsating
jets, which are equidistributed across the whole surface of the cylinder. The jet
velocity parameters, which are the amplitude, phase and frequency, constitute the
design variables. The continuous adjoint equations, the corresponding boundary
conditions and the sensitivity derivatives are derived with the use of the objective
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function, augmented with the field and time integral of the product of the state
equations (Navier-Stokes) with the time-dependent adjoint variables, during a
period of the phenomenon. The adjoint equations are discretized and solved together
with the corresponding boundary conditions to determine the field of the adjoint
variables and, through them, the sensitivity derivatives of the problem. Then, the
value of each design variable is updated with the use of its sensitivity derivative,
accordingly to the steepest decent method.

The objective functions used in this diploma thesis are the mean square of lift or
drag acting on the cylinder, during a period of the phenomenon. For each force
and, thus, objective function, two cases are studied. In the first one, only the
amplitude of each jet is free to change while, in the second case, both amplitude
and phase of each jet are considered as design variables. After the completion of
the optimization cycles, conclusions can be drawn about the effect that amplitude
and phase of each jet have in the optimal flow control.

When the jets act on the cylinder, the period of the phenomenon becomes equal
to the period of the jets. In the continuous adjoint formulation, this leads to
the derivation of terms that depend on the limits of the time integral of the
objective function. This dependency is studied by virtue of the adaptation of
the continuous adjoint method to a hypothetical, one-dimensional periodic flow
problem, where the period is also a design variable. Useful conclusions are drawn
about the behaviour of the sensitivity derivative with respect to the period.

vi



Ευαριστίες
Η οοκήρση της διπματικής μου ερασίας σηματοδοτεί την οοκήρση μιας
σημαντικής περιόδου της ζής μου, συνυφασμένης με τα πέντε ρόνια φοίτησής μου
στη σοή Μηανοόν Μηανικών. Έτσι, οιπόν, κρίν απαραίτητο να εκφράσ
τις ευαριστίες μου στα άτομα που με στήριξαν και με οήησαν τόσο κατά την εκ-
πόνηση της ερασίας αυτής, όσο και κατά τη διάρκεια τν σπουδών μου.

Καταράς, α ήεα να ευαριστήσ τον επιέποντα καηητή μου, κ. Κυριάκο
Γιαννάκοου, ο οποίος μου έδσε την ευκαιρία να ασοηώ με ένα τόσο ενδιαφέ-
ρον έμα. Επίσης, α ήεα να τον ευαριστήσ ερμά ια την καοδήηση και τις
υποδείξεις του καόη τη διάρκεια της εκπόνησης της ερασίας, καώς και ια τις
νώσεις που μου μετέδσε από το πρώτο κιόας έτος.

Επιπροσέτς, α ήεα να ευαριστήσ όα τα μέη της ΜΠΥΡ&Β ια το ευά-
ριστο κίμα που έουν δημιουρήσει και ια την προυμία τους να οηήσουν σε
οποιοδήποτε ζήτημα. Ιδιαίτερα, α ήεα να ευαριστήσ τον υποψήφιο διδάκτορα
Γιάννη Κααδία, ια τον πούτιμο ρόνο που διέεσε ια να απαντήσει σε απορίες
μου και να μου δώσει τις απαραίτητες οδηίες. Ακόμα, α ήεα να ευαριστήσ
το διδάκτορα Βαέη Παπουτσή, ια τη σημαντική του καοδήηση, ένα ρόνο
νρίτερα, στην πρώτη μου επαφή με το OpenFOAM, αά και ια τις καίριες παρα-
τηρήσεις και συμουές του ια τη διπματική μου ερασία.

Σε αυτό το σημείο, α ήεα να ευαριστήσ τους ονείς μου, Στήρη και Εένη,
ια τη στήριξη που μου παρείαν όα αυτά τα ρόνια σε όες τις επιοές μου. Δεν
α μπορούσα να αμεήσ τον αδερφό μου Θοδρή, ο οποίος πάντα έτει ψηά τον
πήη και με παροτρύνει να προσπαώ όο και περισσότερο. Τέος, α ήεα να ευα-
ριστήσ τους φίους μου Γιώρο Καορίτη και Νίκο Σημηριώτη, που συνετέεσαν
στο να περάσουν τα πέντε ρόνια της φοίτησης μας ευάριστα και δημιουρικά.



viii



Στον Ασημάκη Α. Πατάκη



x



Περιεόμενα

1 Εισαή 1
1.1 Το φαινόμενο της έκυσης στροίν von Karman . . . . . . . . . 1
1.2 Έεος της έκυσης στροίν von Karman . . . . . . . . . . . . 2

1.2.1 Παητικός Έεος . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4
1.2.2 Ενερητικός Έεος . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5

1.3 Η ανάπτυξη τν συζυών μεόδν στη ΜΠΥΡ&Β . . . . . . . . . . 6

2 Η συνεής συζυής μέοδος ια μη-μόνιμες, ασυμπίεστες,
στρτές ροές 9
2.1 Εξισώσεις της ροής . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
2.2 Εισαή τν συζυών μεταητών . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
2.3 Επιοή της συνάρτησης κόστους . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14
2.4 Διατύπση τν συνεών συζυών εξισώσεν του πεδίου ροής . . . . 16
2.5 Οριακές συνήκες του συζυούς προήματος & Παράοι Ευαι-

σησίας . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20
2.5.1 Συζυείς oριακές συνήκες στα όρια εισόδου ΓI . . . . . . . 20
2.5.2 Συζυείς oριακές συνήκες στα όρια εξόδου ΓO . . . . . . . 21
2.5.3 Συζυείς oριακές συνήκες στo τοίμα Γw . . . . . . . . . . 22
2.5.4 Παράοι Ευαισησίας . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

3 Διακριτοποίηση τν εξισώσεν & αόριμοι επίυσής τους 25
3.1 Διακριτοποίηση με την μέοδο τν πεπερασμένν όκν . . . . . . . 25

3.1.1 Διακριτοποίηση του πεδίου επίυσης . . . . . . . . . . . . . . 26
3.1.2 Διακριτοποίηση της εξίσσης μεταφοράς . . . . . . . . . . . 27

3.2 Διακριτοποίηση και επίυση του συστήματος εξισώσεν Navier-Stokes 31
3.2.1 Γραμμικοποίηση της εξίσσης της ορμής . . . . . . . . . . . 31
3.2.2 Σύζευξη πίεσης-ταύτητας και ο αόριμος PISO . . . . . . 32



3.3 Αποήκευση τν ρονικών ημάτν με την μέοδο checkpointing . . 34

4 Πρόεξη της ροής 35
4.1 Γεμετρία του προήματος . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35
4.2 Πρόεξη της ροής ύρ από κύινδρο . . . . . . . . . . . . . . . . . 35
4.3 Τοποέτηση τν δεσμών ρευστού . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40

5 Εαιστοποίηση της μέσης τιμής του τετραώνου της άνσης 41
5.1 Βέτιστος έεος με μεταητές σεδιασμού τα πάτη ταάντσης

Ak . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42
5.2 Βέτιστος έεος με μεταητές σεδιασμού τα πάτη ταάντσης

Ak και τις φάσεις tk0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50

6 Εαιστοποίηση της μέσης τιμής του τετραώνου της οπι-
σέκουσας 57
6.1 Βέτιστος έεος με μεταητές σεδιασμού τα πάτη ταάντσης

Ak . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58
6.2 Βέτιστος έεος με μεταητές σεδιασμού τα πάτη ταάντσης

Ak και τις φάσεις tk0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65
6.3 Διερεύνηση της παραώου ευαισησίας ς προς τη συνότητα fjets 71

7 Μεέτη της εξάρτησης της δF
δT
από τη ρονική αφετηρία a 79

7.1 Διατύπση του προήματος . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 80
7.2 Διατύπση του προήματος ετιστοποίησης . . . . . . . . . . . . 81
7.3 Διατύπση τν συζυών εξισώσεν . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82
7.4 Αναυτικός υποοισμός τν παραών ευαισησίας . . . . . . . . 86
7.5 Διακριτοποίηση & αριμητική επίυση του πρτεύοντος προήματος 89

7.5.1 Όρος μεταφοράς . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 90
7.5.2 Όρος πηής & ρονικός όρος . . . . . . . . . . . . . . . . . 92
7.5.3 Αριμητική επίυση του πρτεύοντος προήματος . . . . . . 92

7.6 Διακριτοποίηση & επίυση του συζυούς προήματος . . . . . . . . 96
7.6.1 Όρος μεταφοράς . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 96
7.6.2 Υπόοιποι όροι . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 98
7.6.3 Αριμητική επίυση του συζυούς προήματος . . . . . . . 99

xii



7.7 Υποοισμός της παραώου ευαισησίας δF
δc
με τη συνεή συζυή

μέοδο . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 102
7.8 Υποοισμός της παραώου ευαισησίας δF

δT
με τη συνεή συζυή

μέοδο . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 103
7.9 Συμπεράσματα . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 108

8 Ανακεφααίση - Συμπεράσματα 111

Αʹ Περί περιοδικότητας της συνάρτησης δv
δT
- Ένα παράδειμα

κατανόησης 117

Βιιοραφία 121

xiii



xiv



Κεφάαιο 1

Εισαή

1.1 Το φαινόμενο της έκυσης στροίν von
Karman

Στη δυναμική τν ρευστών, η έκυση στρόιν von Karman αναφέρεται στο
φαινόμενο της περιοδικής αποκόησης εναασσόμενν στροίν ύρ από μη-
αεροδυναμικά σώματα, τα οποία ρίσκονται εν μέσ μιας ροής, δημιουρώντας έτσι
έναν μη-μόνιμο, περιοδικό ομόρρου. Κατά συνέπεια, εμφανίζονται τααντώμενες δυ-
νάμεις που ασκούνται στο σώμα.

Οι στρόιοι αυτοί έουν αντίετη ένταση, δηαδή ίσο μέτρο και αντίετη φορά πε-
ριστροφής, και σηματίζουν ένα συκεκριμένο εμετρικό μοτίο που είναι εμφανές
και σε μεάη απόσταση από το σώμα, καώς δεν αναμεινύονται με την εξτερική
ροή και ’καταστρέφονται’ από τη συνεκτικότητα πού αρότερα.

Σήμα 1.1: Στρόβιλοι von Karman που σχηματίζονται γύρω από κύλινδρο[21].
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Έπειτα από πειράματα [24], παρατηρήηκε πς η έκυση στροίν εξαρτάται από τον
αριμό Reynolds, και μάιστα εμφανίζεται σε ένα συκεκριμένο εύρος τιμών του. Η
μορφή του πεδίου της ροής ύρ από κύινδρο ια διάφορους αριμούς Reynolds,
παρουσιάζεται στο σήμα 1.2. Για αμηούς αριμούς Re (1.2αʹ), η ροή εμφανίζει
συμμετρία πάν και κάτ από τον κύινδρο. Αυξάνοντας τον αριμό Re η συμμετρία
αυτή άνεται, ενώ η ροή κατάντι του κυίνδρου διαταρράσσεται περισσότερο (1.2ʹ).
Για αριμό Re = 4 εμφανίζεται επανακυκοφορία της ροής στον ομόρρου, η οποία
αυξάνεται με την αύξηση του Re, δημιουρώντας σε αυτόν τααντώσεις (1.2ʹ). Οι
τααντώσεις αυτές, ια Re = 40 (1.2δʹ) είναι αρκετά ισυρές ώστε ο ένας από τους
δύο στροίους να αποκοηεί από τον κύινδρο. Ο δεύτερος στρόιος αποκο-
άται με τη σειρά του όταν ο πρώτος σηματίζεται ξανά. Η έκυση αυτή ίνεται με
σταερή συνότητα η οποία εξαρτάται μόνο από τον αριμό Re, και εκφράζεται μέσ
του αδιάστατου αριμού Strouhal

Str =
fL

V
(1.1.1)

οπου f είναι η συνότητα ταάντσης, L το μήκος αδιαστατοποίησης (στην περί-
πτση του κύινδρου είναι η διάμετρος του) και V η ταύτητα της της αδιατάραης
ροής. Τα πειραματικά αποτεέσματα που σετίζουν τον αριμό Str με τον αριμό Re
παρουσιάζονται στο σήμα 1.3. Τέος, ια αριμούς Re > 400 οι στρόιοι αυτοί
εξαφανίζονται, ό της δημιουρίας της τύρης.

1.2 Έεος της έκυσης στροίν von Karman
Το φαινόμενο της έκυσης στροίν, εμφανίζεται στη φύση σε ποές περιπτώσεις,
όπς στη ροή του αέρα ύρ από νησιά, που μπορεί να οπτικοποιηεί με τη οήεια
τν σηματισμών που έουν τα σύννεφα, και ακόμα και στον πτερυισμό ποών
εντόμν, που έουν αναπτύξει μηανισμούς ώστε να εκμεταεύονται την ενέρεια
τν δημιουρούμενν στροίν. Δυστυώς όμς, η έκυση στροίν δεν έει
πάντα όμορφα ή επιυμητά αποτεέσματα, καώς μπορεί να είναι υπεύυνη ια την
κατάρρευση ποών κατασκευών, από περισκόπια υπορυίν ές ουρανοξύστες,
όταν αυτές οδηούνται σε αστάεια, εξαιτίας της ταύτισης της συνότητας της ταά-
ντσης τν δυνάμεν που ασκούνται με τις ιδιοσυνότητες τν κατασκευών. Έτσι
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(αʹ) Re << 1 (ʹ) Re < 4

(ʹ) 4 < Re < 40 (δʹ) 40 < Re < 400

Σήμα 1.2: Ροή γύρω από κύλινδρο για διάφορους αριθμούς Reynolds[23].

Σήμα 1.3: Πειραματικά δεδομένα που σχετίζουν τον αριθμό Re με τον αριθμό Str[24].

οιπόν, καείται εδώ ο μηανικός να μεετήσει και να ’εέξει’ τέτοια φαινόμενα,
ώστε να αποφευούν τα δυσάρεστα, όπς ήταν η κατάρρευση τριών πύρν ψύξης
το 1965 στο εροστάσιο παραής ενέρειας Ferrybridge, εξαιτίας της ταάντσης
που δημιουρήηκε από ισυρούς ανέμους.
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Σήμα 1.4: Φωτογραφίες από δορυφόρο, που δείχνουν το σχηματισμό στρόβιλων von
Karman γύρω από νησιά[21].

1.2.1 Παητικός Έεος
Για την αποφυή της ταανττικής συμπεριφοράς κυινδρικών σμάτν, έει μεε-
τηεί η τοποέτηση ενός οριζόντιου πτερυίου, μεαύτερου μήκους από τη διάμε-
τρο του κυίνδρου, κατάντι της ροής. Με αυτόν τον τρόπο οι δύο στρόιοι που
δημιουρούνται δεν μπορούν να αηεπιδράσουν και, κατά συνέπεια, παραμένουν
προσκοημένοι στο σώμα.

Για μεαύτερες κατασκευές και όπου η κατεύυνση της ροής δεν είναι σταερή,
ρησιμοποιούνται εικοειδή πτερύια, που δημιουρούν ασυμμετρία στη ροή, αποτρέ-
ποντας έτσι την εναασσόμενη έκυση στροίν [25]. Αυτή η μέοδος έει ρησι-
μοποιηεί σε ψηούς πύρους και σε κεραίες αυτοκινήτν. Ακόμα, σε ψηά κτίρια,
ρησιμοποιείται και η μετααόμενη κα’υψος διάμετρος, έτσι ώστε να αποφευεί η
ταυτόρονη ταάντση όης της κατασκευής.
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Σήμα 1.5: Παθητικός έλεγχος των στροβίλων von Karman, με οριζόντιο και ελικοειδές
πτερύγιο.[22].

1.2.2 Ενερητικός Έεος
Ο ενερητικός έεος προϋποέτει πρόσδοση ενέρειας στη ροή μέσ κάποιου επε-
νερητή. Σε αυτήν την περίπτση, ο ενερητικός έεος επιτυάνεται με δέσμες
περιοδικής έυσης ή αναρρόφησης ρευστού. Με αυτόν τον τρόπο προσδίδεται ενέρ-
εια στο οριακό στρώμα ανανεώνοντάς το και αποτρέποντας την αποκόηση τν
στροίν. Προφανώς κάτι τέτοιο δεν είναι εφικτό να εφαρμοσεί σε μεάες κα-
τασκευές, ό προημάτν στην υοποίηση και ό της μεάης ποσότητας
ενέρειας που απαιτείται. Παρόα αυτά, η μεέτη σε αυτόν τον τομέα μπορεί να φέρει
ρήσιμα αποτεέσματα ια το ενικότερο πεδίο του εέου ροής, ια τις περιπτώ-
σεις που αυτή είναι μη-μόνιμη.

Στην παρούσα διπματική ερασία α μεετηεί ο έεος της ροής και της έκυ-
σης στροίν von Karman ύρ από έναν κύινδρο, με δέσμες ρευστού και α
αναζητηεί η έτιστη τιμή τν παραμέτρν της ταύτητας κάε δέσμης, οι οποίες
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είναι το πάτος, η φάση και η περίοδος.

1.3 Η ανάπτυξη τν συζυών μεόδν στηΜΠΥΡ&Β
Οι συζυείς διατυπώσεις[1] είναι μαηματικά-υποοιστικά εραεία υποοισμού της
κίσης μιας αντικειμενικής συνάρτησης, εξασφαίζοντας ταυτόρονα την ικανοποί-
ηση τν ασικών εξισώσεν του προήματος (εξισώσεις κατάστασης), που στην
περίπτση που μεετά η παρούσα διπματική ερασία είναι οι εξισώσεις Navier-
Stokes.

Οι συζυείς μέοδοι ρίζονται στη συνεή και στη διακριτή συζυή μέοδο. Η ειδο-
ποιός διαφορά της διακριτής συζυούς μεόδου είναι ότι η αντικειμενική συνάρτηση
και οι εξισώσεις του προήματος πρώτα διακριτοποιούνται και ραμμικοποιούνται
και στη συνέεια παράεται η, προς επίυση, συζυής εξίσση. Αντίετα, η συνεής
συζυής μέοδος ασίζεται στην επαυξημένη αντικειμενική συνάρτηση Faug, η οποία
συντίεται από την αναυτική έκφραση της αντικειμενικής συνάρτησης και από το
οοκήρμα σε όο το ρίο και στο ρόνο (στην περίπτση τν μη-μόνιμν προ-
ημάτν) τν εξισώσεν κατάστασης ποαπασιασμένν με τη συνάρτηση τν
συζυών μεταητών. Στη συνέεια, εντοπίζονται οι ποσότητες που πρέπει να μηδε-
νισούν και αυτό παράει τις συζυείς εξισώσεις και τις οριακές τους συνήκες.

Τα τεευταία ρόνια, η ανάπτυξη συζυών μεόδν ια τον υποοισμό πρώτης και
μεαύτερης τάξης παραών αντικειμενικών συναρτήσεν που ρησιμοποιούνται
στην αεροδυναμική ειστοποίηση, έει αποτεέσει μια από τις κύριες δραστηριότη-
τες της Μονάδας Παράηης Υποοιστικής Ρευστομηανικής & Βετιστοποίησης
του Εραστηρίου Θερμικών Στροιομηανών (ΜΠΥΡ&Β/ΕΘΣ).

Στις ερασίες [3], [4] και [5] η συνεής συζυής διατύπση οδήησε σε εκφράσεις
παραών εεύερες από οοκηρώματα σε όο το πεδίο ροής, ακόμα και αν η
συνάρτηση κόστους είναι πεδιακό οοκήρμα, κάτι ιδιαίτερα συμφέρον, καώς ο
υποοισμός και η ρήση πεδιακών οοκηρμάτν έει ς συνέπεια αυξημένο υπο-
οιστικό κόστος και μειμένη ακρίεια της παραώου. Ακόμα, στην ερασία [5]
παρουσιάζεται μια αυστηρή μαηματική διατύπση, ια δομημένα και μη πέματα,
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που ερείται ενίκευση προηούμενης ερασίας που αφορούσε μόνο σε δομημένα
πέματα.

Στην ερασία [6] η συνεής συζυής μέοδος εφαρμόσηκε σε εξισώσεις τύρης
(Spalart-Allmaras) παρακάμπτοντας την πού συνή υπόεση της ’παμένης’ τυρ-
ώδους συνεκτικότητας, όπου αμεούνται οι μεταοές της τυρώδους συνεκτικό-
τητας. Αποδείηκε μάιστα πς η μη-επίυση του συζυούς προήματος ια τις
εξισώσεις της τύρης, όι μόνο μπορεί να οδηήσει σε ανακριείς παραώους, αά
ακόμα ειρότερα και σε παραώους με ανασμένο πρόσημο, που προφανώς μπορεί
να επηρεάσει τη σύκιση του αορίμου ετιστοποίησης.

Στο πεδίο του έτιστου εέου ροής, οι ερασίες [7] και [8] πρότειναν τη ρήση
της συνεούς συζυούς μεόδου ς ένα εραείο αμηού κόστους ια την εξαή
πηροφοριών σετικά με τη έτιστη τοποέτηση μόνιμν δεσμών ρευστού, αναρ-
ρόφησης ή έυσης, που ρησιμοποιούνται ια την αποτροπή της αποκόησης της
ροής. Η παρούσα διπματική ερασία αποτεεί επέκταση τν ερασιών αυτών σε
μη-μόνιμες ροές.

Στην ερασία [10] εφαρμόζεται η συνεής συζυής μέοδος ια μη-μόνιμες ροές
στον έεο της ροής και στη ετιστοποίηση τοποοίας. Στο πεδίο του ρόνου
ρησιμοποιούνται συνήεις τενικές check-pointing ια τη μείση τν απαιτήσεν σε
ρητικότητα. Επιπρόσετα, στο πεδίο τν συνοτήτν ρίσκεται σε εξέικη έρευνα
που εστιάζει στη μέοδο της αρμονικής ισορροπίας και στην εφαρμοή της συνεούς
συζυούς μεόδου σε αυτή.
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Κεφάαιο 2

Η συνεής συζυής μέοδος ια μη-μόνιμες,
ασυμπίεστες, στρτές ροές
Όπς έει ίνει ήδη αντιηπτό από το κεφάαιο 1, οι συζυείς μέοδοι είναι ιδιαί-
τερα σημαντικές ια τις αιτιοκρατικές μεόδους ετιστοποίησης ασισμένες στην
κίση της αντικειμενικής συνάρτησης (gradient-based optimization methods), κα-
ώς η κίση της αντικειμενικής συνάρτησης είναι αυτή που α οδηήσει στη ύση
που εξασφαίζει την εάιστη τιμή αυτής. Στην παρούσα διπματική ερασία, εφαρ-
μόζεται η μέοδος της απότομης καόδου, κατά την οποία οι τιμές τν μεταητών
σεδιασμού σε κάε κύκο ετιστοποίησης ανανεώνονται με άση την παράο
της αντικειμενικής συνάρτησης και, πιο συκεκριμένα, από τη σέση [1]

bnewi = boldi − ηi
δF

δbi

όπου με bi συμοίζονται οι μεταητές σεδιασμού και με δF
δbi
η παράος ευαιση-

σίας της συνάρτησης κόστους ς προς τη μεταητή bi, η οποία υποοίζεται με τη
συνεή συζυή μέοδο. Ο συντεεστής ηi είναι μια κατάηα επιεμένη αμτή
ποσότητα που ρυμίζει το μήκος ήματος.

2.1 Εξισώσεις της ροής
Οι εξισώσεις που διέπουν τη μηανική του συνεούς, ασυμπίεστου Νευτώνιου ρευ-
στού και αφορούν στην περιραφή τν ροών που μεετώνται στην παρούσα διπ-
ματική ερασία είναι οι εξισώσεις Navier-Stokes, που διατυπώνονται ς εξής:
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Rp = −∂vi
∂xi

= 0 (2.1.1)

Rv
i =

∂vi
∂t

+ uj
∂vi
∂xj

+
∂p

∂xi

− ∂

∂xj

[
ν

(
∂vi
∂xj

+
∂vj
∂xi

)]
= 0, i = 1, 2(3) (2.1.2)

όπου με vi συμοίζονται οι καρτεσιανές συνιστώσες της ταύτητας, p είναι η στα-
τική πίεση διαιρεμένη με την σταερή πυκνότητα ρ του ρευστού και ν η κινηματική
συνεκτικότητα, που είναι επίσης σταερή. Ως διάνυσμα μεταητών της ροής νοείται
το διάνυσμα U = [p, vi]

T

Οι οριακές συνήκες που ’κείνουν’ μαηματικά το πρόημα στα όρια του πεδίου
ροής, ια την περίπτση της εστερικής αεροδυναμικής, είναι:

(i) στην είσοδο του ρίου ροής ΓI :

• ταύτητα: συνήκη Dirichlet, που καορίζει την τιμή της ταύτητας της
ροής που εισέρεται στο ρίο.

• πίεση: μηδενική συνήκη Neumann.

(ii) στην έξοδο ρίου ροής ΓO:

• ταύτητα: μηδενική συνήκη Neumann.

• πίεση: μηδενική συνήκη Neumann.

(iii) στα στερεά τοιώματα του ρίου ροής Γw:

• ταύτητα: μηδενική συνήκη Dirichlet.

• πίεση: μηδενική συνήκη Neumann.

Προφανώς, στα στερεά τοιώματα, η μηδενική συνήκη Dirichlet αντικαίσταται με
την ταύτητα της εκεί δέσμης ρευστού (έυσης ή αναρρόφησης), αν υπάρει μια τέ-
τοια δέσμη στην συκεκριμένη έση. Στην παρούσα ερασία, η ταύτητα μιας δέσμης
k δίνεται από την σέση

vki = Ak
(
sin(2πfjets(t− tk0))− 1

)
ni, i = 1, 2(3) (2.1.3)
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όπου Ak είναι το πάτος και tk0 η φάση της ταύτητας της κάε δέσμης k, ενώ fjets είναι
η συνότητα, κοινή ια όες τις δέσμες. Θετικό πάτος Ak αφορά σε δέσμη έυσης,
ενώ αρνητικό πάτος Ak σε δέσμη αναρρόφησης. Η σέση 2.1.3 αντιστοιεί σε δέσμη
με κατεύυνση κάετη στο τοίμα.

2.2 Εισαή τν συζυών μεταητών
Το πρόημα του έτιστου έεου ροής με δέσμες ρευστού (jets), είναι, στην
ουσία, ένα πρόημα ετιστοποίησης αντίστροφου σεδιασμού [2], ς προς ένα προ-
καορισμένο κριτήριο, εκφρασμένο μαηματικά από μια συνάρτηση κόστους F =

F (U(b),b), και υοποιείται μέσ της εαιστοποίησης της συνάρτησης F στο ώρο
ύσεν τν μεταητών σεδιασμού b. Η συνάρτηση κόστους συναρτάται τν με-
ταητών της ροής U και τν μεταητών σεδιασμού b, οι οποίες ια την συκε-
κριμένη μεέτη είναι οι παράμετροι της ταύτητας της κάε δέσμης ρευστού, δηαδή

• το πάτος Ak της κάε δέσμης

• η φάση tk0 της κάε δέσμης

• η κοινή, ια όες τις δέσμες, συνότητα fjets

Η εξάρτηση της συνάρτησης κόστους από τις μεταητές σεδιασμού είναι διττή[2],
καώς η τιμή της εξαρτάται αφενός άμεσα από τις μεταητές σεδιασμού και αφετέ-
ρου έμμεσα μιας και κάε ααή στις μεταητές σεδιασμού οδηεί σε διαφορετικό
πεδίο ροής και, κατά συνέπεια, σε διαφορετική τιμή της συνάρτησης κόστους.

Αφετηρία ια τη διατύπση του συζυούς προήματος[1] αποτεεί ο ορισμός της
επαυξημένης συνάρτησης κόστους L. Αυτή δημιουρείται από την πρόσεση στη συ-
νάρτηση κόστους, του ρικού (σε όο το πεδίο ροής) και ρονικού (σε μία περίοδο
του φαινομένου) οοκηρώματος, τν εξισώσεν της ροής ποαπασιασμένν με
τα πεδία τν ποαπασιαστών Lagrange. Οι τεευταίοι ταυτίζονται με τις εόμενες
συζυείς μεταητές (adjoint ή co-state variables) και εκ τν πραμάτν μεταά-
ονται ρικά αά και ρονικά. Σύμφνα με τα παραπάν, η επαυξημένη συνάρτηση
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κόστους ορίζεται ς:

L = F +

∫
T

∫
Ω

uiR
v
i dΩdt+

∫
T

∫
Ω

qRpdΩdt (2.2.1)

όπου ui είναι η συζυής ταύτητα της vi και q η συζυής πίεση της p, ενώ T είναι η
περίοδος του φαινομένου, στην οποία ίνεται η ρονική οοκήρση.

Σκοπός της συζυούς μεόδου είναι να υποοιστούν οι παράοι ευαισησίας δF

δ~b

οι οποίες εκφράζουν τις μεταοές της συνάρτησης κόστους F ς προς ενδεόμενες
μεταοές τν μεταητών σεδιασμού b.

Σε αυτό το σημείο, είναι σημαντικό να ίνει αναφορά στη σέση που έουν οι παρά-
μετροι της ταύτητας τν jets, δηαδή οι μεταητές σεδιασμού, με το φαινόμενο
της έκυσης στροίν. Όπς αναφέρηκε στο κεφάαιο 1, η περίοδος της έκυσης
τν στροίν von Karman εξαρτάται από τον αριμό Reynolds της ροής. Παρόα
αυτά, όταν στο σώμα που μεετάται αρίζουν να επιδρούν οι δέσμες ρευστού, το φαι-
νόμενο αυτό τείνει να εξαειφεί. Πιο συκεκριμένα, τα πεδία ταυτήτν και πίεσης
της ροής αποκτούν τοπικά την περίοδο της ταύτητας τν jets, ενώ με την αύξηση
του πάτους Ak τν δεσμών, ο ομόρρους ίνεται σεδόν μόνιμος. Είναι εμφανές οι-
πόν, ότι σε αυτήν την περίπτση, η περίοδος στην οποία υποοίζονται τα ρονικά
οοκηρώματα της επαυξημένης συνάρτησης (περίοδος του φαινομένου T ), ταυτίζε-
ται με τη μεταητή σεδιασμού Tjets

1 και κατά συνέπεια, απαιτείται η εφαρμοή του
ενικευμένου κανόνα του Leibniz ια τον υποοισμό της οικής μεταοής τους
ς προς τη μεταητή σεδιασμού fjets. Στη συνέεια, το σύμοο T α αναφέρεται
πάντα στην περίοδο του φαινομένου, ανεξάρτητα από το αν αυτή ταυτίζεται ή όι με
την περίοδο τν jets. Ακόμα, οποιαδήποτε ανάυση της μεταοής της συνάρτησης
κόστους α αμάνει υπόψην ότι η περίοδος αυτή αποτεεί μεταητή σεδιασμού.

Ο κανόνας του Leibniz ια μια ενική συνάρτηση F (x, t) ράφεται

δ

δθ

∫ b(θ)

a(θ)

F (x, t)dt =
∫ b(θ)

a(θ)

∂F (x, t)
∂θ

dt+ F (x, b(θ)) δb
δθ
− F (x, a(θ))δa

δθ
(2.2.2)

1Η μεταητή σεδιασμού, όπς έει αναφερεί, είναι η συνότητα fjets τν
δέσμεν ρευστού, αά προφανώς ισύει ότι Tjets =

1
fjets

.
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Ακόμα, η οική μεταοή οποιασδήποτε ροϊκής ποσότητας Φ είναι

δΦ = ∂Φ +
∂Φ

∂xi

δxi +
∂Φ

∂t
δt (2.2.3)

όπου με δ συμοίζεται η οική μεταοή, ενώ με ∂ συμοίζεται η μερική μετα-
οή. Η μεταοή ∂Φ αντιστοιεί στην άμεση επίδραση της ααής μιας εκ τν
μεταητών σεδιασμού, στο Φ. Η μεταοή ∂Φ

∂xi
δxi αντιπροσπεύει τη συνεισφορά,

στην οική μεταοή, της ααής της εμετρίας, ερώντας ότι το πεδίο ροής
παραμένει αμετάητο. Δεδομένου ότι στη ετιστοποίηση εέου ροής, το ρίο
επίυσης Ω της ροής και το συσετιζόμενο πέμα (στη διακριτή εώρηση του προ-
ήματος) παραμένουν αμετάητα, ο όρος αυτός είναι μηδέν. Τέος, ο όρος ∂Φ

∂t
δt,

αντιπροσπεύει τη συνεισφορά, στην οική μεταοή, της ααής της έσης μιας
ρονικής στιμής t μέσα σε μια περίοδο, όταν η τεευταία μεταάεται, ερώντας
ότι το πεδίο ροής παραμένει αμετάητο.

Έτσι, ια την παρούσα μεέτη, η οική μεταοή κάε ροϊκής ποσότητας ράφεται

δΦ = ∂Φ +
∂Φ

∂t
δt (2.2.4)

Με άση τον κανόνα του Leibniz, η οική μεταοή της επαυξημένης συνάρτησης
κόστους L (εξίσση 2.2.1), αναύεται ς εξής:

δL = δF +

∫ a+T

a

∫
Ω

ui∂R
v
i dΩdt+

∫ a+T

a

∫
Ω

q∂RpdΩdt

+

∫
Ω

uiR
v
i dΩ

∣∣∣∣
a+T

+

∫
Ω

uiR
v
i dΩ

∣∣∣∣
a

+

∫
Ω

qRpdΩ

∣∣∣∣
a+T

+

∫
Ω

qRpdΩ

∣∣∣∣
a

(2.2.5)

όπου a ορίζεται η ρονική στιμή-αφετηρία υποοισμού κάε ρονικού οοκηρώ-
ματος. Είναι εμφανές, ότι με την εφαρμοή του κανόνα του Leibniz προκύπτουν όροι
που υποοίζονται στα όρια της ρονικής οοκήρσης, δηαδή στην αφετηρία a και
στη ρονική στιμή a + T . Παρόο που στην προκειμένη περίπτση εκ ταυτότητας
ισύει Rv

i = Rp = 0, ∀t, και κατά συνέπεια οι όροι αυτοί απαείφονται, α δειεί
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αρότερα ότι αντίστοιοι όροι εμφανίζονται και στη μεταοή της συνάρτησης κό-
στους, και είναι σημαντική η διερεύνηση ς προς τη διαείριση τους.

Τεικά η 2.2.5 ράφεται

δL = δF +

∫ a+T

a

∫
Ω

ui∂R
v
i dΩdt+

∫ a+T

a

∫
Ω

q∂RpdΩdt

(2.2.6)

Η παραπάν εξίσση (2.2.6) εκφράζει την οική μεταοή της επαυξημένης συνάρτη-
σης κόστους F ς προς τις μεταητές σεδιασμού b, στις οποίες συμπεριαμάνεται
και η περίοδος T .

2.3 Επιοή της συνάρτησης κόστους
Στόος του προήματος ετιστοποίησης της παρούσας διπματικής ερασίας,
είναι η εαιστοποίηση της ρονικά μέσης άνσης και της ρονικά μέσης οπισέ-
κουσας που ασκούνται στο σώμα ό της έκυσης στροίν, σε μία περίοδο του
φαινομένου. Επειδή όμς, μαηματικά, η εαιστοποίηση μιας εκ τν δύο δυνάμεν
μπορεί να οδηήσει σε αρνητική τιμή αυτής, κάτι που δεν είναι εμιτό, η συνάρτηση
κόστους ορίζεται τεικά ς η μέση τιμή του τετραώνου της άνσης ή της οπισέ-
κουσας.

Έτσι, τεικά, η συνάρτηση κόστους δίνεται από τη σέση:

F =
1

2T

∫ a+T

a

g2 dt (2.3.1)

με
g =

∫
Γw

[
−ν

(
∂vi
∂xj

+
∂vj
∂xi

)
nj + pni − |vjnj| vi

]
ridΓ

όπου ri είναι οι συνιστώσες μοναδιαίου διανύσματος, παράηου με την ταύτητα
της ροής, στην περίπτση που μεετάται η οπισέκουσα, και κάετου στην ταύ-
τητα της ροής, στην περίπτση που μεετάται η άνση. Ακόμα, ο πρώτος όρος της
g αφορά στις συνεκτικές δυνάμεις, ο δεύτερος στις δυνάμεις πίεσης, ενώ ο τρίτος
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αφορά στις δυνάμεις ορμής ό τν δεσμών ρευστού, που ασκούνται το σώμα.

Η οική μεταοή της συνάρτησης κόστους F ς προς τις μεταητές σεδιασμού b,
στις οποίες συμπεριαμάνεται και η περίοδος οοκήρσης T , αναύεται σύμφνα
με τον κανόνα οοκήρσης του Leibniz και δίνεται από την παρακάτ σέση:

δF =
1

T

∫ a+T

a

g ∂g dt+

[
1

2T
g2
∣∣∣∣
t=a+T

− 1

2T 2

∫ a+T

a

g2dt

]
δT − 1

2T
g2
∣∣∣∣
a

δa

=
1

T

∫ a+T

a

g ∂g dt+

[
1

2T
g2
∣∣∣∣
t=a+T

− 1

2T 2

∫ a+T

a

g2dt

]
δT (2.3.2)

Από την εφαρμοή του κανόνα του Leibniz προέκυψε στην εξίσση 2.3.2 ο όρος
1
2T
g2
∣∣
t=a+T

δT , ο οποίος είναι εκφρασμένος ια τη ρονική στιμή a + T και αφορά
στη στιμιαία τιμή της συνάρτησης κόστους. Εύοα οιπόν, δημιουρείται η απορία,
ια το κατά πόσο η οική μεταοή της παραώου ευαισησίας ς προς τη συνό-
τητα τν δεσμών ρευστού fjets είναι ανεξάρτητη της ρονικής αφετηρίας υποοισμού
του ρονικού οοκηρώματος a. Παρόο που η παράος δF

δfjets
αναμένεται να είναι

ανεξάρτητη του a, αποτεείται από έναν όρο άμεσα εκφρασμένο στη ρονική στιμή
a + T , ο οποίος ό περιοδικότητας α μεταάεται με τον ρόνο. Σε επόμενα
κεφάαια ίνεται διεξοδική ανάυση σε σέση με αυτό το ζήτημα.

Ο πρώτος όρος της εξίσσης 2.3.2 αναύεται περαιτέρ ς εξής:

1

T

∫ a+T

a

g ∂g dt =
1

T

∫ a+T

a

g

∫
Γw

[
−ν ∂

(
∂vi
∂xj

+
∂vj
∂xi

)
nj + ∂p ni − |vjnj| ∂vi

− vi ∂ (|vjnj|)
]
ridΓdt

=
1

T

∫ a+T

a

∫
Γw

(
−ν

[
∂

∂xj

(∂vi) +
∂

∂xi

(∂vj)

]
nj + ∂p ni − |vjnj| ∂vi

− vmnm

|vrnr|
njvi∂vj

)
g ri dΓdt (2.3.3)

Ανακεφααιώνοντας, η συνάρτηση κόστους ορίσηκε ς η μέση τιμή του τετραώνου
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της άνσης ή της οπισέκουσας, που ασκείται πάν στον κύινδρο, σε εύρος μιας
περιόδου. Όταν οι δέσμες ρευστού επιδρούν στο σώμα, η περίοδος αυτή παύει να
εξαρτάται από τα αρακτηριστικά της ροής (αριμό Reynolds) και ταυτίζεται με την
περίοδο της ταύτητας τν δέσμεν Tjets, η οποία είναι μεταητή σεδιασμού. Σε
αυτήν την περίπτση, η οική μεταοή της συνάρτησης κόστους δίνεται από τη
σέση:

δF =
1

T

∫ a+T

a

∫
Γw

(
−ν

[
∂

∂xj

(∂vi) +
∂

∂xi

(∂vj)

]
nj + ∂p ni − |vjnj| ∂vi

− vmnm

|vrnr|
njvi∂vj

)
g ri dΓdt+

[
− 1

2fjets
g2
∣∣∣∣
t=a+T

+
1

2

∫ a+T

a

g2dt

]
δfjets

(2.3.4)

όπου, επειδή T = 1
fjets

, ισύουν οι σέσεις

1

2T
δT = 1

2
fjetsδ

(
1

fjets

)
= −1

2

1

fjets
δfjets

− 1

2T 2
δT = −1

2
f 2
jetsδ

(
1

fjets

)
=

1

2
δfjets

2.4 Διατύπση τν συνεών συζυών εξισώ-
σεν του πεδίου ροής

Στη μεταοή της επαυξημένης συνάρτησης κόστους, εξίσση 2.2.6, εμφανίζονται
οι άμεσες μεταοές τν υποοίπν τν εξισώσεν ροής, δηαδή οι ποσότητες ∂Rp

και ∂Rv
i . Για τη διατύπση τν συζυών εξισώσεν, οι εν ό ποσότητες πρέπει

να αντικατασταούν με τις αναυτικές τους εκφράσεις, όπς αυτές υποοίζονται
από τη διαφόριση, ∂(), τν εξισώσεν της ροής 2.1.1 και 2.1.2. Έτσι προκύπτουν οι
παρακάτ εκφράσεις:

∂Rp = −∂
(
∂vj
∂xj

)
= − ∂

∂xj

(∂vj) (2.4.1)
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∂Ru
i = ∂

(
∂vi
∂t

)
+ ∂

(
vj

∂vi
∂xj

)
+ ∂

(
∂p

∂xi

)
− ∂

(
∂

∂xj

[
ν

(
∂vi
∂xj

+
∂uj

∂xi

)])
=

∂

∂t
(∂vi) +

∂vi
∂xj

∂vj + vj
∂

∂xj

(∂vi) +
∂

∂xi

(∂p)

− ∂

∂xj

(
ν

[
∂

∂xj

(∂vi) +
∂

∂xi

(∂vj)

])
, i = 1, 2(, 3) (2.4.2)

Αντικαιστώντας τις εξισώσεις 2.3.4, 2.4.1 και 2.4.2 στην 2.2.6 προκύπτει η έκφραση:

δL =
1

T

∫
T

∫
Γw

(
−ν

[
∂

∂xj

(∂vi) +
∂

∂xi

(∂vj)

]
nj + ∂p ni − |vjnj| ∂vi

− vmnm

|vrnr|
njvi∂vj

)
g ri dΓdt+

[
− 1

2fjets
g2
∣∣∣∣
t=a+T

+
1

2

∫
T

g2dt

]
δfjets

+

∫
T

∫
Ω

ui

[
∂

∂t
(∂vi) +

∂vi
∂xj

∂vj + vj
∂

∂xj

(∂vi)

+
∂

∂xi

(∂p)− ∂

∂xj

(
ν

[
∂

∂xj

(∂vi) +
∂

∂xi

(∂vj)

])]
dΩdt

−
∫
T

∫
Ω

q

[
∂

∂xj

(∂vj)

]
dΩdt (2.4.3)

Κάε όρος της 2.4.3 μπορεί να αναυεί περαιτέρ με τη ρήση του ερήματος
Green-Gauss, όπου y

V

(∇ · F) dV =
{
S

(F · n) dS

ή, σε τανυστική ραφή, y
V

∂Fi

∂xi

dV =
{
S

FinidS (2.4.4)

Επίσης, ρησιμοποιείται η ιδιότητα ενός διαφορίσιμου διανυσματικού πεδίου F και
μιας διαφορίσιμης αμτής συνάρτησης f , όπου

∇ · (fF) = ∇f · F+ f∇ · F

ή, σε τανυστική ραφή,
∂

∂xi

(fFi) =
∂f

∂xi

Fi + f
∂Fi

∂xi

(2.4.5)
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Έτσι, το οοκήρμα της εξίσσης 2.2.6,
∫
T

∫
Ω
q∂RpdΩdt, δίνει

−
∫
T

∫
Ω

q
∂

∂xj

(∂vj) dΩdt = −
∫
T

∫
Γ

q∂vjnjdΓdt+

∫
T

∫
Ω

∂q

∂xj

∂vjdΩdt (2.4.6)

Η ανάυση του ρονικού όρου του οοκηρώματος
∫
T

∫
Ω
ui∂R

v
i dΩdt δίνει∫

Ω

∫ a+T

a

ui
∂

∂t
(∂vi) dtdΩ =

[∫
Ω

ui∂vidΩ

]a+T

a

−
∫
T

∫
Ω

∂ui

∂t
∂vidΩdt (2.4.7)

Η ανάυση τν μη-συνεκτικών όρν του ίδιου οοκηρώματος δίνει∫
T

∫
Ω

uivj
∂

∂xj

(∂vi) dΩdt =

∫
T

∫
Γ

uivj∂vinjdΓdt−
∫
T

∫
Ω

vj
∂ui

∂xj

∂vidΩdt

(2.4.8)

∫
T

∫
Ω

ui
∂

∂xi

(∂p) dΩdt =

∫
T

∫
Γ

ui∂p nidΓdt−
∫
T

∫
Ω

∂ui

∂xi

∂p dΩdt (2.4.9)

Στη σέση 2.4.8, ο δεύτερος όρος προέκυψε μετά από ρήση της εξίσσης της συ-
νέειας

(
∂vi
∂xi

= 0
)
.

Η ανάυση τν συνεκτικών όρν του ίδιου οοκηρώματος δίνει∫
T

∫
Ω

−uiν
∂2

∂x2
j

(∂vi) dΩdt = −
∫
T

∫
Γ

uiν
∂

∂xj

(∂vi)njdΓdt+

∫
T

∫
Ω

∂ui

∂xj

ν
∂

∂xj

(∂vi) dΩdt

= −
∫
T

∫
Γ

uiν
∂

∂xj

(∂vi)njdΓdt+

∫
T

∫
Γ

∂ui

∂xj

ν∂vinjdΓdt

−
∫
T

∫
Ω

∂2ui

∂x2
j

ν∂vidΩdt (2.4.10)

−
∫
T

∫
Ω

uiν
∂2

∂xj∂xi

(∂vj) dΩdt = −
∫
T

∫
Γ

uiν
∂

∂xi

(∂vj)njdΓdt+

∫
T

∫
Ω

∂ui

∂xj

ν
∂

∂xi

(∂vj) dΩdt

= −
∫
T

∫
Γ

uiν
∂

∂xi

(∂vj)njdΓdt+

∫
T

∫
Γ

∂vi
∂xj

ν∂vjnidΓdt

−
∫
T

∫
Ω

ν
∂2ui

∂xjxi

∂vjdΩdt (2.4.11)
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Αντικαιστώντας τις 2.4.6 ές 2.4.11 στην 2.4.3 προκύπτει ότι

δL =

∫
T

∫
Ω

{
−∂ui

∂t
− vj

∂ui

∂xj

+ uj
∂vj
∂xi

− ∂

∂xj

[
ν

(
∂ui

∂xj

+
∂uj

∂xi

)]
+

∂q

∂xj

}
∂vidΩdt

−
∫
T

∫
Ω

∂ui

∂xi

∂p dΩdt

+

∫
T

∫
Γ

{
uivjnj + ν

(
∂ui

∂xj

+
∂uj

∂xi

)
nj − qni

}
∂vidΓdt

+

∫
T

∫
Γ

ui

(
−ν

[
∂

∂xi

(∂vj) +
∂

∂xj

(∂vi)

]
nj + ∂p ni

)
dΓdt

+

∫
T

∫
Γw

gri
T

(
−ν

[
∂

∂xj

(∂vi) +
∂

∂xi

(∂vj)

]
nj + ∂p ni

)
dΓdt

−
∫
T

∫
Γw

{
gri
T
|vjnj|+

grj
T

vj
vmnm

|vrnr|
ni

}
∂vidΓdt

+

[∫
Ω

ui∂vidΩ

]a+T

a

+

[
− 1

2fjets
g2
∣∣∣∣
t=a+T

+
1

2

∫ a+T

a

g2dt

]
δfjets (2.4.12)

Από την εξίσση 2.4.12, ίνεται αντιηπτό ότι η μεταοή της συνάρτησης κόστους
έει πέον εκφραστεί συναρτήσει τν άμεσν μεταοών τν ροϊκών μεεών ∂p και
∂vi, στο εστερικό και στα όρια του ρίου ροής. Δεδομένου ότι οι μεταοές αυτές
δεν είναι επιυμητό να υποοισούν, πρέπει να ίνει απαοιφή τν οοκηρμάτν
που τις εμπεριέουν. Έτσι προκύπτουν οι συζυείς πεδιακές εξισώσεις , που
έουν την παρακάτ μορφή:

−∂ui

∂xi

= 0 (2.4.13)

−∂ui

∂t
− vj

∂ui

∂xj

+ uj
∂vj
∂xi

− ∂

∂xj

[
ν

(
∂ui

∂xj

+
∂uj

∂xi

)]
+

∂q

∂xj

= 0 , i = 1, 2(, 3)

(2.4.14)
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2.5 Οριακές συνήκες του συζυούς προή-
ματος & Παράοι Ευαισησίας

Με την απαοιφή τν ρικών οοκηρμάτν, η παράος ευαισησίας της επαυ-
ξημένης συνάρτησης καίσταται ανεξάρτητη τν άμεσν μεταοών τν ροϊκών πο-
σοτήτν στο ρίο ροής. Έτσι, η σέση που δίνει την οική μεταοή της επαυξη-
μένης συνάρτησης κόστους ράφεται:

δL =

∫
T

∫
Γ

{
uivjnj + ν

(
∂ui

∂xj

+
∂uj

∂xi

)
nj − qni

}
∂vidΓdt

+

∫
T

∫
Γ

ui

(
−ν

[
∂

∂xi

(∂vj) +
∂

∂xj

(∂vi)

]
nj + ∂p ni

)
dΓdt

+

∫
T

∫
Γw

gri
T

(
−ν

[
∂

∂xj

(∂vi) +
∂

∂xi

(∂vj)

]
nj + ∂p ni

)
dΓdt

−
∫
T

∫
Γw

{
gri
T
|vjnj|+

grj
T

vj
vmnm

|vrnr|
ni

}
∂vidΓdt

+

[∫
Ω

ui∂vidΩ

]a+T

a

+

[
− 1

2fjets
g2
∣∣∣∣
t=a+T

+
1

2

∫ a+T

a

g2dt

]
δfjets (2.5.1)

Καιστώντας την παραπάν εξίσση ανεξάρτητη τν μεταοών τν μεταητών
ροής στα όρια της οοκήρσης, α προκύψουν οι οριακές συνήκες του συνεούς
συζυούς προήματος και ότι απομείνει α είναι η έκφραση τν παραών ευαι-
σησίας.

2.5.1 Συζυείς oριακές συνήκες στα όρια εισόδου ΓI

Στα όρια εισόδου, όπς έει αναφερεί και στην ενότητα 2.1, η ταύτητα vi δίνεται
από συνήκη τύπου Dirichlet. Έτσι, η οική μεταοή της ς προς τις μεταητές
σεδιασμού είναι μηδέν (δvi = 0). Ακόμα, επειδή η τιμή της ταύτητας εισόδου είναι
ανεξάρτητη του ρόνου, ισύει ότι ∂vi

∂t
= 0. Άρα, από τη σέση 2.2.4 προκύπτει ότι

∂vi = 0.

Έτσι οιπόν, στα όρια εισόδου, απομένει ο όρος της οικής μεταοής της επαυξη-
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μένης συνάρτησης κόστους∫
T

∫
ΓI

ui

(
−ν

[
∂

∂xi

(∂vj) +
∂

∂xj

(∂vi)

]
nj + ∂p ni

)
dΓdt

o οποίος ια να απαειφεί, επιάεται στα όρια εισόδου του ρίου μηδενική συν-
ήκη Dirichlet ια τη συζυή ταύτητα, ui = 0. Πρακτικά, και ρίς να απορρέει από
τις παραπάν απαοιφές, επιάεται ια τη συζυή πίεση στην είσοδο του ρίου
μηδενική συνήκη Neumann ∂q

∂xi
ni = 0.

2.5.2 Συζυείς oριακές συνήκες στα όρια εξόδου ΓO

Ο όρος της οικής μεταοής της επαυξημένης συνάρτησης κόστους στα όρια εξόδου
είναι∫

T

∫
ΓO

{(
uivjnj + ν

(
∂ui

∂xj

+
∂uj

∂xi

)
nj − q ni

)
∂vi − uiν

[
∂

∂xi

(∂vj) +
∂

∂xj

(∂vi)

]
nj

+ui

(
−ν

[
∂

∂xi

(∂vj) +
∂

∂xj

(∂vi)

]
nj + ∂p ni

)}
dΓdt (2.5.2)

O όρος
∫
T

∫
ΓO
−uiν

[
∂
∂xi

(∂vj) +
∂

∂xj
(∂vi)

]
njdΓdt της παραπάν έκφρασης έει απο-

δειεί ότι μπορεί να ερηεί αμεητέος, ενδεομένς, ό του ότι η έση του
ορίου στην έξοδο είναι τέτοια ώστε εκεί το πεδίο ταύτητας να διέπεται από ικανο-
ποιητική ομοιοένεια.

Η τιμή της κάετης συζυούς ταύτητας στην έξοδο παράεται από το μηδενισμό
του δεύτερου όρου της σέσης 2.5.2, ς

uini = 0⇒ u〈n〉 = 0

Ποαπασιάζοντας τον πρώτο όρο της εξίσσης 2.5.2 με το μοναδιαίο κάετο, ni,
και το μοναδιαίο εφαπτομενικό, ti, ς προς την επιφάνεια διάνυσμα, η συνήκη αυτή
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ράφεται στο οριόδετο σύστημα. Προκύπτουν οιπόν οι σέσεις

q = ν

(
∂ui

∂xj

+
∂uj

∂xi

)
njni

0 = ν

(
∂ui

∂xj

+
∂uj

∂xi

)
njti

όπου v〈n〉 = vini και v〈t〉 = viti, ενώ αντίστοια ισύουν και ια τη συζυή ταύτητα.

Η πρώτη από τις παραπάν εξισώσεις ρησιμοποιείται ια τον προσδιορισμό της συ-
ζυούς πίεσης q με άση τις τιμές τν συζυών μεταητών της προηούμενης επα-
νάηψης και η δεύτερη εξίσση ια τον προσδιορισμό του μέτρου της εφαπτομενικής
συζυούς ταύτητας u〈t〉.

2.5.3 Συζυείς oριακές συνήκες στo τοίμα Γw

Οι όροι που αφορούν στο όριο του τοιώματος και έουν απομείνει από τη μεταοή
της επαυξημένης συνάρτησης κόστους είναι

δL =

∫
T

∫
Γw

ui

(
−ν

[
∂

∂xi

(∂vj) +
∂

∂xj

(∂vi)

]
nj + ∂p ni

)
dΓdt

+

∫
T

∫
Γw

gri
T

(
−ν

[
∂

∂xi

(∂vj) +
∂

∂xj

(∂vi)

]
nj + ∂p ni

)
dΓdt

−
∫
T

∫
Γw

{
gri
T
|vjnj|+

grj
T

vj
vmnm

|vrnr|
ni

}
∂vidΓdt

+

∫
T

∫
Γw

{
uivjnj + ν

(
∂ui

∂xj

+
∂uj

∂xi

)
nj − qni

}
∂vidΓdt (2.5.3)

Από αυτούς, οι δύο πρώτοι όροι απαείφονται, δίνοντας έτσι την οριακή συνήκη της
συζυούς ταύτητας στο τοίμα

ui = −
gri
T

(2.5.4)

Για τη συζυή πίεση επιάεται μηδενική συνήκη Neumann ∂q
∂xi

ni = 0. Οι όροι
που απομένουν στην 2.5.3 συναρτώνται τν ∂vi (και οι τεευταίες συνδέονται με τα
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αρακτηριστικά τν δεσμών) και, άρα, συνεισφέρουν στις παραώους ευαισησίας.

2.5.4 Παράοι Ευαισησίας

Οι εναπομείναντες όροι σηματίζουν την παράο ευαισησίας

δF = −
∫
T

∫
Γw

{
gri
T
|vjnj|+

grj
T

vj
vmnm

|vrnr|
ni

}
∂vidΓdt

+

∫
T

∫
Γw

{
uivjnj + ν

(
∂ui

∂xj

+
∂uj

∂xi

)
nj − qni

}
∂vidΓdt

+

[
− 1

2fjets
g2
∣∣∣∣
t=a+T

+
1

2

∫ a+T

a

g2dt

]
δfjets +

[∫
Ω

ui∂vidΩ

]a+T

a

(2.5.5)

Στο όριο Γw η ταύτητα είναι είτε μηδενική, ό της συνήκης μη-οίσησης, είτε
ίση με την ταύτητα της δέσμης ρευστού, στην περίπτση που υπάρει δέσμη εέου
σε κάποια έση. Έτσι ο υποοισμός της μερικής μεταοής της ταύτητας ς προς
τις μεταητές σεδιασμού είναι εύκοος και ίνεται αναυτικά. Πιο συκεκριμένα,
ια την δέσμη ρευστού k είναι

∂vki
∂An

= δkn
[
sin(2πfjets(t− tk0))− 1

]
ni (2.5.6)

∂vki
∂tn0

= −δkn 2πfjetsAkcos(2πfjets(t− tk0))ni (2.5.7)

∂vki
∂fjets

= δkn 2π(t− tk0)A
kcos(2πfjets(t− tk0))ni (2.5.8)

όπου δkn είναι το σύμοο του Kronecker.

Ο τεευταίος όρος της παραώου ευαισησίας 2.5.5, σύμφνα με τη σέση του
οικού διαφορικού μιας οποιασδήποτε ροϊκής ποσότητας (2.2.4), αναύεται περαιτέρ
ς εξής: [∫

Ω

ui∂vidΩ

]a+T

a

=

[∫
Ω

ui

(
δvi −

∂vi
∂t

δt

)
dΩ

]a+T

a

=

[∫
Ω

uiδvidΩ

]a+T

T

−
[∫

Ω

ui
∂vi
∂t

δt dΩ

]a+T

a

(2.5.9)

1H περιοδικότητα της συνάρτησης δvi

δfjets
αναύεται περαιτέρ στο Παράρτημα Αʹ.
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Όμς ο πρώτος όρος της 2.5.9 είναι μηδέν, ό της περιοδικότητας1 τν συναρτή-
σεν ui και δvi , που προφανώς έουν την ίδια περίοδο. Ακόμα ισύει

δ(a+ T )

δfjets
= − 1

f 2
jets

δa

δfjets
= 0

⇒ −
[∫

Ω

ui
∂vi
∂t

δt dΩ

]t=a+T

t=a

=
1

f 2
jets

[∫
Ω

ui
∂vi
∂t

dΩ

∣∣∣∣
t=a+T

]
δfjets

Έτσι, τεικά, [∫
Ω

ui∂vidΩ

]a+T

a

=
1

f 2
jets

[∫
Ω

ui
∂vi
∂t

dΩ

∣∣∣∣
t=a+T

]
δfjets (2.5.10)

Αντικαιστώντας την 2.5.10 και μια εκ τν 2.5.6, 2.5.7 και 2.5.8, ανάοα με τη
μεταητή σεδιασμού που αφορούν, η παράος ευαισησίας ράφεται

δF

δbn
=

∫
T

∫
Γw

{
uivjnj + ν

(
∂ui

∂xj

+
∂uj

∂xi

)
nj − qni + ui |vjnj|+ ujvj

vmnm

|vrnr|
ni

}
∂vi
∂bn

dΓdt

+

[
1

f 2
jets

∫
Ω

ui
∂vi
∂t

dΩ

∣∣∣∣
t=a+T

− 1

2fjets
g2
∣∣∣∣
t=a+T

+
1

2

∫ a+T

a

g2dt

]
δfjets
δbn

(2.5.11)



Κεφάαιο 3

Διακριτοποίηση τν εξισώσεν & αό-
ριμοι επίυσής τους
Στο κεφάαιο αυτό παρουσιάζεται η μέοδος με την οποία ίνεται η διακριτοποί-
ηση του ρίου επίυσης, καώς και τν εξισώσεν του ευέος και του συζυούς
προήματος[12, 13, 15, 16]. Ακόμα, ίνεται αναφορά στον αόριμο επίυσης τν εξι-
σώσεν [12, 15] και στη μέοδο που ρησιμοποιήηκε με στόο τη μείση της απαι-
τούμενης ρητικότητας σε υποοιστική μνήμη ια την αποήκευση τν πεδίν της
ταύτητας και της πίεσης σε κάε ρονικό ήμα[17, 19, 20], απαραίτητα ια την επίυση
τν συζυών εξισώσεν. Με την ανάνση του κεφααίου αυτού, ίνεται αντιη-
πτό ένα πεονέκτημα της συνεούς συζυούς μεόδου, καώς οι συζυείς εξισώσεις
που προέκυψαν δεν απαιτούν διαφορετική διαείριση στην διακριτοποίηση και επίυση
τους σε σέση με τις εξισώσεις της ροής.

3.1 Διακριτοποίηση με την μέοδο τν πεπε-
ρασμένν όκν

Η διακριτοποίηση τν εξισώσεν του ευέος και του συζυούς προήματος απο-
σκοπεί στον μετασηματισμό τν μερικών διαφορικών εξισώσεν σε ένα αντίστοιο
σύστημα αερικών εξισώσεν. Από την επίυση του συστήματος αυτού προκύ-
πτει ένα σύνοο τιμών που αντιστοιεί στην ύση τν αρικών μερικών διαφορικών
εξισώσεν σε συκεκριμένα σημεία του ώρου και του ρόνου. To πεδίο επίυσης
ρίζεται οιπόν σε έναν πεπερασμένο αριμό διακριτών περιοών ή, αιώς, όκν
εέου, οι οποίοι περιαμάνουν τις έσεις τν σημείν, όπου και αναζητείται η



26 3. Διακριτοποίηση τν εξισώσεν & αόριμοι επίυσής τους

ύση. Ο ρόνος αντίστοια ρίζεται σε έναν πεπερασμένο αριμό ρονικών ημά-
τν.

3.1.1 Διακριτοποίηση του πεδίου επίυσης
Όπς αναφέρηκε και προηουμένς, από τη διακριτοποίηση του πεδίου επίυσης
προκύπτει το υποοιστικό πέμα στο οποίο επιύονται οι διακριτοποιημένες εξι-
σώσεις ροής. Η ύση στον ρόνο προκύπτει με προέαση σε αυτόν, ξεκινώντας από
μια δοσμένη αρική συνήκη και με ένα ορισμένο ρονικό ήμα.

Η διακριτοποίηση στον ώρο ίνεται με τη διαίρεση του πεδίου επίυσης σε όκους
εέου, οι οποίοι έουν πουεδρικό σήμα, δεν υπεραίνουν τα όρια του άου και
συμπηρώνουν πήρς το πεδίο. Για κάε όκο-κυψέη ορίζεται ένα σύνοο επίπε-
δν επιφανειών (faces) που το περιάουν, ενώ κάε όκος μοιράζεται κάε τέτοια
επιφάνεια με μια μόνο ειτονική του κυψέη. Τέος, το σημείο που υποοίζεται η
ύση είναι το κέντρο P του όκου εέου, με συντεταμένες xP , έτσι ώστε:∫

Vp

(x− xP )dV = 0

(αʹ)
(ʹ)

Σήμα 3.1: Εξαεδρικός και Πολυεδρικός Όγκος Ελέγχου[14].
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3.1.2 Διακριτοποίηση της εξίσσης μεταφοράς

Για μια αμτή ποσότητα φ, η εξίσση μεταφοράς ράφεται

∂ρφ

∂t︸︷︷︸
Χρονική Παράος

+ ∇ · (ρUφ)︸ ︷︷ ︸
Όρος Μεταφοράς

−∇ · (ρΓφ∇φ)︸ ︷︷ ︸
Όρος Διάυσης

= Sφ(φ)︸ ︷︷ ︸
Όρος Πηής

(3.1.1)

Η μέοδος τν πεπερασμένν όκν απαιτεί η εξίσση 3.1.1 να ικανοποιείται σε έναν
όκο εέου VP με κέντρο P στην οοκηρματική μορφή∫ t+∆t

t

[
∂

∂t

∫
VP

ρφdV +

∫
VP

∇ · (ρUφ) dV −
∫
VP

∇ · (ρΓφ∇φ) dV
]
dt

=

∫ t+∆t

t

∫
VP

Sφ(φ) dV dt (3.1.2)

Η εξίσση αυτή είναι δεύτερης τάξης, καώς ο όρος διάυσης περιέει δεύτερη παρά-
ο της ταύτητας ς προς τον ώρο. Για αυτόν τον όο, πρέπει η διακριτοποίηση
να είναι ίσης ή μεαύτερης τάξης, έτσι ώστε να εξασφαίζεται καή ακρίεια. Πιο
συκεκριμένα, αναύεται το ανάπτυμα Taylor ύρ από το σημείο P ια μια αμτή
συνάρτηση φ,

φ(x) = φ(xP ) + (x− xP ) · (∇)P +
1

2
(x− xP )2 : (∇∇φ)P

+
1

3!
(x− xP )3 :: (∇∇∇φ)P + . . .

όπου ο τεεστής ::︸︷︷︸
n

συμοίζει το εστερικό ινόμενο τανυστών nοστής τάξης.

Έτσι οιπόν, η μεταοή της ποσότητας φ στον ώρο και στον ρόνο ύρ από το
σημείο P ερείται ραμμική, έτσι ώστε να επιτυάνεται δεύτερης τάξης ακρίεια,
αφού, σε αυτήν την περίπτση, το σφάμα αποκοπής είναι δεύτερης τάξης. Αντίστοιη
ανάυση ίνεται και στην μεταοή της ποσότητας φ ς προς τον ρόνο και, τεικά,
προκύπτει

φ(x) = φ(xP ) + (x− xP ) · (∇)P
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και

φ(t+∆t) = φ(t) + ∆t

(
∂φ

∂t

)
t

Έτσι, ο υποοισμός ενός ρικού οοκηρώματος μπορεί να ραφεί∫
VP

φ(x)dV =

∫
VP

φ(xP )dV +

∫
VP

(x− xP ) · (∇)PdV

= φ(xP )
∫
VP

dV +

[∫
VP

(x− xP )
]
· (∇)PdV

= φ(xP )VP (3.1.3)

Ακόμα, με τη ρήση του ερήματος Gauss τα ρικά οοκηρώματα μπορούν να
μετατραπούν σε επιφανειακά, στις οριακές επιφάνειες δηαδή του όκου οοκήρ-
σης. ∫

V

∇ · adV =

∮
∂V

dS · a (3.1.4)∫
V

∇φdV =

∮
∂V

dSφ (3.1.5)

όπου ∂V είναι η κειστή επιφάνεια που περικείει τον όκο εέου V και dS το
απειροστό επιφανειακό στοιείο με κατεύυνση κάετη στην επιφάνεια ∂V και φορά
προς τα έξ.

Όρος Μεταφοράς

Με άση τα προαναφερέντα ο όρος μεταφοράς ράφεται∫
VP

∇ · (ρUφ) dV =

∮
∂V

dS · (ρUφ)

=
∑
faces

S · (ρU)f φf

=
∑
faces

Ffφf (3.1.6)
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όπου οι όροι με δείκτη f αφορούν στην τιμή στο κέντρο της κάε έδρας του όκου
εέου, ενώ η συνάρτηση Ff = S · (ρU)f είναι η ροή μάζας που διέρεται από
την αντίστοιη επιφάνεια. Στην σεση 3.1.6 ρειάζεται η τιμή της ποσότητας φ στο
κέντρο της έδρας της κυψέης, κάτι το οποίο επιτυάνεται με το σήμα διακριτο-
ποίησης του όρου μεταφοράς.

Στην παρούσα διπματική ερασία αυτός ο όρος διακριτοποιήηκε με ένα σήμα
ανάντι παραώισης δεύτερης τάξης (Upwind Scheme).

Όρος Διάυσης

Ομοίς με προηουμένς, ο όρος διάυσης ράφεται∫
VP

∇ · (ρΓφ∇φ) dV =

∮
∂V

dS · (ρΓφ∇φ)

=
∑
faces

S · (ρΓφ∇φ)f

Ο όρος
∑S · (∇φ)f μπορεί να διακριτοποιηεί με δύο τρόπους. Στην περίπτση που

τα διανύσματα d και S είναι παράηα μπορεί να ραφεί ότι

S · (∇φ)f = |S| φN − φP

|d| (3.1.7)

Ακόμα συνδιάζοντας τις σέσεις 3.1.3 και 3.1.5 προκύπτει ότι

(∇φ)P VP =
∑

Sφf

Έτσι με παρεμοή μπορεί να προκύψει η τιμή στο κέντρο της έδρας

S · (∇φ)f = S · [γ (∇φ)P + (1− γ) (∇φ)N ] (3.1.8)

Ενώ και η 3.1.7 και η 3.1.8 είναι σήματα δεύτερης τάξης, η δεύτερη αφορά σε μεα-
ύτερο υποοιστικό τμήμα και, κατα συνέπεια, έει μικρότερη ακρίεια. Έτσι οιπόν
ια να μπορεί να ρησιμοποιηεί ο πρώτος τρόπος διακριτοποίησης, ο οποίος μπορεί
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να εφαρμοσεί μόνο σε οροώνια πέματα, ο όρος S · (∇φ)f αναύεται σε

S · (∇φ)f = l · (∇φ)f +m · (∇φ)f

όπου τα l και m είναι κατάηα επιεμένα διανύσματα, έτσι ώστε l + m = S
και το l παράηο του d. Με αυτό τον τρόπο o πρώτος όρος αφορά σε οροώνιο
πέμα και, κατά συνέπεια, διακριτοποιείται σύμφνα με την 3.1.7 ενώ ο δεύτερος
σύμφνα με την 3.1.8. Η επιοή τν διανυσμάτν l καιm ξεφεύει από την παρούσα
διπματική ερασία.

Όροι Πηής

Όσοι όροι δεν μπορούν να ραφούν στην μορφή τν όρν μεταφοράς και διάυσης
και του ρονικού όρου ράφονται σαν όροι πηής. Πριν την διακριτοποίηση ο όρος
ραμμικοποείται, σε περίπτση που είναι μη-ραμμικός, και ύστερα διακριτοποιείται
κατά τα νστά.

Sφ = Su + Spφ∫
VP

SφdV = VPSu + VPSpφP

Χρονικός Όρος

Όπς αναφέρηκε και προηουμένς, η διακριτοποίηση του ρονικού όρου πρέπει
να είναι και αυτή δεύτερης τάξης. Ένα τέτοιο σήμα παράεται από την ανάυση
του αναπτύματος Taylor στον ρόνο ια την επόμενη και την προηούμενη ρονική
στιμή. Έτσι ια φ(t+∆t) = φn έουμε

φ(t) = φo = φn −∆t

(
∂φ

∂t

)
+

1

2
∆t2

(
∂2φ

∂t2

)
+O(∆t3)

φ(t−∆t) = φoo = φn − 2∆t

(
∂φ

∂t

)
+ 2∆t2

(
∂2φ

∂t2

)
+O(∆t3)

και τεικά αφαιρώντας κατάηα κατά μέη προκύπτει

∂φ

∂t
=

3φn − 4φo + φoo

2∆t
+O(∆t2)
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Έτσι η εξίσση 3.1.2 ράφοντας τους ρικούς όρους σε πεπεμένη μορφή ς προς
τον ρόνο και ερώντας πς οι όκοι εέου δεν μεταάονται ς προς τον ρόνο
μετατρέπεται στη διακριτοποιημένη της μορφή

3
2
φn − 2φo + 1

2
φoo

∆t
+
∑
faces

Ffφ
n
f +

∑
faces

S · (ρΓφ∇φ)nf = VPSu + VPSpφ
n
P (3.1.9)

Η εξίσση 3.1.9 αποτεεί ένα σύστημα αερικών εξισώσεν που επιύεται ς προς
τις ποσότητες φn

P .

3.2 Διακριτοποίηση και επίυση του συστή-
ματος εξισώσεν Navier-Stokes

Οι εξισώσεις Navier-Stokes 2.1.1 και 2.1.2, μπορούν να ραφούν στην μορφή:

∇ ·U = 0 (3.2.1)

∂U
∂t

+∇ · (UU)−∇ · (ν∇U) = −∇p (3.2.2)

Είναι εμφανές πς το σύστημα αυτό είναι μη-ραμμικό, ενώ ακόμα απαιτείται η σύ-
ζευξη της ταύτητας και της πίεσης.

3.2.1 Γραμμικοποίηση της εξίσσης της ορμής
Ο όρος μεταφοράς της ταύτητας, ∇ · (UU), διακριτοποείται σύμφνα με τη σέση
3.1.6, ς εξής:

∇ · (UU) =
∑
faces

S · (U)f (U)f

=
∑
faces

F (U)fUP

= aPUP +
∑
N

aNUN (3.2.3)
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όπου με δείκτη P ορίζονται οι ταύτητες στο κέντρο του μεετούμενου όκου εέ-
ου, ενώ με δείκτη N οι ποσότητες στου ειτονικούς όκους. Οι συντεεστές aP

και aN είναι συναρτήσεις της ταύτητας U, όπς είναι και η ροή μάζας F (U)f . Η
ραμμικοποίηση του όρου μεταφοράς ίνεται με τον υποοισμό τν συντεεστών
aP και aN με την ρήση του ήδη υπάροντος πεδίου ταύτητας U.

3.2.2 Σύζευξη πίεσης-ταύτητας και ο αόριμος PISO

Για να προκύψει ρητή εξίσση ια τον υποοισμό της πίεσης, δεδομένου ότι δεν
υπάρει, η εξίσση της ορμής ράφεται σε μια ημι-διακριτοποιημένη μορφή ς εξής:

aPUP = H(U)−∇p (3.2.4)

Ο όρος H(U) αποτεείται από το μητρώο τν συντεεστών ια κάε ειτονικό κύτ-
ταρο, ποαπασιασμένο με τις αντίστοιες ταύτητες, που έει προκύψει από την
διακριτοποίηση τν όρν μεταφοράς και διάυσης (υποενότητα 3.1.2) και από το μη-
τρώο με τους συντεεστές της διακριτοποίησης του ρονικού όρου και κάε όρου
πηής.

Η εξίσση της συνέειας διακριτοποείται ς εξής:

∇ ·U =
∑
faces

S ·Uf = 0 (3.2.5)

Γράφοντας την εξίσση 3.2.4 ς προς UP , προκύπτει

UP =
H(U)

aP
− 1

aP
∇p (3.2.6)

Οι ταύτητες στις έδρες του κάε όκου εέου υποοίζονται με παρεμοή:

Uf =

(H(U)

aP

)
f

−
(

1

aP
∇p

)
f

(3.2.7)

Αντικαιστώντας την εξίσση 3.2.7 στην διακριτοποιημένη εξίσση της συνέειας
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3.2.5 προκύπτει η εξίσση της πίεσης:

∇ ·
(

1

aP
∇p

)
= ∇ · H(U)

aP
=

∑
faces

S ·
(H(U)

aP

)
f

(3.2.8)

Η διακριτοποιημένη μορφή του συστήματος τν εξισώσεν Navier-Stokes, όπς προ-
έκυψε είναι:

aPUP = H(U)−
∑
faces

S(p)f (3.2.9)

∑
faces

S ·
(

1

aP
∇p

)
f

=
∑
faces

S ·
(H(U)

aP

)
f

(3.2.10)

Τέος, η ροή μάζας σε κάε έδρα δίνεται από τη σέση:

F = S ·Uf = S ·
[(H(U)

aP

)
f

−
(

1

aP
∇p

)
f

]
(3.2.11)

Η σύζευξη πίεσης-ταύτητας ίνεται μέσ του αορίμου PISO (Pressure Implicit
with Splitting of Operators)[18].

(i) Επιύεται η διακριτοποιημένη εξίσση ορμής 3.2.9, με τη ρήση του ήδη υπάρ-
οντος πεδίου πίεσης και προκύπτει μια εκτίμηση του πεδίου ταύτητας.

(ii) Με το πεδίο ταύτητας του προηούμενου ήματος, σηματίζεται το μητρώο
H(U) και επιύεται η εξίσση της πίεσης 3.2.10. Έτσι προκύπτει μια εκτίμηση
του πεδίου πίεσης.

(iii) Με το νέο πεδίο πίεσης και μέσ της σέσης 3.2.11 υποοίζεται η ροή μάζας
σε κάε έδρα τν όκν εέου. Μέσ της σέσης 3.2.6 διορώνεται το πεδίο
ταύτητας.

Τα ήματα (ii) και (iii) επανααμάνονται μέρι να ικανοποιηεί κάποιο κριτήριο σύ-
κισης.

Συκρίνοντας τις εξισώσεις της ροής (2.1.1 και 2.1.2), με τις αντίστοιες που προ-
έκυψαν από την συζυή διατύπση (2.4.13 και 2.4.14), είναι εμφανής η ομοιότητα
ς προς τους όρους από τους οποίους αποτεούνται, και κατά συνέπεια, η μέοδος
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διακριτοποίησης και επίυσης που αναύηκε ια τις εξισώσεις Navier-Stokes μπορεί
να εφαρμοσεί και στις συζυείς εξισώσεις. Ο επιπέον όρος της εξίσσης 2.4.14,
uj

∂vj
∂xi
, αντιμετπίζεται ς όρος πηής, σύμφνα με τα προαναφερέντα.

3.3 Αποήκευση τν ρονικών ημάτν με την
μέοδο checkpointing

Η συνεής συζυής μέοδος ια τις ρονικά μη-μόνιμες ροές απαιτεί το πεδίο ταύ-
τητας και πίεσης να είναι νστό ια κάε ρονικό ήμα επίυσης. Είναι εμφανές
οιπόν, πς ια προήματα ποών ρονικών ημάτν, όπς είναι και το μεετού-
μενο πρόημα στην παρούσα διπματική ερασία, απαιτείται μεάη ρητικότητα
μνήμης, που συνής δεν είναι ρεαιστικό. Για την αποφυή της αποήκευσης του
πεδίου ροής σε κάε ρονική στιμή, ρησιμοποιήηκε η μέοδος checkpointing.

Με αυτήν την μέοδο, κατά την επίυση του ευέος προήματος, ίνεται μερική
επιεκτική αποήκευση του πεδίου ροής σε συκεκριμένες ρονικές στιμές. Έτσι,
κατά την επίυση του συζυούς προήματος, ια κάε ρονικό ήμα ια το οποίο δεν
έουν αποηκευτεί οι ύσεις του ευέος προήματος, ίνεται ξανά πρόεξη της πρ-
τεύουσας ροής ξεκινώντας από το τεευταίο αποηκευμένο στιμιότυπο (checkpoint).
Η κατανομή τν δεικτών μνήμης ίνεται με την μέοδο του δινυμικού checkpointing
(binomial checkpointing)[19, 20].



Κεφάαιο 4

Πρόεξη της ροής

4.1 Γεμετρία του προήματος
Στο πρόημα με το οποίο ασοείται η παρούσα διπματική ερασία, μεετάται η
ροή ύρ από έναν κύινδρο, διαμέτρου D = 1cm. Η πρόεξη της ροής έινε με τη
ρήση του ανοιτού οισμικού OpenFOAM. Το πέμα, η ένεση του οποίου έινε
με την οήεια του εραείου blockMesh, αποτεείται από 80000 κυψέες-όκους
εέου και παρουσιάζεται στο σήμα 4.1. Αξίζει να σημειεί, πς το ρησιμο-
ποιούμενο οισμικό επιύει μόνο τριδιάστατα προήματα, και ια αυτό, το πέμα
είναι τριδιάστατο, με τις κατάηες συνήκες συμμετρίας, ώστε να του προσδίδουν
διδιάστατο αρακτήρα.

4.2 Πρόεξη της ροής ύρ από κύινδρο
Αφού δόηκαν τα ασικά αρακτηριστικά της εμετρίας του προήματος, ακοου-
εί η επίυση τν εξισώσεν που περιράφουν τη ροή. Για το παρόν πρόημα, όπς
έει προαναφερεί, η ροή ερείται ασυμπίεστη και στρτή, ενώ η επ’άπειρον ταύ-
τητα της ροής τέηκε ίση με U∞ = 0.1m/s, δίνοντας έτσι τον αριμό Reynolds ίσο
με Re = U∞D

ν
= 100.
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Σήμα 4.1: Πλέγμα γύρω από κύλινδρο, ακτίνας D = 1cm.

Οι οριακές συνήκες του προήματος, έουν δοεί στο κεφάαιο 2, και είναι

(i) στην είσοδο της εξτερικής επιφάνειας του περιάοντος ρίου Γ∞

• ταύτητα: U∞ = 0.1m/s

• στατική πίεση: ∂p
∂xj

nj = 0

(ii) στην έξοδο της εξτερικής επιφάνειας του περιάοντος ρίου Γ∞

• ταύτητα: ∂vi
∂nj

nj = 0

• στατική πίεση: ∂p
∂xj

nj = 0

(iii) στο στερεό τοίμα του κυίνδρου Γw

• ταύτητα: U∞ = 0m/s

• στατική πίεση: ∂p
∂nj

nj = 0

Με άση τις οριακές συνήκες, επιύονται οι εξισώσεις της ροής και προκύπτουν τα
πεδία ταυτήτν και πίεσης, που παρουσιάζονται στα σήματα 4.2 και 4.3 αντίστοια,
ια έξι στιμιότυπα σε μια περίοδο.
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Σήμα 4.2: Μη-ελεγχόμενη περίπτωση, χωρίς αναρρόφηση ή έγχυση ρευστού από τις
δέσμες. Έξι ισαπέχοντα στιγμιότυπα του πεδίου ταχύτητας σε μια περίοδο του φαινομένου,
T ≈ 0.59s.
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Σήμα 4.3: Μη-ελεγχόμενη περίπτωση, χωρίς αναρρόφηση ή έγχυση ρευστού από τις
δέσμες. Έξι ισαπέχοντα στιγμιότυπα του πεδίου πίεσης σε μια περίοδο του φαινομένου,
T ≈ 0.59s.
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Είναι εμφανής η έκυση στροίν, με περίοδο T ≈ 0.59s. Ο αριμός Strouhal, ο
οποίος περιράφει περιοδικές ροές, δίνεται από τη σέση

Str =
fD

V∞
≈ 0.166 (4.2.1)

όπου f είναι η συνότητα έκυσης στροίν, D το μήκος αδιαστατοποίησης, που
στην προκειμένη περίπτση είναι η διάμετρος του κυίνδρου και V∞ η επ’άπειρον τα-
ύτητα. Από αντίστοια πειράματα έει δειεί πς ια αριμό Reynolds Re = 100,
ο αριμός Strouhal είναι περίπου ίσος με 0.165, ίσος δηαδή με αυτόν που προέκυψε
από την αριμητική επίυση τν εξισώσεν ροής.

Στα σήματα 4.4αʹ και 4.4ʹ δίνονται οι στιμιαίοι συντεεστές άνσης και οπι-
σέκουσας, αντίστοια. Η άνση που ασκείται στον κύινδρο έει την περίοδο του
φαινομένου, ενώ η οπισέκουσα έει εύοα τη μισή. Αυτό μπορεί να δικαιοοηεί
ό του ότι η άνση σε μια περίοδο αάζει φορά, καώς παίρνει και αρνητικές
τιμές, ενώ η οπισέκουσα έει πάντα την φορά της αδιατάραης ροής και, κατά συ-
νέπεια, όταν η άνση ρίσκεται στις αρνητικές τιμές, η οπισέκουσα οοκηρώνει
άη μια περίοδο.
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Σήμα 4.4: Μη-ελεγχόμενη περίπτωση, χωρίς αναρρόφηση ή έγχυση ρευστού από τις
δέσμες. Στιγμιαίοι συντελεστές άνωσης και οπισθέλκουσας.
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Οι τιμές της μέσης τιμής του τετραώνου της άνσης και της οπισέκουσας, δηαδή
η συνάρτηση κόστους ια κάε δύναμη, υποοίζονται αντίστοια:

FL =
1

2T

∫ a+T

a

c2L dt = 0.0303 και FD =
1

2T

∫ a+T

a

c2D dt = 0.9656

4.3 Τοποέτηση τν δεσμών ρευστού
Ο έτιστος έεος της ροής που α ακοουήσει, ίνεται με δέσμες έυσης ή
αναρρόφησης ρευστού. Αυτό επιτυάνεται πρακτικά με την αφαίρεση μέρους του
στερεού τοιώματος του κυίνδρου, έτσι ώστε να είναι δυνατή η έυση ή αναρ-
ρόφηση ρευστού σε αυτό το σημείο, με τη οήεια κατάηου μηανισμού. Στην
προσομοίση του προήματος, η μοντεοποίηση τν δεσμών ίνεται μέσ τν ορια-
κών συνηκών στο στερεό τοίμα. Πέον, η ταύτητα στο σύνορο του κυίνδρου,
αμάνει την τιμή της ταύτητας της κάε δέσμης (σέση 2.1.3), στην περίπτση
που υπάρει σε αυτή την έση, διαφορετικά είναι μηδενική, όπς ορίζει η συνήκη μη
οίσησης. Έτσι, τοποετήηκαν στον κύινδρο 20 δέσμες ρευστού, ισομοιρασμένες
σε όη την περιφέρεια, όπς φαίνεται στο σήμα 4.5. Δεδομένης της συμμετρίας του
προήματος, οι δέσμες που ρίσκονται αντικατοπτρικά ς προς την οριζόντια διά-
μετρο του κυίνδρου, ερούνται ς μία, καώς αναμένεται να αμάνουν ίδιες τιμές
ταύτητας.

Σήμα 4.5: Κύλινδρος με δέσμες ρευστού. Με κόκκινο χρώμα είναι οι θέσεις, όπου έχουν
τοποθετηθεί τα jets, ενώ με μπλε το τοίχωμα του κυλίνδρου.



Κεφάαιο 5

Εαιστοποίηση της μέσης τιμής του τε-
τραώνου της άνσης
Σε αυτό το κεφάαιο εφαρμόζεται η συνεής συζυής μέοδος ια το έτιστο
έεο της ροής, με στόο την εαιστοποίηση της μέσης τιμής του τετραώνου
της άνσης. Για κάε κύκο ετιστοποίησης επιύεται το ευύ πρόημα με τις
νέες μεταητές σεδιασμού που έουν προκύψει και, ύστερα, επιύεται το συζυές
πρόημα, αντίστροφα στον ρόνο. Μετά την ααή τν μεταητών σεδιασμού,
που αποτεούν παραμέτρους τν οριακών συνηκών στο στερεό τοίμα, η περιοδι-
κότητα επιτυάνεται πάι, έπειτα από κάποιο αριμό περιόδν που αρακτηρίζουν τη
μεταατική φάση του φαινομένου. Έτσι, ια μια περίοδο όπου η περιοδικότητα έει
αποκατασταεί καί στο ευύ καί στο συζυές πρόημα, υποοίζονται οι παρά-
οι ευαισησίας, με άση τις οποίες υποοίζονται οι νέες μεταητές σεδιασμού,
σύμφνα με την μέοδο της απότομης καόδου.

Οι δέσμες ρευστού έουν τοποετηεί, όπς έει δειεί στην ενότητα 4.3, ενώ οι
τιμές τν παραμέτρν της ταύτητας κάε δέσμης ια τον πρώτο κύκο της ετι-
στοποίησης είναι

Ak = 0m/s, tk0 = 0 s, fjets = 10Hz

Η πρόεξη της ροής σε κάε κύκο ετιστοποίησης ίνεται ια 16s, ενώ τα πρώτα 6s
της πρτεύουσας και της συζυούς ροής δεν ρησιμοποιούνται ια τον υποοισμό
τν παραών ευαισησίας, ό του μεταατικού φαινομένου που περιράφηκε
παραπάν. Τέος, το ρονικό ήμα που ρησιμοποιήηκε είναι ∆t = 4 · 10−4s.
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Oι κύκοι ετιστοποίησης έιναν ια τους παρακάτ συνδιασμούς τν μεταητών
σεδιασμού:

• Μετααόμενο πάτος ταάντσης Ak της κάε δέσμης ρευστού (tk0 και fjets
σταερές)

• Μετααόμενο πάτος ταάντσης Ak και μετααόμενη φάση tk0 της κάε
δέσμης ρευστού (fjets σταερή)

5.1 Βέτιστος έεος με μεταητές σεδια-
σμού τα πάτη ταάντσης Ak

Έπειτα από την υοποίηση του ρόου ετιστοποίησης ια την εαιστοποίηση της
μέσης τιμής του τετραώνου της άνσης, η τιμή αυτής σε μια περίοδο έει μηδενιστεί,
ενώ η μέση τιμή του τετραώνου της οπισέκουσας έει μειεί. Πιο συκεκριμένα,
οι τιμές που αμάνει η συνάρτηση κόστους κάε δύναμης είναι:

FL = 2 · 10−13 και FD = 0.7892

Προφανώς, ια τον υποοισμό τν παραπάν τιμών έουν ρησιμοποιηεί και εδώ
οι αδιάστατοι συντεεστές τν δυνάμεν, cL και cD, ενώ, αξίζει να σημειεί, πς η
μείση της συνάρτησης κόστους που αφορά στην οπισέκουσα, προέκυψε ρίς να
αποτεεί στόο της ετιστοποίησης που πραματοποιήηκε.

Η στιμιαία τιμή της οπισέκουσας και του τετραώνου της, που προέκυψαν ια
την έτιστη ύση, παρουσιάζονται στα σήματα 5.1αʹ και 5.1ʹ αντίστοια. Παρόο
που η μέση τιμή της οπισέκουσας έει μειεί, έει αυξηεί σημαντικά το πάτος
ταάντσης της, ενώ, όπς αναμένεται, η περίοδος της ταυτίζεται πέον με την πε-
ρίοδο τν jets.

Τα πεδία ταύτητας και πίεσης της έτιστης ύσης που προκύπτει έπειτα από την
υοποίηση του ρόου ετιστοποίησης, παρουσιάζονται στα σήματα 5.2 και 5.3,
ια έξι στιμιότυπα στο εύρος μιας περιόδου του φαινομένου, που πέον ισούται με
την περίοδο τν jets. Είναι εμφανές, ότι η έκυση στροίν έει πέον εξαειφεί,
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Σήμα 5.1: Βελτιστοποίηση με στόχο την ελαχιστοποίηση της μέσης τιμής του τετραγώνου
της άνωσης. Μεταβλητές σχεδιασμού: Τα πλάτη ταλάντωσης των δεσμών. Στιγμιαίες τιμές
του συντελεστή οπισθέλκουσας και του τετραγώνου του, για τη βέλτιστη λύση

οδηώντας έτσι σε έναν σεδόν μόνιμο ομόρρου.

Πιο συκεκριμένα, μπορεί να παρατηρήσει κανείς στο σήμα 5.3, πς το πεδίο της
πίεσης είναι συμμετρικό ς προς τον οριζόντιο άξονα που διέρεται από το κέντρο
του κυίνδρου, κάτι που εξηεί το μηδενισμό της άνσης που ασκείται στον κύιν-
δρο. Ακόμα, είναι εμφανής η περιοδικότητα της πίεσης, με περίοδο T = 0.1s, που
ταυτίζεται με αυτή τν δεσμών ρευστού.

Στα σήματα 5.4 και 5.5 παρουσιάζονται τα πεδία της συζυούς ταύτητας και συ-
ζυούς πίεσης αντίστοια ια τον πρώτο κύκο ετιστοποίησης, σε έξι ρονικά
στιμιότυπα στο εύρος της περίοδου του πρτεύοντος φαινομένου, T ≈ 0.59s.

Για όους σύκρισης, στο σήμα 5.6 παρουσιάζεται το πεδίο της συζυούς ταύ-
τητας, υποοισμένο στον τεευταίο κύκο ετιστοποίησης. Οι τιμές του μέτρου
της συζυούς ταύτητας είναι εμφανώς μειμένες, καώς, η ’είσοδος’ του συζυούς
ρίου είναι το στερεό τοίμα, όπου η ταύτητα αμάνει τιμή από τη δύναμη που
τίεται προς εαιστοποίηση (Σέση 2.5.4). Έτσι, η τιμή της άνσης κοντά στο
μηδέν οδηεί και στις μικρές τιμές της συζυούς ταύτητας.
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Σήμα 5.2: Βελτιστοποίηση με στόχο την ελαχιστοποίηση της μέσης τιμής του τετραγώνου
της άνωσης. Μεταβλητές σχεδιασμού: Τα πλάτη ταλάντωσης των δεσμών. Έξι ισαπέχοντα
στιγμιότυπα του βέλτιστου πεδίου ταχύτητας σε μια περίοδο του φαινομένου που, πλέον,
ταυτίζεται με την περίοδο των jets, Tjets = 0.1s.
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Σήμα 5.3: Βελτιστοποίηση με στόχο την ελαχιστοποίηση της μέσης τιμής του τετραγώ-
νου της άνωσης. Μεταβλητές σχεδιασμού: Τα πλάτη ταλάντωσης των δεσμών. Έξι ισαπέ-
χοντα στιγμιότυπα του βέλτιστου πεδίου πίεσης σε μια περίοδο του φαινομένου που, πλέον,
ταυτίζεται με την περίοδο των jets, Tjets = 0.1s
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Σήμα 5.4: Βελτιστοποίηση με στόχο την ελαχιστοποίηση της μέσης τιμής του τετραγώ-
νου της άνωσης. Μεταβλητές σχεδιασμού: Τα πλάτη ταλάντωσης των δεσμών. Έξι ισαπέ-
χοντα στιγμιότυπα του πεδίου της συζυγούς ταχύτητας, υπολογισμένο για τον πρώτο κύκλο
βελτιστοποίησης, σε μια περίοδο του πρωτεύοντος φαινομένου, T ≈ 0.59s.
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Σήμα 5.5: Βελτιστοποίηση με στόχο την ελαχιστοποίηση της μέσης τιμής του τετρα-
γώνου της άνωσης. Μεταβλητές σχεδιασμού: Τα πλάτη ταλάντωσης των δεσμών. Έξι ισα-
πέχοντα στιγμιότυπα του πεδίου της συζυγούς πίεσης, υπολογισμένο στον πρώτο κύκλο
βελτιστοποίησης, σε μια περίοδο του πρωτεύοντος φαινομένου, T ≈ 0.59s.
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Σήμα 5.6: Βελτιστοποίηση με στόχο την ελαχιστοποίηση της μέσης τιμής του τετραγώνου
της άνωσης. Μεταβλητές σχεδιασμού: Τα πλάτη ταλάντωσης των δεσμών. Έξι ισαπέχοντα
στιγμιότυπα του πεδίου της συζυγούς ταχύτητας, υπολογισμένο στον τελευταίο κύκλο βελ-
τιστοποίησης, σε μια περίοδο του φαινομένου που, πλέον, ταυτίζεται με την περίοδο των
jets, Tjets = 0.1s
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Στο σήμα 5.7 παρουσιάζονται οι έτιστες τιμές ια το πάτος ταάντσης Ak

της κάε δέσμης ρευστού, που προέκυψαν ια ετιστοποίηση με στόο την εα-
ιστοποίηση της μέσης τιμής του τετραώνου της άνσης. Υπενυμίζεται ότι ό
της συμμετρίας του προήματος, εέεται μόνο η σειρά δεσμών ρευστού στο άν
μέρος της περιφέρειας του κύινδρου, ενώ οι τιμές της κάτ σειράς αμάνονται
αντικατοπτρικά ίσες. Οι οκτώ πρώτες δέσμες κατά την κατεύυνση της ροής, είναι
δέσμες αναρρόφησης, όπς φαίνεται και από το πρόσημο του πάτους τους, ενώ οι
υπόοιπες είναι έυσης. Με την περιοδική αναρρόφηση ρευστού σε μεάη έκταση
της περιφέρειας του κυίνδρου, καυστερείται και, τεικά, εξαείφεται η μη-μόνιμη
αποκόηση της ροής και, κατά συνέπεια, η έκυση τν στροίν von Karman, που
ευύνονται ια τη δημιουρία της άνσης. Έτσι, εξηείται η μονιμότητα του ομόρρου
στις περιοές που δεν επηρεάζονται από την περιοδικότητα τν δεσμών ρευστού, και
η μηδενική άνση, που παρουσιάστηκαν σε προηούμενα σήματα.

Δέσμη Πάτος
Ρευστού Ak

1 -0.0102
2 -0.0207
3 -0.0221
4 -0.0269
5 -0.0372
6 -0.0475
7 -0.0426
8 -0.0205
9 0.0011
10 0.0108
11 0.0052

Σήμα 5.7: Βέλτιστες τιμές για κάθε πλάτος ταλάντωσης Ak, με συνάρτηση κόστους τη
μέση τιμή του τετραγώνου της άνωσης.

Στο σήμα 5.8αʹ παρουσιάζεται η σύκιση του αορίμου ετιστοποίησης. Συ-
νοικά, οοκηρώηκαν 30 κύκοι ετιστοποίησης, παρόο που, όπς φαίνεται και
στο προαναφερέν σήμα, η σύκιση έει επιτευεί πού νρίτερα. Ακόμα, στο
σήμα 5.8ʹ παρουσιάζονται οι τιμές τν παραών ευαισησίας που υποοίστη-
καν σε κάε κύκο ετιστοποίησης, ια πέντε δέσμες ρευστού, στις έσεις 3, 5, 7,
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9 και 11, με την αρίμηση να ταυτίζεται με αυτή του σήματος 5.7.

Η ταανττική συμπεριφορά που παρουσιάζει η σύκιση της παραώου ευαισησίας
κάε δέσμης, οφείεται στο ότι η τιμή του συντεεστή η που έει επιεεί ια τη
μέοδο της απότομης καόδου, είναι κοινή ια όες τις δέσμες. Δεδομένου ότι η
υποοιζόμενη παράος ευαισησίας κάε δέσμης είναι ανεξάρτητη τν άν,
α ήταν μάον ιδανικό οι τιμές τν παραμέτρν κάε δέσμης να ανανεώνονται με
ξεριστό η. Αυτό όμς, προϋποποέτει ξεριστή μεέτη ια την επιοή της τιμής
του η ια κάε δέσμη, που προφανώς, ό του πήους τους δεν είναι εφικτό.
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Σήμα 5.8: Βελτιστοποίηση με στόχο την ελαχιστοποίηση της μέσης τιμής του τετραγώνου
της άνωσης, με μεταβλητές σχεδιασμού τα πλάτη ταλάντωσης Ak.

5.2 Βέτιστος έεος με μεταητές σεδια-
σμού τα πάτη ταάντσης Ak και τις φά-
σεις tk0

Έπειτα από την υοποίηση του ρόου ετιστοποίησης, η μέση τιμή του τετραώνου
της άνσης σε μια περίοδο έει μηδενιστεί, ενώ η μέση τιμή του τετραώνου της οπι-
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σέκουσας, όμοια με την προηούμενη περίπτση, έει μειεί. Πιο συκεκριμένα,
οι τιμές που αμάνει η συνάρτηση κόστους κάε δύναμης είναι:

FL = 5 · 10−15 και FD = 0.6045

Για τον υποοισμό τν παραπάν τιμών έουν ρησιμοποιηεί και εδώ οι αδιάστατοι
συντεεστές τν δυνάμεν, cL και cD. Συκριτικά με την περίπτση που μεταητές
σεδιασμού ήταν μόνο τα πάτη Ak, η μείση της μέσης τιμής του τετραώνου της
άνσης και της οπισέκουσας είναι αρκετά μεαύτερη. Πρέπει να σημειεί, ότι
και εδώ, η μείση της συνάρτησης κόστους της οπισέκουσας προέκυψε, παρόο
που η εαιστοποίηση αφορούσε στη δύναμη της άνσης, ρίς δηαδή να αποτεεί
στόο της ετιστοποίησης που πραματοποιήηκε.

Το πεδίο ταύτητας της έτιστης ύσης που προκύπτει έπειτα από την υοποίηση
του ρόου ετιστοποίησης, παρουσιάζεται στο σήμα 5.9. Το πεδίο αυτό δεν εμφα-
νίζει μεάες διαφορές σε σέση με το πεδίο ταύτητας που προέκυψε ια τη έτιστη
ύση της περίπτσης που εξετάστηκε στην ενότητα 5.1. Και εδώ, η επίδραση τν
δεσμών ρευστού έει σαν αποτέεσμα το μηδενισμό της άνσης, καώς η έκυση
στροίν έει εξαειφεί και ο ομόρρους έει ίνει σεδόν μόνιμος.

Στο σήμα 5.10, παρουσιάζονται το διάνυσμα και η φάση της ταύτητας κάε δέσμης
ρευστού, σε έξι ισαπέοντα στιμιότυπα, στο έυρος μιας περιόδου, Tjets = 0.1s.

Η στιμιαία τιμή της οπισέκουσας και του τετραώνου της, που προέκυψαν ια τη
έτιστη ύση, παρουσιάζονται στα σήματα 5.11αʹ και 5.11ʹ, μαζί με τις αντίστοιες
τιμές της έτιστης ύσης της ενότητας 5.1. Μεταάοντας μαζί με το πάτος και
τη φάση κάε δέσμης ρευστού, έει επιτευεί η μείση του πάτους ταάντσης
της οπισέκουσας, που όπς σημειώηκε στην προηούμενη ενότητα, ήταν αρκετά
αυξημένο.
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Σήμα 5.9: Βελτιστοποίηση με στόχο την ελαχιστοποίηση της μέσης τιμής του τετραγώνου
της άνωσης. Μεταβλητές σχεδιασμού: Τα πλάτη ταλάντωσης και οι φάσεις των δεσμών.
Έξι ισαπέχοντα στιγμιότυπα του βέλτιστου πεδίου ταχύτητας σε μια περίοδο του φαινομένου
που, πλέον, ταυτίζεται με την περίοδο των jets, Tjets = 0.1s.
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Σήμα 5.10: Βελτιστοποίηση με στόχο την ελαχιστοποίηση της μέσης τιμής του τετρα-
γώνου της άνωσης. Μεταβλητές σχεδιασμού: Τα πλάτη ταλάντωσης και οι φάσεις των
δεσμών. Έξι ισαπέχοντα στιγμιότυπα του διανύσματος της ταχύτητας των δεσμών ρευστού
για τη βέλτιστη λύση, στο εύρος μιας περιόδου, T = 0.1s. Ο κύλινδρος έχει χρωματιστεί
ανάλογα με την τιμή της φάσης που έχει η ταχύτητα της δέσμης ρευστού σε κάθε θέση.
Προφανώς στο τοίχωμα του κυλίνδρου, όπου δεν υπάρχει δέσμη ρευστού, η τιμή είναι μηδέν
(πορτοκαλί χρώμα).
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Σήμα 5.11: Στιγμιαίες τιμές του συντελεστή οπισθέλκουσας και του τετραγώνου του,
για την περίπτωση που δεν υπάρχει έλεγχος με δέσμες ρευστού, και για το βέλτιστο έλεγχο
που προέκυψε με στόχο την ελαχιστοποίηση της μέσης τιμής του τετραγώνου της άνωσης,
για την περίπτωση που μεταβάλλεται μόνο το πλάτος Ak κάθε δέσμης (A) και για την
περίπτωση που μεταβάλλεται το πλάτος Ak και η φάση tk0 κάθε δέσμης (Β).

Στον πίνακα 5.1, παρουσιάζονται συκεντρτικά οι έτιστες τιμές τν μεταητών
σεδιασμού, που προέκυψαν ια τις δύο περιπτώσεις που μεετήηκαν. Το έτιστο
πάτος ταάντσης κάε δέσμης είναι σεδόν ίσο και στις δύο περιπτώσεις. Επίσης,
αξίζει να σημειεί, πς στη δεύτερη περίπτση που η φάση κάε δέσμης ήταν μετα-
ητή σεδιασμού, η φάση της πρώτης δέσμης στον κύινδρο, διατηρήηκε σταερή
και ίση με μηδέν, ια να αποφευεί τυούσα ’οίσηση’ όν τν φάσεν προς μια
κατεύυνση, καώς σημασία έει η διαφορά φάσης που έουν οι δέσμες μεταξύ τους.

Στο σήμα 5.12αʹ παρουσιάζεται η σύκιση του αορίμου ετιστοποίησης. Στην
περίπτση που μεταάεται και η φάση tk0 μαζί με την ένταση Ak

0 κάε δέσμης
παρατηρείται εαφρώς ταύτερη σύκιση. Ακόμα, στο σήμα 5.12ʹ παρουσιάζονται
οι τιμές τν παραών ευαισησίας ς προς τη φάση tk0, που υποοίστηκαν σε
κάε κύκο ετιστοποίησης, ια πέντε δέσμες ρευστού, στις έσεις 3, 5, 7, 9 και
11, με την αρίμηση να ταυτίζεται με αυτή του σήματος 5.7. Και εδώ εμφανίζεται
η ταανττική συμπεριφορά τν παραών που οφείεται στον συντεεστή η που
έει επιεεί ια τη μέοδο της απότομης καόδου.
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Μεταητές Σεδιασμού
1η Περίπτση 2η Περίπτση

Δέσμη Πάτος Πάτος Φάση
Ρευστού Ak Ak tk0

1 -0.0102 -0.0108 0
2 -0.0207 -0.0218 -0.0125
3 -0.0221 -0.0231 -0.0106
4 -0.0269 -0.0278 -0.0245
5 -0.0372 -0.0387 -0.0761
6 -0.0475 -0.0503 -0.0381
7 -0.0426 -0.0444 0.0143
8 -0.0205 -0.0220 -0.0186
9 0.0011 0.0008 -0.0077
10 0.0108 0.0111 -0.0435
11 0.0052 0.0053 -0.0025

Πίνακας 5.1: Βέλτιστες τιμές των μεταβλητών σχεδιασμού για μεταβαλλόμενο πλάτος
ταλάντωσης Ak κάθε δέσμης (1η Περίπτωση) και για μεταβαλλόμενο πλάτος Ak και με-
ταβαλλόμενη φάση tk0 κάθε δέσμης (2η Περίπτωση).
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(ʹ) Σύκλιση των παραγώγων ευαισθησίας ως προς
τη φάση tk0, για πέντε δέσμες ρευστού.

Σήμα 5.12: Βελτιστοποίηση με στόχο την ελαχιστοποίηση της μέσης τιμής του τε-
τραγώνου της άνωσης, με μεταβλητή σχεδιασμού για κάθε δέσμη ρευστού k, το πλάτος
ταλάντωσης Ak και τη φάση tk0.
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Κεφάαιο 6

Εαιστοποίηση της μέσης τιμής του τε-
τραώνου της οπισέκουσας
Σε αυτό το κεφάαιο εφαρμόζεται η συνεής συζυής μέοδος ια το έτιστο
έεο της ροής, με στόο την εαιστοποίηση της μέσης τιμής του τετραώνου της
οπισέκουσας. Για κάε κύκο ετιστοποίησης, όμοια με την προηούμενη περί-
πτση, επιύεται το ευύ πρόημα με τις νέες μεταητές σεδιασμού που έουν
προκύψει, και ύστερα, επιύεται το συζυές πρόημα, αντίστροφα στον ρόνο. Οι
παράοι ευαισησίας υποοίζονται ια μια περίοδο, που η περιοδικότητα του ευ-
εός και του συζυούς προήματος έει αποκατασταεί.

Οι δέσμες ρευστού έουν τοποετηεί όπς και στην προηούμενη περίπτση που
αναύηκε στην ενότητα 5, ενώ οι τιμές τν παραμέτρν της ταύτητας της κάε
δέσμης στον πρώτο κύκο ετιστοποίησης είναι και πάι

Ak = 0m/s, tk0 = 0 s, fjets = 10Hz

Η πρόεξη της ροής σε κάε κύκο ετιστοποίησης ίνεται ια 16s, ενώ τα πρώτα 6s
της πρτεύουσας και της συζυούς ροής δεν ρησιμοποιούνται ια τον υποοισμό
τν παραών ευαισησίας, ό του μεταατικού φαινομένου που περιράφηκε
παραπάν. Τέος, το ρονικό ήμα που ρησιμοποιήηκε είναι ∆t = 4 · 10−4s.

Oι κύκοι ετιστοποίησης έιναν ια διάφορους συνδιασμούς τν μεταητών σε-
διασμού:

• Μετααόμενο πάτος ταάντσης Ak της κάε δέσμης ρευστού (tk0 και fjets
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σταερές)

• Μετααόμενο πάτος ταάντσης Ak και μετααόμενη φάση tk0 της κάε
δέσμης ρευστού (fjets σταερή)

• Μετααόμενη συνότητα fjets (Ak και tk0 σταερά)

6.1 Βέτιστος έεος με μεταητές σεδια-
σμού τα πάτη ταάντσης Ak

Έπειτα από την υοποίηση του ρόου ετιστοποίησης η μέση τιμή του τετραώνου
της οπισέκουσας έει μειεί αισητά, ενώ, η μέση τιμή του τετραώνου της άνσης
έει μηδενισεί. Πιο συκεκριμένα, οι τιμές της συνάρτησης κόστους ια κάε δύναμη,
υποοισμένες ια τους αδιάστατους συντεεστές cD και cL είναι:

FD = 0.3382 και FL = 0.0

Αξίζει να σημειεί, πς ο μηδενισμός της μέσης τιμής του τετραώνου της άνσης
προέκυψε ρίς να αποτεεί σε αυτήν την περίπτση, στόο της ετιστοποίησης
που πραματοποιήηκε.

Η στιμιαία τιμή του συντεεστή της αντίστασης και του τετραώνου του ια την
περίπτση που η ταύτητα της κάε δέσμης ρευστού αμάνει τη έτιστη τιμή ια
την ένταση της, φαίνεται στα σήματα 6.1αʹ και 6.1ʹ. Με την επίδραση τν jets στη
ροή, η μέση τιμή της οπισέκουσας μειώνεται αισητά, αά το πάτος ταάντσης
είναι αρκετά αυξημένο. Στο σήμα 6.1αʹ, φαίνεται πς με το έτιστο έεο της
ροής η τιμή της στιμιαίας οπισέκουσας είναι πάντα μικρότερη από την αντίστοιη
της μη-εεόμενης περίπτσης, ενώ, ια ένα μέρος της περιόδου αμάνει αρνητικές
τιμές.

Το πεδίο ταύτητας ια τη έτιστη ύση που προέκυψε παρουσιάζεται στο σήμα
6.4, σε έξι ισαπέοντα στιμιότυπα στο εύρος μια περιόδου, που πέον ταυτίζεται
με αυτή τν jets, Tjets = 0.1s. Τα αποτεέσματα δεν διαφέρουν ποιοτικά από αυτά
που προέκυψαν ια την εαιστοποίηση της άνσης. Οι δέσμες ρευστού προσδίδουν



6.1. Βέτιστος έεος με μεταητές σεδιασμού τα πάτη ταάντσης Ak 59

 0

 0.5

 1

 1.5

 41  41.5  42  42.5  43

c D

Time (s)

Without Jets
With Jets

(αʹ)

 0

 0.5

 1

 1.5

 2

 41  41.5  42  42.5  43

c D
2

Time (s)

Without Jets
With Jets

(ʹ)

Σήμα 6.1: Βελτιστοποίηση με στόχο την ελαχιστοποίηση της μέσης τιμής του τετραγώνου
της οπισθέλκουσας. Μεταβλητές σχεδιασμού: Τα πλάτη ταλάντωσης των δεσμών. Στιγμιαίες
τιμές του συντελεστή οπισθέλκουσας και του τετραγώνου του, για τη βέλτιστη λύση

ενέρεια στο ρευστό, ’φρεσκάροντας’ το οριακό στρώμα και αποτρέποντας την απο-
κόηση τν δύο δημιουρούμενν στροίν. Έτσι ο ομόρρους αποτεείται από
τις δύο περιοές ανακυκοφορίας, που εμφανίζονται σε ροές μικρότερν αριμών Re,
όπς περιράφηκε στην ενότητα 1.1 και παρουσιάζεται στο σήμα 6.2.

Στο σήμα 6.5 παρουσιάζεται τo πεδίo της συζυούς ταύτητας ια τον πρώτο κύ-
κο ετιστοποίησης, στο εύρος μιας περιόδου του φαινομένου, T ≈ 0.59s, ενώ στο
σήμα 6.6 παρουσιάζεται το ίδιο πεδίο υποοισμένο στον τεευταίο κύκο ετι-
στοποίησης. Στον πρώτο κύκο, υπήρε ένας περιοδικός ομόρρους, κατ’αντιστοιία
με την πρτεύουσα ροή, ο οποίος στην πορεία της ετιστοποίησης άνει την περιο-
δικότητα του.

Ιδιαίτερο ενδιαφέρον παρουσιάζουν οι ραμμές ροής της συζυούς ταύτητας κο-
ντά στον κύινδρο. Λαμάνοντας υπόψην τις οριακές συνήκες του προήματος, το
στερεό τοίμα του κυίνδρου αποτεεί την είσοδο και έξοδο του ρίου, δεδομένου
ότι στα όρια του περιάοντος ρίου η συζυής ταύτητα αμάνει την τιμή μη-
δέν. Στο σήμα 6.3 παρουσιάζονται οι ραμμές ροής της συζυούς ταύτητας, που
έουν τη μορφή διπόου, καώς η συζυής ροή που εισέρεται από το αριστερό ημι-
σφαίριο του κυίνδρου, στρέφεται και εξέρεται από το δεξί. Ο ομόρρους αριστερά
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του κυίνδρου ρίσκεται μεταξύ δύο στρμάτν μηδενικής συζυούς ταύτητας, κα-
ώς, εστερικά η ταύτητα έει φορά προς τα αριστερά, ενώ εξτερικά η συζυής
ταύτητα ’επιστρέφει’ προς τον κύινδρο.

Σήμα 6.2: Βελτιστοποίηση με στόχο την ελαχιστοποίηση της μέσης τιμής του τετραγώνου
της οπισθέλκουσας. Μεταβλητές σχεδιασμού: Τα πλάτη ταλάντωσης των δεσμών. Πεδίο
ταχύτητας και γραμμές ροής για το βέλτιστο έλεγχο της ροής.

Σήμα 6.3: Βελτιστοποίηση με στόχο την ελαχιστοποίηση της μέσης τιμής του τετραγώνου
της οπισθέλκουσας. Μεταβλητές σχεδιασμού: Τα πλάτη ταλάντωσης των δεσμών. Πεδίο
συζυγούς ταχύτητας και γραμμές ροής για το βέλτιστο έλεγχο της ροής.
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Σήμα 6.4: Βελτιστοποίηση με στόχο την ελαχιστοποίηση της μέσης τιμής του τετραγώ-
νου της οπισθέλκουσας. Μεταβλητές σχεδιασμού: Τα πλάτη ταλάντωσης των δεσμών. Έξι
ισαπέχοντα στιγμιότυπα του βέλτιστου πεδίου ταχύτητας σε μια περίοδο του φαινομένου
που, πλέον, ταυτίζεται με την περίοδο των jets, Tjets = 0.1s.
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Σήμα 6.5: Βελτιστοποίηση με στόχο την ελαχιστοποίηση της μέσης τιμής του τετρα-
γώνου της οπισθέλκουσας. Μεταβλητές σχεδιασμού: Τα πλάτη ταλάντωσης των δεσμών.
Έξι ισαπέχοντα στιγμιότυπα του πεδίου της συζυγούς ταχύτητας, υπολογισμένο στον πρώτο
κύκλο βελτιστοποίησης, σε μια περίοδο του πρωτεύοντος φαινομένου, T ≈ 0.59s.
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Σήμα 6.6: Βελτιστοποίηση με στόχο την ελαχιστοποίηση της μέσης τιμής του τετρα-
γώνου της οπισθέλκουσας. Μεταβλητές σχεδιασμού: Τα πλάτη ταλάντωσης των δεσμών.
Έξι ισαπέχοντα στιγμιότυπα του πεδίου της συζυγούς ταχύτητας, υπολογισμένο στον τε-
λευταίο κύκλο βελτιστοποίησης, σε μια περίοδο του φαινομένου που, πλέον, ταυτίζεται με
την περίοδο των jets, Tjets = 0.1s.
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Στο σήμα 6.7 παρουσιάζονται οι έτιστες τιμές ια το πάτος ταάντσης Ak της
κάε δέσμης ρευστού, που προέκυψαν ια ετιστοποίηση με στόο την εαιστο-
ποίηση της μέσης τιμής του τετραώνου της οπισέκουσας. Οι τιμές που αμάνουν
τα πάτη σε αυτήν την περίπτση είναι πού μεαύτερες. Οι τεευταίες 3 δέσμες
(έσεις 9, 10 και 11) έουν πού μικρή τιμή συκριτικά με τις υπόοιπες και κατά
πάσα πιανότητα δεν επηρεάζουν πού το αποτέεσμα. Ακόμα, οι δέσμες στις έσεις
1, 2 και 3, που στην περίπτση της εαιστοποίησης της άνσης ήταν δέσμες αναρ-
ρόφησης, σε αυτήν την περίπτση είναι έυσης, κάτι που προφανώς έει να κάνει
με τη μείση της οπισέκουσας.

Επίσης, η μέιστη τιμή του πάτους στην περίπτση της αναρρόφησης και της έυ-
σης είναι -0.122 και 0.0569 αντίστοια και αφορούν στη μέιστη τιμή της ταύτητας
της δέσμης. Δεδομένου ότι η ταύτητα της επ’άπειρον ροής είναι v∞ = 0.1m/s, είναι
εμφανές πς προσδίδεται μεάη ποσότητα ενέρειας ια τον έεο, και μπορούν
να δικαιοοηούν οι αρνητικές τιμές οπισέκουσας που προέκυψαν, υποδεικνύο-
ντας πς η δύναμη ό ορμής από τις δέσμες υπερέει αυτών της πίεσης και της
συνεκτικότητας.

Δέσμη Πάτος
Ρευστού Ak

1 0.0285
2 0.0569
3 0.0440
4 -0.025
5 -0.122
6 -0.082
7 -0.035
8 -0.008
9 0.0040
10 0.0070
11 0.0018

Σήμα 6.7: Βέλτιστες τιμές για κάθε πλάτος ταλάντωσης Ak, με συνάρτηση κόστους τη
μέση τιμή του τετραγώνου της οπισθέλκουσας.
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Στο σήμα 6.8 παρουσιάζεται η σύκιση του αορίμου ετιστοποίησης που πρα-
ματοποιήηκε ια 30 κύκους.
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Σήμα 6.8: Σύγκλιση του αλγορίθμου βελτιστοποίησης με στόχο την ελαχιστοποίηση
της μέσης τιμής του τετραγώνου της οπισθέλκουσας, με μεταβλητές σχεδιασμού τα πλάτη
ταλάντωσης Ak.

6.2 Βέτιστος έεος με μεταητές σεδια-
σμού τα πάτη ταάντσης Ak και τις φά-
σεις tk0

Έπειτα από την υοποίηση του ρόου ετιστοποίησης η μέση τιμή του τετραώνου
της οπισέκουσας έει μειεί ακόμα περισσότερο σε σέση με την περίπτση της
ενότητας 6.1, ενώ, η μέση τιμή του τετραώνου της άνσης έει μηδενισεί και πάι.
Πιο συκεκριμένα, οι τιμές της συνάρτησης κόστους ια κάε δύναμη, υποοισμένες
ια τους αδιάστατους συντεεστές cD και cL είναι:

FD = 0.1023 και FL = 0.0

Η στιμιαία τιμή του συντεεστή της αντίστασης και του τετραώνου του ια την
περίπτση που η ταύτητα της κάε δέσμης ρευστού αμάνει τη έτιστη τιμή ια
το πάτος ταάντσης και τη φάση της, φαίνεται στα σήματα 6.1αʹ και 6.1ʹ. Με τη
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μεταοή της φάσης κάε δέσμης, μαζί με μεάη μείση της μέσης ρονικά τιμής
της, έει επιτευεί και μεάη μείση στη διακύμανση της στιμιαίας οπισέκου-
σας.
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Σήμα 6.9: Στιγμιαίες τιμές του συντελεστή οπισθέλκουσας και του τετραγώνου του, για
την περίπτωση που δεν υπάρχει έλεγχος με δέσμες ρευστού, και για το βέλτιστο έλεγχο που
προέκυψε με στόχο την ελαχιστοποίηση της μέσης τιμής του τετραγώνου της οπισθέλκουσας,
για την περίπτωση που μεταβάλλεται μόνο το πλάτος Ak κάθε δέσμης (A) και για την
περίπτωση που μεταβάλλεται το πλάτος Ak και η φάση tk0 κάθε δέσμης (Β).

Το πεδίο ταύτητας μεενυμένο κοντά στον κύινδρο και οι ραμμές ροής ια το
έτιστο έεο παρουσιάζονται στο σήμα 6.10. Παρατηρώντας το σήμα, είναι
εμφανές πς η ένταση της ταύτητας είναι αισητά μειμένη σε σέση με την πε-
ρίπτση που μεετήηκε στην ενότητα 6.1, ενώ και εδώ εμφανίζονται οι περιοές
ανακυκοφορίας, στον ομόρρου του κυίνδρου.

Στο σήμα 6.11 παρουσιάζεται το πεδίο της συζυούς ταύτητας που υποοίσηκε
ια τον τεευταίο κύκο ετιστοποίησης, μαζί με τις ραμμές ροής. Τα αποτε-
έσματα μοιάζουν ποιοτικά με την περίπτση που μεετήηκε στην προηούμενη
ενότητα.
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Σήμα 6.10: Βελτιστοποίηση με στόχο την ελαχιστοποίηση της μέσης τιμής του τετρα-
γώνου της οπισθέλκουσας. Μεταβλητές σχεδιασμού: Τα πλάτη ταλάντωσης και τις φάσεις
των δεσμών. Έξι ισαπέχοντα στιγμιότυπα του πεδίου ταχύτητας και των γραμμών ροής για
βέλτιστο έλεγχο σε μια περίοδο του φαινομένου που, πλέον, ταυτίζεται με την περίοδο των
jets, Tjets = 0.1s.
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Σήμα 6.11: Βελτιστοποίηση με στόχο την ελαχιστοποίηση της μέσης τιμής του τετραγώ-
νου της οπισθέλκουσας. Μεταβλητές σχεδιασμού: Τα πλάτη ταλάντωσης και τις φάσεις των
δεσμών. Έξι ισαπέχοντα στιγμιότυπα του πεδίου της συζυγούς ταχύτητας και των γραμμών
ροής υπολογισμένα στον τελευταίο κύκλο βελτιστοποίησης, σε μια περίοδο του φαινομένου
που, πλέον, ταυτίζεται με την περίοδο των jets, Tjets = 0.1s.
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Σήμα 6.12: Βελτιστοποίηση με στόχο την ελαχιστοποίηση της μέσης τιμής του τετραγώ-
νου της οπισθέλκουσας. Μεταβλητές σχεδιασμού: Τα πλάτη ταλάντωσης και οι φάσεις των
δεσμών. Έξι ισαπέχοντα στιγμιότυπα του διανύσματος της ταχύτητας των δεσμών ρευστού
για τη βέλτιστη λύση, στο εύρος μιας περιόδου, T = 0.1s. Ο κύλινδρος έχει χρωματιστεί
ανάλογα με την τιμή της φάσης που έχει η ταχύτητα της δέσμης ρευστού σε κάθε θέση.
Προφανώς στο τοίχωμα του κυλίνδρου, όπου δεν υπάρχει δέσμη ρευστού, η τιμή είναι μηδέν
(πράσινο χρώμα).
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Μεταητές Σεδιασμού
1η Περίπτση 2η Περίπτση

Δέσμη Πάτος Πάτος Φάση
Ρευστού Ak Ak tk0

1 0.0285 0.0345 0
2 0.0569 0.0667 0.0118
3 0.0440 0.0492 0.0073
4 -0.025 -0.0323 -0.0058
5 -0.122 -0.1396 -0.0019
6 -0.082 -0.0785 -0.0010
7 -0.035 -0.0363 -0.0019
8 -0.008 -0.0142 0.0014
9 0.0040 -0.0051 -0.0035
10 0.0070 0.0054 -0.0107
11 0.0018 -0.0006 -0.0021

Πίνακας 6.1: Βέλτιστες τιμές των μεταβλητών σχεδιασμού για μεταβαλλόμενο πλάτος Ak

κάθε δέσμης (1η Περίπτωση) και για μεταβαλλόμενο πλάτος Ak και μεταβαλλόμενη φάση
tk0 κάθε δέσμης (2η Περίπτωση).

Στον πίνακα 6.1, παρουσιάζονται συκεντρτικά οι έτιστες τιμές τν μεταητών
σεδιασμού, που προέκυψαν ια τις δύο περιπτώσεις που μεετήηκαν. Στην δεύτερη
περίπτση, όπου μεταάεται και η φάση κάε δέσμης, τα πάτη Ak τν περισ-
σότερν δεσμών είναι μεαύτερα σε σέση με αυτά που προέκυψαν στην πρώτη
περίπτση.

Επιπρόσετα, πραματοποιήηκε πρόεξη της ροής, με τις δέσμες να αμάνουν την
τιμή του πάτους που προέκυψε ια τη δεύτερη περίπτση, με μηδενική όμς φάση,
και η συνάρτηση κόστους υποοίσηκε FD = 0.34. Είναι εμφανές οιπόν, ότι η
φάση που έουν μεταξύ τους οι δέσμες επιτρέπει την περαιτέρ αύξηση του πάτους
ταάντσης της κάε δέσμης, ρίς να υπάρει αύξηση της μέσης οπισέκουσας,
παρόο που η μέιστη διαφορά φάσης που προέκυψε είναι μόις το 11.8% της περιό-
δου.

Στο σήμα 6.13 παρουσιάζεται η σύκιση του αόριμου ετιστοποίησης ια την
περίπτση που μεετήηκε σε αυτήν την ενότητα και στην ενότητα 6.1. Είναι εμφα-
νές, πς μεταάοντας και τις φάσεις τν δεσμών μαζί με τα πάτη ταάντσης
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επιτυάνονται μικρότερες τιμές της συνάρτησης κόστους, ακόμα και ια τους πρώ-
τους κύκους της ετιστοποίησης. Η σύκιση έαια εμφανίζεται ια μεαύτερο
αριμό κύκν ετιστοποίησης, κάτι που φαίνεται από τη σετικά μεάη κίση που
έει η καμπύη σύκισης. Παρόα αυτά, η τιμή της αντικειμενικής συνάρτησης ια
την περίπτση που μεταητές σεδιασμού είναι τα πάτη και οι φάσεις τν δεσμών,
α είναι πάντα μικρότερη σε σέση με την περίπτση που μεταάονται μόνο τα
πάτη ταάντσης.
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Σήμα 6.13: Βελτιστοποίηση με στόχο την ελαχιστοποίηση της μέσης τιμής του τε-
τραγώνου της οπισθέλκουσας. Σύγκλιση του αλγορίθμου βελτιστοποίησης, για μεταβλητή
σχεδιασμού κάθε δέσμης το πλάτος Ak (A), και τον συνδιασμό του πλάτους Ak και της
φάσης tk0 (B).

6.3 Διερεύνηση της παραώου ευαισησίας
ς προς τη συνότητα fjets

Για τη μεέτη της παραώου ευαισησίας ς προς τη συνότητα ρησμοποιήηκαν
οι έτιστες τιμές τν πατών ταάντσης τν δεσμών που προέκυψαν στην ενό-
τητα 6.1. Σε αυτήν την περίπτση, η συνότητα του φαινομένου ταυτίζεται με τη
συνότητα τν δεσμών ρευστού.
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Όπς έει αναφερεί, κατά τη συνεή συζυή διατύπση εμφανίζονται στην έκφραση
της παραώου ευαισησίας όροι, οι οποίοι εξαρτώνται της ρονικής αφετηρίας a

υποοισμού του ρονικού οοκηρώματος. Πιο συκεκριμένα, οι τέσσερις όροι που
αποτεούν την παράο ευαισησίας ς προς τη συνότητα είναι:

H1 =

∫ a+T

a

∫
Γw

{
uivjnj + ν

(
∂ui

∂xj

+
∂uj

∂xi

)
nj − qni + ui |vjnj|+ ujvj

vmnm

|vrnr|
ni

}
∂vi

∂fjets
dΓdt

H2 =
1

f 2
jets

∫
Ω

ui
∂vi
∂t

dΩ

∣∣∣∣
t=a+T

H3 = − 1

2fjets
g2
∣∣∣∣
t=a+T

H4 =
1

2

∫ a+T

a

g2dt

Ο όρος H4 είναι η τιμή της συνάρτησης κόστους, ποαπασιασμένη με την περίοδο
του φαινομένου T , που ταυτίζεται με την περίοδο τν δεσμών, και είναι ανεξάρτη-
τος του a, καώς αφορά σε οοκήρμα περιοδικής συνάρτησης. Ο όρος H3 είναι η
τιμή της συνάρτησης κόστους τη ρονική στιμή a + T , ποαπασιασμένη με τον
συντεεστή 1

2fjets
και αναμένεται να εξαρτάται περιοδικά του a. Οι όροι H1 και H2

εξαρτώνται άμεσα από τις συζυείς μεταητές. Παρακάτ και ια όους πηρότη-
τας, παρουσιάζεται και ο όρος H∗

1 , που είναι η στιμιαία τιμή του H1, δηαδή

H∗
1 =

∫
Γw

{
uivjnj + ν

(
∂ui

∂xj

+
∂uj

∂xi

)
nj − qni + ui |vjnj|+ ujvj

vmnm

|vrnr|
ni

}
∂vi

∂fjets
dΓ

Στο σήμα 6.14 παρουσιάζονται οι τέσσερις όροι που υποοίστηκαν συναρτήσει της
ρονικής αφετηρίας a υποοισμού του ρονικού οοκηρώματος της συνάρτησης
κόστους. Οι όροι H2 και H3 είναι κααρά περιοδικοί, σε αντίεση με τον όρο H1, ο
οποίος τααντώνεται με μεταητό πάτος και σταερή περίοδο και προκύπτει από
την τμηματική οοκήρση σε έυρος μιας περιόδου του H∗

1 (Σήμα 6.14αʹ).

Στο σήμα 6.15 παρουσιάζονται ξανά οι τρεις μη-μόνιμοι όροι, ο όρος H4, που εί-
ναι σταερός και ίσος με 0.03922 και η παράος ευαισησίας, που στην ουσία
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είναι το άροισμα τν προαναφερέντν όρν, συναρτήσει της ρονικής αφετηρίας
a. Η υποοιζόμενη παράος ευαισησίας εμφανίζει μια περιοδικότητα, η οποία
σε σύκριση με τους όρους που την αποτεούν, είναι αμεητέα (Σήμα 6.15αʹ). Πα-
ρόα αυτά, όπς είναι εμφανές και στο σήμα 6.15ʹ, η συμπεριφορά της παραώου
συναρτήσει του a μοιάζει με αυτήν του όρου H1, δηαδή παρουσιάζει μια αύξηση, αυ-
ξανομένου του a. Ακόμα, είναι εμφανής η απόκιση που υπάρει από την παράο
ευαισησίας ς προς τη συνότητα, υποοισμένη με τη μέοδο τν πεπερασμένν
διαφορών.

Η μη-αναμενόμενη συμπεριφορά της παραώου ευαισησίας ς προς τη συνότητα,
και κατ’επέκταση η απόκισή της από την τιμή που υποοίσηκε με τη μέοδο τν
πεπερασμένν διαφορών, μπορεί να προσεισεί και εξηηεί ς προς δύο τομείς,
την κίση τν ευειών στην οποία είναι φραμένη η παράος και την υπερεκτίμησή
της. Η περιοδικότητα που εμφανίζει (Σήμα 6.15ʹ), είναι αμεητέα και πιανώς δεν
μπορεί να αποφευεί, δεδομένου ότι η παράος ευαισησίας αποτεεί άροιση συ-
ναρτήσεν που προκύπτουν από αριμητική επίυση, και κατά συνέπεια οποιοδήποτε
αριμητικό σφάμα α δημιουρεί αντίστοιη ταάντση στην άροιση.

Η κίση τν ευειών στην οποία είναι φραμένη η παράος ευαισησίας, προφα-
νώς, οφείεται κυρίς στον όρο H1. Ο όρος H1 προέρεται από τμηματική αριμητική
οοκήρση του όρου H∗

1 σε εύρος μιας περιόδου (Σήμα 6.14αʹ).

Η υπερεκτίμηση της παραώου ευαισησίας μπορεί να εξηηεί μεετώντας ξερι-
στά τον όρο H2. Ο όρος αυτός αφορά στο ρικό οοκήρμα, σε όο το πεδίο, του
εστερικού ινομένου της συζυούς ταύτητας με τη ρονική παράο της πρτεύ-
ουσας ταύτητας. Όπς α περίμενε κανείς, στην περιοή ’μακρυά’ του κυίνδρου η
ταύτητα είναι ίση με την ταύτητα της αδιατάραης ροής και κατά συνέπεια σταερή.
Έτσι, οιπόν, είναι οικό η τιμή της ρονικής παραώου σε τέτοια μέρη του ρίου
να είναι μηδέν, ή αριμητικά, πού μικρής τάξης μεέους, κάτι που όντς συμαίνει,
όπς φαίνεται και στο σήμα 6.17αʹ. Παρόα αυτά, αμάνοντας υπόψην την, αντί-
στοια, μεάη τάξη μεέους της συζυούς ταύτητας (Σήμα 6.16ʹ) προκύπτει
οικά το συμπέρασμα ότι το εστερικό ινόμενο της συζυούς ταύτητας με τη
ρονική παράο της πρτεύουσας ταύτητας α αμάνει τιμές σε περιοές που
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α έπρεπε να είναι μηδέν. Αυτό επιεαιώνεται και από το σήμα 6.17ʹ στο οποίο πα-
ρουσιάζεται το μεετούμενο εστερικό ινόμενο σε κάε κυψέη, ποαπασιασμένο
με τον όκο της κυψέης. Ενώ, ερητικά, ό της μηδενικής ρονικής παραώου
στις περιοές μακρυά του κυίνδρου α έπρεπε αντίστοια και η τιμή του όρου ui

∂vi
∂t

να είναι μηδέν, στην πράξη αμάνει τιμή, κάτι, που κατά τη ρική οοκήρση οδη-
εί στην υπερεκτίμηση του όρου H2 και κατ’επέκταση της παραώου ευαισησίας
ς προς τη συνότητα.
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Σήμα 6.14: Οι όροι H∗
1 , H1, H2 και H3 συναρτήσει της αρχικής στιγμής a υπολογισμού

του ολοκληρώματος της F .
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Σήμα 6.15: Βελτιστοποίηση με στόχο την ελαχιστοποίηση της μέσης τιμής του τετραγώ-
νου της οπισθέλκουσας. Υπολογιζόμενη παράγωγος ευαισθησίας ως ως προς τη συχνότητα
fjets συναρτήσει της χρονικής αφετηρίας a

.
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(αʹ) Πρωτεύουσα ταχύτητα.

(ʹ) Συζυγής ταχύτητα.

Σήμα 6.16: Βελτιστοποίηση με στόχο την ελαχιστοποίηση της μέσης τιμής του τετραγώ-
νου της οπισθέλκουσας. Διάφορα πεδία της πρωτεύουσας και συζυγούς ροής υπολογισμένα
σε μια τυχαία χρονική στιγμή.



6.3. Διερεύνηση της παραώου ευαισησίας ς προς τη συνότητα fjets 77

(αʹ) Χρονική μεταβολή της πρωτεύουσας ταχύτητας.

(ʹ) Εσωτερικό γινόμενο της συζυγούς ταχύτητας με τη χρονική μεταβολή της πρωτεύουσας
ταχύτητας, πολλαπλασιασμένο με τον όγκο της εκάστοτε κυψέλης, ui ∂vi∂t VP .

Σήμα 6.17: Βελτιστοποίηση με στόχο την ελαχιστοποίηση της μέσης τιμής του τετραγώ-
νου της οπισθέλκουσας. Διάφορα πεδία της πρωτεύουσας και συζυγούς ροής υπολογισμένα
σε μια τυχαία χρονική στιγμή. Ιδιαίτερο ενδιαφέρον έχει ότι, παρόλο που η χρονική μετα-
βολή της πρωτεύουσας ροής είναι αριθμητικά μηδέν, λόγω της μεγάλης τάξης μεγέθους της
συζυγούς ταχύτητας τελικά το εσωτερικό τους γινόμενο λαμβάνει τιμές μη αμελητέες.
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Κεφάαιο 7

Μεέτη της εξάρτησης της δF
δT από τη

ρονική αφετηρία a

Στόος του παρόντος κεφααίου είναι να επαναδιατυπώσει τη συνεή συζυή μέοδο
ια ρονικά μη-μόνιμα προήματα, τα οποία είναι περιοδικά, αά με την περίοδο
T να αποτεεί και αυτή μια μεταητή σεδιασμού. Μετά τη διατύπση της
μεόδου, ακοουεί διερεύνηση της ανεξαρτησίας του αποτεέσματος από την αφε-
τηρία της ρονικής περιόδου οοκήρσης της συνάρτησης στόου. Η διερεύνηση
αφορά ριστά σε κάε όρο-οοκήρμα που προκύπτει στην έκφραση της παρα-
ου ευαισησίας.

Η μεέτη ς προς το κατά πόσο η παράος δF
δT
είναι ανεξάρτητη της τιμής του a

έει ιδιαίτερη σημασία, αφού τα φαινόμενα που εξετάζονται είναι περιοδικά, αά η
περιοδικότητα επιτυάνεται μετά από άνστο αριμό περιόδν που αρακτηρίζουν
τη μεταατική φάση του φαινομένου. Επίσης, από τη διατύπση της συνεούς συζυ-
ούς μεόδου προκύπτουν όροι, που εξαρτώνται άμεσα από την ρονική αφετηρία a,
κάτι που έινε αντιηπτό σε προηούμενο κεφάαιο. Άρα, έει σημασία ο καορισμός
του a και μας ενδιαφέρει όντς το κατά πόσο η παράος δF

δT
εξαρτάται από την

επιεείσα τιμή του a.
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7.1 Διατύπση του προήματος

Έστ ευύς αός μήκους L και μονοδιάστατη εώρηση μιας υποετικής ροής
σε αυτόν. Επιέεται η παρακάτ συνήης διαφορική εξίσση (ΣΔΕ), η οποία έει
σκοπό να μιμηεί ένα αντίστοιο μονοδιάστατο πρόημα ροής,

Rv =
∂v

∂t
+ v

∂v

∂x
− φ = 0 (7.1.1)

όπου v = v(x, t) είναι μια υποετική ταύτητα και φ = φ(x, t) ένας όρος πηής. Το
μαηματικό πρόημα ’κείνει’ με τις οριακές συνήκες στα άκρα του αού, όπου

• v(x = 0, t) = v0 = const

• ∂v
∂x
(x = L, t) = 0

που ισύουν ια κάε ρονική στιμή. Δεν δίνεται έμφαση στις αρικές συνήκες
του προήματος μιας και επιδιώκεται η μεέτη ενός περιοδικού φαινομένου, δηαδή
μιας υποετικής περιοδικής ροής με ταύτητα v(x, t), η οποία α προκύψει μετά τη με-
ταατική φάση. Η περιοδικότητα αποκαίσταται μετά από, πρακτικά άνστο, αριμό
περιόδν.

Επιέεται ς όρος πηής φ ο

φ(x, t) = 2πcx cos

(
2πt

T

)
+ c2T 2x

[
sin

(
2πt

T

)
+ 1

]2
+ cT v0

[
sin

(
2πt

T

)
+ 1

]
(7.1.2)

όπου c ένας συντεεστής και T η περίοδος.

Λό της επιοής 7.1.2, η αναυτική έκφραση της ταύτητας-ύσης της ΣΔΕ 7.1.1
είναι η

v(x, t) = A(x, T )

[
sin

(
2πt

T

)
+ 1

]
+ v0 (7.1.3)

όπου A(x, T ) = c x T .
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7.2 Διατύπση του προήματος ετιστοποί-
ησης

Θα υεί το πρόημα αντίστροφου σεδιασμού, με ανώστους το συντεεστή c και
την περίοδο T , άρα ορίζονται δύο μεταητές σεδιασμού:

~b = (b1, b2) = (c, T ) (7.2.1)

Η συνάρτηση κόστους που τίεται ς προς εαιστοποίηση είναι η ρονικά μέση τιμή
του ρικού οοκηρώματος του τετραώνου της απόκισης της ταύτητας v(x, t)

από μια προκαορισμένη ταύτητα στόο vtar(x),

F =
1

2T

∫ a+T

a

∫ L

0

(v(x, t)− vtar(x))
2 dxdt (7.2.2)

Η vtar είναι, προφανώς, ανεξάρτητη του ρόνου. To ρονικό οοκήρμα αφορά σε
μία περίοδο T , που υπενυμίζεται πς αποτεεί μεταητή σεδιασμού, ενώ a είναι
μια ρονική στιμή στην οποία το περιοδικό φαινόμενο έει αποκατασταεί και μπορεί
πέον να ξεκινήσει ο υποοισμός της F . Η παρακάτ μεέτη εστιάζει με έμφαση
στο αν η έκφραση 7.2.2 εξαρτάται από την επιεείσα τιμή a.

Στόος της ετιστοποίησης α μπορούσε, κάιστα, να είναι, η ρονικά μέση τιμή
της ταύτητας στο εύρος μιας περιόδου να πησιάζει κατά το δυνατόν μια προκαορι-
σμένη κατανομή-στόο. Σε αυτήν την περίπτση η προς εαιστοποίηση συνάρτηση
κόστους είναι το ρικό οοκήρμα της απόκισης της ρονικά μέσης τιμής της
ταύτητας v(x, t) από μια προκαορισμένη κατανομή στόο vtar(x), που εκφράζεται
μαηματικά ς

F =
1

2

∫ L

0

[
1

T

∫ a+T

a

v(x, t) dt− vtar(x)

]2
dx (7.2.3)

Βασικός στόος της μεέτης που ακοουεί είναι να διερευνήσει αν οι παράοι
της F ς προς τις μεταητές σεδιασμού, υποοισμένες με τη συνεή συζυή
μέοδο, είναι ανεξάρτητες της ρονικής αφετηρίας υποοισμού του οοκηρώματος
a και, κατά συνέπεια, η επιοή μιας εκ τν προαναφερεισών συναρτήσεν κόστους
δεν επηρεάζει ποιοτικά το αποτέεσμα, αρκεί η επιεείσα συνάρτηση κόστους να
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περιέει ένα ρονικό οοκήρμα στην περίοδο, που είναι μεταητή σεδιασμού.

7.3 Διατύπση τν συζυών εξισώσεν
Σύμφνα με τη συνήη διαδικασία διατύπσης της συνεούς συζυούς μεό-
δου, ορίζεται η επαυξημένη συνάρτηση

L = F +

∫ a+T

a

∫ L

0

u(x, t)Rv(x, t)dxdt

όπου u(x, t) είναι η συζυής ταύτητα, ενώ Rv(x, t) η συνάρτηση 7.1.1, δηαδή η εξί-
σση που διέπει την υποετική ροή (εξίσση κατάστασης, state or primal equation).

Υποοίζοντας τη μεταοή δ της συνάρτησης L που αντιστοιεί σε ενδεόμενες
μεταοές τιμών του διανύσματος ~b προκύπτει

δL = δF + δ

[∫ a+T

a

∫ L

0

u(x, t)δRv(x, t)dxdt

]
(7.3.1)

Οι όροι της 7.3.1 αναύονται περαιτέρ σύμφνα με τον κανόνα του Leibniz, μιας
και μια από τις μεταητές σεδιασμού είναι η περίοδος T η οποία καορίζει και το
άν όριο της ρονικής οοκήρσης. Είναι

δF =
1

T

∫ a+T

a

∫ L

0

(v − vtar) ∂v dxdt

+

[
− 1

2T 2

∫ a+T

a

∫ L

0

(v − vtar)
2 dxdt+

1

2T

∫ L

0

(v − vtar)
2 dx

∣∣∣∣
t=a+T

]
δT

(7.3.2)

και

δ

[∫ a+T

a

∫ L

0

u(x, t)Rv(x, t)dxdt

]
=

∫ a+T

a

∫ L

0

u(x, t)∂Rv(x, t)dxdt

+ δT

∫ L

0

v(x, a+ T )Rv(x, a+ T )dx

(7.3.3)
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όπου ∂ είναι το σύμοο της μερικής μεταοής, ενώ δ είναι το σύμοο της οικής
μεταοής.

Ο τεευταίος όρος της 7.3.3 είναι εκ ταυτότητος μηδέν, καώς Rv(x, t) = 0, ∀t,
άρα είναι και Rv(x, a + T ) = 0. Έτσι η 7.3.3 ρησιμοποιώντας την 7.1.1 αναύεται
περαιτέρ ς

δ

∫ a+T

a

∫ L

0

uRvdxdt =

∫ a+T

a

∫ L

0

u ∂

∂t
(∂v)︸ ︷︷ ︸
I1

+uv
∂

∂x
(∂v)︸ ︷︷ ︸

I2

+u
∂v

∂x
∂v − u∂φ

 dxdt

(7.3.4)
όπου

I1 =

∫ a+T

a

∫ L

0

u
∂

∂t
(∂v)dxdt = −

∫ a+T

a

∫ L

0

∂u

∂t
∂vdxdt+

[∫ L

0

u ∂v dx

]t=a+T

t=a

και

I2 =

∫ a+T

a

∫ L

0

uv
∂

∂x
(∂v) dxdt

= −
∫ a+T

a

∫ L

0

u
∂v

∂x
∂vdxdt−

∫ a+T

a

∫ L

0

v
∂u

∂x
∂vdxdt+

[∫ a+T

a

uv ∂v dt

]x=L

x=0

Αντικαιστώντας τις 7.3.2 και 7.3.4 στην 7.3.1 προκύπτει τεικά ότι

δL =

∫ a+T

a

∫ L

0

{
−∂u

∂t
− v

∂u

∂x
+

1

T
(v − vtar)

}
∂v dxdt

−
∫ a+T

a

∫ L

0

u∂φ dxdt

+

[
− 1

2T 2

∫ a+T

a

∫ L

0

(v − vtar)
2 dxdt+

1

2T

∫ L

0

(v − vtar)
2 dx

∣∣∣∣
t=a+T

]
δT

+

[∫ a+T

a

uv ∂v dt

]x=L

x=0

+

[∫ L

0

u ∂v dx

]t=a+T

t=a

(7.3.5)
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Επειδή, σε κάε έση και κάε ρονική στιμή, ια την οική μεταοή δv ισύει ότι

δv = ∂v +
∂v

∂t
δt (7.3.6)

οι δύο τεευταίοι όροι της 7.3.5 ράφονται

[∫ a+T

a

uv ∂v dt

]x=L

x=0

=

[∫ a+T

a

uv

(
δv − ∂v

∂t
δt

)
dt

]x=L

x=0

=

∫ a+T

a

uv

(
δv − ∂v

∂t
δt

)
dt

∣∣∣∣
x=L

−
∫ a+T

a

uv

(
δv − ∂v

∂t
δt

)
dt

∣∣∣∣
x=0

και[∫ L

0

u ∂v dx

]t=a+T

t=a

=

[∫ L

0

u

(
δv − ∂v

∂t
δt

)
dx

]t=a+T

t=a

=

[∫ L

0

uδvdx

]t=a+T

t=a

+

[∫ L

0

u
∂v

∂t

δt

δT
dx

∣∣∣∣
t=a

−
∫ L

0

u
∂v

∂t

δt

δT
dx

∣∣∣∣
t=a+T

]
δT

Όμς, ια x = 0, η ταύτητα δίνεται από Dirichlet συνήκη, ανεξάρτητη του ρόνου
(v0(x = 0, t) = const, ∀t) και, κατά συνέπεια,

δv(x = 0) = 0

∂v

∂t
(x = 0) = 0

⇒ −
∫ a+T

a

uv

(
δv − ∂v

∂t
δt

)
dt

∣∣∣∣
x=0

= 0

Ακόμη, ια κάε περιοδική συνάρτηση H(t) ισύει H(t) = H(t+ T ), όπου T είναι η
περίοδος της συνάρτησης.1. Έτσι, επειδή οι u και δv είναι περιοδικές συναρτήσεις με
την ίδια περίοδο, [∫ L

0

uδvdx

]t=a+T

t=a

= 0

άρα,

[∫ L

0

u ∂v dx

]t=a+T

t=a

= −
[∫ L

0

u
∂v

∂t

δt

δT
dx

]t=a+T

a

δT

Τέος, οι οικές μεταοές τν δύο ορίν της ρονικής οοκήρσης ς προς την

1Η περιοδικότητα της συνάρτησης δv
δT αναύεται περαιτέρ στο Παράρτημα Αʹ.
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περίοδο T , δίνουν

δ(a+ T )

δT
= 1

δa

δT
= 0

⇒
[∫ L

0

u ∂v dx

]t=a+T

t=a

= −
[∫ L

0

u
∂v

∂t
dx

∣∣∣∣
t=a+T

]
δT

Σύμφνα με τα προαναφερέντα, η 7.3.5 ράφεται τεικά ς

δL =

∫ a+T

a

∫ L

0

{
−∂u

∂t
− v

∂u

∂x
+

1

T
(v − vtar)

}
∂v dxdt

−
∫ a+T

a

∫ L

0

u∂φ dxdt

+

[
− 1

2T 2

∫ a+T

a

∫ L

0

(v − vtar)
2 dxdt+

1

2T

∫ L

0

(v − vtar)
2 dx

∣∣∣∣
t=a+T

]
δT

+

∫ a+T

a

uv

(
δv − ∂v

∂t
δt

)
dt

∣∣∣∣
x=L

−
∫ L

0

u
∂v

∂t

δt

δT
dx

∣∣∣∣
t=a+T

δT (7.3.7)

• Μηδενίζοντας τους συντεεστές της μερικής μεταοής ∂v προκύπτει η
συζυής πεδιακή εξίσση

−∂v

∂t
− v

∂u

∂x
+

1

T
(v − vtar) = 0 (7.3.8)

έοντας, προφανώς, άει υπόψη ότι το φ είναι ανεξάρτητο του v και, συνεπώς,
η μερική μεταοή ∂φ δεν συνεισφέρει στο συντεεστή του ∂v.

• Από τον όρο
∫ a+T

a
uv

(
δv − ∂v

∂t
δt
)
dt
∣∣∣
x=L

προκύπτει η οριακή συνήκη
u(x = L, t) = 0, ∀t.

• Οι εναπομείναντες όροι σηματίζουν την παράο ευαισησίας

δF =

∫ a+T

a

∫ L

0

−u∂φ dxdt

+

[
− 1

2T 2

∫ a+T

a

∫ L

0

(v − vtar)
2 dxdt+

1

2T

∫ L

0

(v − vtar)
2 dx

∣∣∣∣
t=a+T

]
δT

−
[∫ L

0

u
∂v

∂t
dx

∣∣∣∣
t=a+T

]
δT (7.3.9)
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Η μερική μεταοή της συνάρτησης φ(x, t) υποοίζεται αναυτικά ς

∂φ =
∂φ

∂c
δc+

∂φ

∂T
δT

=

{
2πxcos

(
2πt

T

)
+ 2cT 2x

[
sin

(
2πt

T

)]2
+ v0T

[
sin

(
2πt

T

)]}
δc

+

{
4π2tcx

1

T 2
sin

(
2πt

T

)
+ 2c2Tx

[
sin

(
2πt

T

)]2
− 4πtc2xcos

(
2πt

T

)[
sin

(
2πt

T

)]
+ v0c

[
sin

(
2πt

T

)]
− v0c

1

T
2πtcos

(
2πt

T

)}
δT (7.3.10)

7.4 Αναυτικός υποοισμός τν παραών
ευαισησίας

Η προς εαιστοποίηση συνάρτηση κόστους ορίσηκε από τη σέση 7.2.2. Γνρίζο-
ντας ότι η αναυτική ύση της συνήους διαφορικής εξίσσης 7.1.1 περιράφεται από
την εξίσση 7.1.3 μπορεί εύκοα να προκύψει η αναυτική έκφραση της συνάρτησης
F και της οικής μεταοής της, ς προς τις μεταητές σεδιασμού.

Χρίς άη της ενικότητας, μπορεί να ερηεί v0 = 0 και vtar = Ctar = const.
Έτσι

(v − vtar)
2 =

(
Asin

(
2πt

T

)
+ A− Ctar

)2

= A2sin2

(
2πt

T

)
+ A2 + C2

tar + 2A2sin

(
2πt

T

)
− 2ACtarsin

(
2πt

T

)
− 2ACtar

Δεδομένου ότι, εδώ, A = A(x, t) = cxT , η οοκήρση τν όρν της 7.4.1 σε μια
περίοδο T κατά μήκος του αού δίνει∫ a+T

a

∫ L

0

A2dxdt =

∫ a+T

a

∫ L

0

c2x2T 2dxdt =

∫ a+T

a

1

3
c2L3T 2dt

=
1

3
c2L3T 3
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∫ a+T

a

∫ L

0

A2sin2

(
2πt

T

)
dxdt =

∫ a+T

a

∫ L

0

c2x2T 2sin2

(
2πt

T

)
dxdt

=

∫ a+T

a

1

3
c2L3T 2sin2

(
2πt

T

)
dt

=
1

3
c2L3T 2

[
t

2
−

sin
(
4πt
T

)
8π
T

]a+T

T

=
1

6
c2L3T 3

∫ a+T

a

∫ L

0

C2
tardxdt =

∫ a+T

a

∫ L

0

C2
tarLdt = C2

tarLT

∫ a+T

a

∫ L

0

2A2sin

(
2πt

T

)
dxdt =

∫ a+T

a

∫ L

0

2c2x2T 2sin

(
2πt

T

)
dxdt

=

∫ a+T

a

2

3
c2L3T 2sin

(
2πt

T

)
dt = 0

∫ a+T

a

∫ L

0

2ACtarsin

(
2πt

T

)
dxdt =

∫ a+T

a

∫ L

0

2cxTCtarsin

(
2πt

T

)
dxdt

=

∫ a+T

a

cL2TCtarsin

(
2πt

T

)
dt = 0

∫ a+T

a

∫ L

0

2ACtardxdt =

∫ a+T

a

∫ L

0

2cxTCtardxdt =

∫ a+T

a

cL2TCtardt = cL2T 2Ctar

Τεικά, η αναυτική έκφραση της συνάρτησης κόστους είναι

F =
1

2T

[
1

6
c2L3T 3 +

1

3
c2L3T 3 − cL2T 2Ctar + LTC2

tar

]
=

1

4
c2L3T 2 − 1

2
cL2TCtar +

1

2
LC2

tar (7.4.1)

Η αναυτική έκφραση της οικής μεταοής της συνάρτησης F ς προς τις μετα-
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ητές σεδιασμού, δηαδή τον συντεεστή c και την περίοδο T , είναι

δF

δc
=

1

2
cL3T 2 − 1

2
L2TCtar (7.4.2)

και
δF

δT
=

1

2
c2L3T − 1

2
cL2Ctar (7.4.3)

Χρήσιμη, ια τη μεέτη που α ακοουήσει, είναι και η ανάυση τν όρν της οι-
κής μεταοής της F ς προς την περίοδο T , όπς αναπτύσσεται σύμφνα με τον
κανόνα του Leibniz και έει ήδη δοεί στην εξίσση 7.3.2. Γνρίζοντας την ανα-
υτική ύση v(x, t), σέση 7.1.3, οι επιμέρους όροι της μεταοής της F , εξίσσης
7.3.2, υποοίζονται ένας-ένας αναυτικά,

H1 =
1

T

∫ a+T

a

∫ L

0

(v − vtar)
∂v

∂T
dxdt =

7

12
c2L3T − 1

2
cL2Ctar +

1

2
cL2Ctar sin

(
2πa

T

)
− 1

3
c2L3T sin

(
2πa

T

)
+

1

6
c2L3T sin2

(
2πa

T

)
H2 =

1

2T

∫ L

0

(v − vtar)
2 dx

∣∣∣∣
t=a+T

=
1

6
c2L3T − 1

2
cL2Ctar −

1

2
cL2Ctar sin

(
2πa

T

)
+

1

3
c2L3T sin

(
2πa

T

)
− 1

6
c2L3T sin2

(
2πa

T

)
+

1

2T
LC2

tar

H3 = −
1

2T 2

∫ a+T

a

∫ L

0

(v − vtar)
2 dxdt = −1

4
c2L3T +

1

2
cL2Ctar −

1

2T
LC2

tar

όπου
∂v

∂T
= cx

[
sin

(
2πt

T

)
+ 1

]
− 2πtxc

T
cos

(
2πt

T

)
(7.4.4)

Προφανώς,
δF

δT
= H1 +H2 +H3 =

1

2
c2L3T − 1

2
cL2Ctar (7.4.5)

Οι σέσεις 7.4.5 και 7.4.3 πρέπει να και όντς δίνουν το ίδιο αποτέεσμα.
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Για την ανάυση που ακοουεί οι σταερές του προήματος έουν άει ενδεικτικά
τις εξής τιμές (σε συματές μονάδες):
• Μήκος Αού L = 1

• Περίοδος T = 0.1

• Συντεεστής c = 1

• Κατανομή Στόος vtar = Ctar = 1

Ανακεφααιώνοντας, ια τις παραπάν τιμές τν σταερών, οι αναυτικοί υποοι-
σμοί δίνουν τιμή της F και παραώους της αυτές του πίνακα 7.1

Συνάρτηση Κόστους F 0.452500

Οική Μεταοή ς προς c δF
δc

-0.04500

Οική Μεταοή ς προς T δF
δT

-0.4500

Πίνακας 7.1: Τιμές της Αντικειμενικής Συνάρτησης και των Παραγώγων Ευαισθησίας
ως προς τις μεταβλητές σχεδιασμού, όπως προκύπτουν με βάση την αναλυτική λύση.

7.5 Διακριτοποίηση & αριμητική επίυση του
πρτεύοντος προήματος

O αός ρίζεται σε N ίσα διαστήματα εέου (Σήμα 7.1), στο κέντρο P

καενός εκ τν οποίν αναζητείται η ύση της διακριτοποιημένης εξίσσης. Η μέο-
δος τν πεπερασμένν όκν σε κεντροκυψεική (cell-centered) διατύπση, που α
εφαρμοσεί στη μονοδιάστατη μορφή της, απαιτεί η εξίσση 7.1.1 να ικανοποιείται
σε έναν όκο εέου CP με κέντρο P, στην οοκηρματική μορφή∫ t+∆t

t

[
∂

∂t

∫
CP

vdx+

∫
CP

1

2

∂v2

∂x
dx

]
dt =

∫ t+∆t

t

∫
CP

φdx dt (7.5.1)
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c r r r c c c r r r c
x = 0 x = L

W P E

w e

Σήμα 7.1: Διακριτοποιημένος μονοδιάστατος αγωγός σε ίσους όγκους ελέγχου, όπου με
κύκλο συμβολίζονται τα κέντρα τους (σημεία υπολογισμού των τιμών της v) και με κάθετες
γραμμές τα όριά τους (κόμβοι του πλέγματος). Κάθε κέντρο έχει δύο όρια, το ανατολικό e
και το δυτικό w, ενώ συνορεύει με τους όγκους ελέγχου με κέντρα τα E και W .

7.5.1 Όρος μεταφοράς

To ρικό οοκήρμα του όρου μεταφοράς ράφεται∫
CP

1

2

∂v2

∂x
dx =

1

2
vv

∣∣∣∣
e

− 1

2
vv

∣∣∣∣
w

=
1

4
(v∗P + v∗E)ve −

1

4
(v∗P + v∗W )vw

όπου e είναι το ανατοικό (κατάντι) και w το δυτικό (ανάντι) όριο της καμπύης εέ-
ου, όπς φαίνεται στο σήμα 7.1, και με αστερίσκο δηώνονται οι ταύτητες που
υποοίστηκαν στην προηούμενη εστερική επανάηψη στην ίδια ρονική στιμή.
Οι εστερικές επαναήψεις ίνονται σε κάε πέρασμα από το t στο ∆t, μιας και έινε
ραμμικοποίηση του όρου μεταφοράς. Ένώ, οιπόν, η μεταφέρουσα ταύτητα υπο-
οίζεται με κεντρικό σήμα (μέσος όρος τν τιμών τν κέντρν τν εκατέρεν
όκν εέου), και δεδομένου ότι αυτή είναι ετική, οι μεταφερόμενες ταύτητες
υποοίζονται με ανάντι διαφόριση δεύτερης τάξης και διακρίνονται οι τέσσερις πε-
ριπτώσεις:

• r r r c c c c r r r
WW W P E

w e
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
ve = vP + Pe

∂v

∂x

∣∣∣∣
P

= vP +
∆x

2

vE − vW
2∆x

= vP +
1

4
vE −

1

4
vW

vw = vW +Ww
∂v

∂x

∣∣∣∣
W

= vW +
∆x

2

vP − vWW

2∆x
= vW +

1

4
vP −

1

4
vWW

(7.5.2)

• c c r r r
x = 0
vb = v0

P E

e

 ve = vP + Pe
∂v

∂x

∣∣∣∣
P

= vP +
∆x

2

ve − vb
∆x

=
5

4
vP +

1

4
vE −

1

2
vb

vw = vb

(7.5.3)

όπου ρησιμοποιήηκε ότι ve = vE+vP
2
.

• c c c r r r
x = 0
vb = v0

W P E

w e


ve = vP + Pe

∂v

∂x

∣∣∣∣
P

= vP +
∆x

2

vE − vW
2∆x

= vP +
1

4
vE −

1

4
vW

vw = vW +Ww
∂v

∂x

∣∣∣∣
W

= vP +
∆x

2

vw − vb
∆x

=
5

4
vW +

1

4
vP −

1

2
vb

(7.5.4)

• r r r c c c
x = L

WW W P

w
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
ve = vP + Pe

∂v

∂x

∣∣∣∣
P

= vP +
∆x

2

ve − vw
∆x

=
5

4
vP −

1

4
vW

vw = vW +Ww
∂v

∂x

∣∣∣∣
W

= vW +
∆x

2

vP − vWW

2∆x
= vW +

1

4
vP −

1

4
vWW

(7.5.5)

όπου ό της διακριτοποίησης της μηδενικής Neumann οριακής συνήκης
∂v
∂x

= 0, ισύει ve = vP , ενώ ομοίς με πριν ρησιμοποιήηκε vw = vW+vP
2
.

7.5.2 Όρος πηής & ρονικός όρος

Το ρικό οοκήρμα του όρου πηής μπορεί να ραφεί∫
CP

φdx = φP∆x (7.5.6)

H ρονική παράος διακριτοποιείται με σήμα πίσ διαφόρισης στο ρόνο ακρίειας
δεύτερης τάξης,

∂

∂t

∫
CP

vdx =
∂v

∂t

∣∣∣∣
P

∆x =
3vnP − 4vn−1

P + vn−2
P

2∆t
∆x (7.5.7)

7.5.3 Αριμητική επίυση του πρτεύοντος προήμα-
τος

Αντικαιστώντας τις 7.5.2, 7.5.3, 7.5.4, 7.5.5, 7.5.6 και 7.5.7 στην 7.5.1 και επιέο-
ντας πεπεμένη διατύπση ς προς τον ώρο, προκύπτει το σύστημα αερικών
εξισώσεν
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

CP1 CE1 0 0 · · · 0

CW2 CP2 CE2 0 · · · 0
. . . . . . . . . . . .

0 CWWi CWi CPi CEi 0
. . . . . . . . .

0 0 · · · CWWN CWN CPN




vn1
vn2
...

vnN−1

vnN

 =



S1

S2

...
Si

...
SN


(7.5.8)

όπου

CP1 =
3

2

∆x

∆t
+

5

16
(v∗1 + v∗2)

CE1 =
1

16
(v∗1 + v∗2)

CW2 = − 5

16
v∗1 −

3

8
v∗2 −

1

16
v∗3

CP2 =
3

2

∆x

∆t
− 1

16
v∗1 −

3

16
v∗2 +

1

4
v∗3

CE2 = − 1

16
(v∗2 + v∗3)

CWWi =
1

16
(v∗i + v∗i−1)

CWi = −1

4
v∗i−1 −

5

16
v∗i −

1

16
v∗i+1

CPi =
3

2

∆x

∆t
− 1

16
v∗i−1 −

3

16
v∗i +

1

4
v∗i+1

CEi =
1

16
(v∗i + v∗i+1)

CWWN =
1

16
(v∗N + v∗N−1)

CWN = −1

8
v∗N−1 −

5

8
v∗N

CPN =
3

2

∆x

∆t
− 7

16
v∗N−1 −

17

16
v∗N

S1 = 2
∆x

∆t
vn−1
1 − 1

2

∆x

∆t
vn−2
1 +

1

8
(vo1 + vo2)vb +

1

2
v2b + φn

1

S2 = 2
∆x

∆t
vn−1
2 − 1

2

∆x

∆t
vn−2
2 − 1

8
(vo2 + vo3)vb + φn

2

Si = 2
∆x

∆t
vn−1
i − 1

2

∆x

∆t
vn−2
i + φn

i
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SN = 2
∆x

∆t
vn−1
N − 1

2

∆x

∆t
vn−2
N + φN

i

Σύμφνα με την αναυτική ύση, το αρικό πεδίο της ταύτητας v είναι

v(x, 0) = xT

Το σύστημα 7.5.8, ια μια ρονική στιμή n, επιύεται επαναηπτικά με έναν τε-
τραδιαώνιο επιύτη, με κριτήριο σύκισης το υπόοιπο της διακριτοποιημένης εξί-
σσης της 7.1.1 να είναι μικρότερο από ένα προκαορισμένο όριο. Σε κάε τέτοια
εστερική επανάηψη, το νέο πεδίο ταυτήτν vn που υποοίζεται αποτεεί το πεδίο
ταυτήτν v∗ της επόμενης επανάηψης. Όταν πηρείται το προαναφερέν κριτήριο,
η ρονική στιμή n αυξάνεται κατά ένα και το συκιμένο πεδίο ταυτήτν αποτε-
εί την παιά ύση vn−1. Ο αόριμος επίυσης παρουσιάζεται συνοπτικά παρακάτ.

Η επίυση έινε ια ρονικό ήμα ∆t = 0.00025 και αριμό όκν εέου N = 400,
διακριτοποίηση κατά την οποία έει προηηεί έεος ότι εξασφαίζεται ανεξαρτησία
πέματος. Όπς προαναφέρηκε, oι υπόοιπες σταερές που επιέησαν είναι το
μήκος αού L = 1, η οριακή συνήκη στο ένα άκρο v0 = 0, η περίοδος T = 0.1

και ο συντεεστής c = 1. Αποτεέσματα και συκρίσεις φαίνονται στο σήμα 7.5.3.
Η αναυτική και η αριμητική ύση ταυτίζονται.

Αόριμος 1: Αόριμος επίυσης του πρτεύοντος προήματος. Με N
συμοίζεται το πήος τν ρονικών ημάτν και με r η τιμή του κριτηρίου
σύκισης, προκαορισμένη από τον ρήστη.
n← 0
vn ← v(x, 0) (Aρική Συνήκη)
while n < N do

v∗ ← vn

n← n+ 1
R← 1012

while R > r do
Επίυση Τετραδιαώνιου Συστήματος 7.5.8
v∗ ← vn

Υποοισμός Υποοίπου R
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Σήμα 7.2: Σύγκριση αναλυτικής και αριθμητικής λύσης σε διάφορες θέσεις του αγωγού
συναρτήσει του χρόνου.
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7.6 Διακριτοποίηση & επίυση του συζυούς
προήματος

Η συζυής ΣΔΕ 7.6.1 ράφεται σε συντηρητική μορφή ς

−∂u

∂t
+

∂(−vu)
∂x

+ u
∂v

∂x
= − 1

T
(v − vtar) (7.6.1)

Η μέοδος τν πεπερασμένν όκν σε κεντροκυψεική διατύπση που α εφαρμο-
σεί στη μονοδιάστατη μορφή της, απαιτεί η εξίσση 7.6.1 να ικανοποιείται σε κάε
όκο εέου CP με κέντρο P στην οοκηρματική μορφή∫ t+∆t

t

[
− ∂

∂t

∫
CP

udx+

∫
CP

∂(−vu)
∂x

dx+

∫
CP

u
∂v

∂x
dx

]
dt =

∫ t+∆t

t

∫
CP

− 1

T
(v − vtar)dx dt

7.6.1 Όρος μεταφοράς
To ρικό οοκήρμα του όρου μεταφοράς ράφεται∫

CP

∂(−vu)
∂x

dx = −vu|e + vu|w = −1

2
(vP + vE)ue +

1

2
(vP + vW )uw

Η ρική διακριτοποίηση του όρου μεταφοράς ίνεται με ανάντι διαφόριση δεύτερης
τάξης. Eπειδή η ταύτητα στην οποία μεταφέρεται η συζυής ταύτητα είναι αντίετη
της v, η πηροφορία μεταφέρεται από τα κατάντι της πρτεύουσας ροής προς τα
ανάντι. Ομοίς, διακρίνονται οι τέσσερις περιπτώσεις, ανάοα με τη έση του όκου
εέου:

• r r r c c c c r r r
W P E EE

w e
ue = uE + Ee

∂u

∂x

∣∣∣∣
E

= uE +
∆x

2

uEE − uP

2∆x
= uE +

1

4
uEE −

1

4
uP

uw = uP + Pw
∂u

∂x

∣∣∣∣
P

= uP +
∆x

2

uE − uW

2∆x
= uP +

1

4
uE −

1

4
uW

(7.6.2)
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• r r r c c
x = L

u(L, t) = vb

W P

w


ue = u(x = L) = ub

uw = uW +Ww
∂u

∂x

∣∣∣∣
W

=uW +
∆x

2

ub − uw

∆x
=
3

4
uP −

1

4
uW +

1

2
ub

(7.6.3)

όπου ρησιμοποιήηκε ότι uw = uP+uuW

2
.

• r r r c c c
x = L

u(L, t) = ub

W P E

ew


ue = uE + Ee

∂u

∂x

∣∣∣∣
E

= uE +
∆x

2

ub − ue

∆x
=

3

4
uE −

1

4
uP +

1

2
ub

uw = uP + Pw
∂u

∂x

∣∣∣∣
P

= uP +
∆x

2

uE − uW

2∆x
= uP +

1

4
uE −

1

4
uW

(7.6.4)

όπου ρησιμοποιήηκε ότι ue =
uE+uuP

2
.

• c c c r r r
x = 0

P E EE

e e


ue = uE + Ee

∂u

∂x

∣∣∣∣
E

= uE +
∆x

2

uEE − uP

2∆x
= uE +

1

4
uEE −

1

4
uP

vw = vP + Pw
∂v

∂x

∣∣∣∣
P

= vP +
∆x

2

ve − vw
∆x

=
3

2
vP −

1

2
vE

(7.6.5)



98 7. Μεέτη της εξάρτησης της δF
δT από τη ρονική αφετηρία a

7.6.2 Υπόοιποι όροι
Το ρικό οοκήρμα του όρου πηής μπορεί να ραφεί∫

CP

1

T
(v − vtar)dx =

1

T
(v − vtar)

∣∣∣∣
P

∆x (7.6.6)

Το ρικό οοκήρμα του επιπέον όρου που προέκυψε από τη συντηρητική μορφή
της συζυούς εξίσσης 7.6.1 και εκφράζει τη μεταφορά της πρτεύουσας ταύτητας
v μέσ της συζυούς ταύτητας u ράφεται

• r r r c c c c r r r
W P E EE

w e∫
CP

u
∂v

∂x
dx = u

∂v

∂x

∣∣∣∣
P

∆x = uP
vE − vW
2∆x

∆x = uP
vE − vW

2

(7.6.7)

• c c r r r
x = 0
vb = v0

P E

e

∫
CP

u
∂v

∂x
dx = u

∂v

∂x

∣∣∣∣
P

∆x = uP
ve − vb
∆x

∆x = uP

(
1

4
vE +

1

4
vP −

1

2
vb

)
(7.6.8)

• r r r c c
x = L

v(L, t) = vP

W P

w

∫
CP

u
∂v

∂x
dx = u

∂v

∂x

∣∣∣∣
P

∆x = uP
ve − vw
∆x

∆x = uP

(
vP −

vW + vP
2

)
= uP

(
vP − vW

2

)
(7.6.9)
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H ρονική παράος διακριτοποιείται με πίσ διαφορές δεύτερης τάξης

− ∂

∂t

∫
CP

vdx =
∂u

∂t

∣∣∣∣
P

∆x =
3un

P − 4vn+1
P + un+2

P

2∆t
∆x (7.6.10)

7.6.3 Αριμητική επίυση του συζυούς προήματος

Έτσι, τεικά, προκύπτει το σύστημα αερικών εξισώσεν

CP1 CE1 CEE1 0 · · · 0
. . . . . . . . . . . .

0 CWi CPi CEi CEEi 0
. . . . . . . . .

0 0 0 CW (N−1) CP (N−1) CE(N−1)

0 0 · · · 0 CWN CPN




un
1

un
2
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un
N−1

un
N

 =



S1

...
Si

...
SN−1
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
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CP1 =
3

2

∆x
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+

1

8
(vn1 + vn2 ) +

1

2
(vn2 + vn1 ) +

3

2
vb

CE1 = −1

2
(vn1+

n
2 )−

1

2
vb

CEE1 = −1

8
(vn1+

n
2 )

CWi = −1

8
(vni + vni−1)

CPi =
3

2

∆x

∆t
+

1

2
vni−1 +

5

8
vni +

1

8
vni+1 +

1

2
(vni+1 − vnn−1)

CEi =
1

8
vni−1 −

3

8
vni −

1

2
vni+1

CEEi = −1

8
(vni + vni+1)

CW (N−1) = −1

8
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CP (N−1) =
3

2
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∆t
+

1

2
vnN−2 +

5

8
vnN−1 +

1

8
vnN +

1

2
(vnN − vnN−2)

CE(N−1) =
1

8
vnN−2 −

1

4
vnN−1 −

3

8
vnN−2
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CWN = −1

8
(vnN + vnN−1)

CPN =
3

2

∆x

∆t
+

3

8
(vnN + vnN−1 + vnN − vnN−1)

S1 = 2
∆x

∆t
un+1
1 − 1

2

∆x

∆t
un+2
1 +

1

T
(vn1 − vntar1)

Si = 2
∆x

∆t
un+1
i − 1

2

∆x

∆t
un+2
i +

1

T
(vni − vntari)

SN−1 = 2
∆x

∆t
un+1
N−1 −

1

2

∆x

∆t
un+2
N−1 +

1

4
(vnN−1 + vnN)ub +

1

T
(vni − vntarN−1

)

SN = 2
∆x

∆t
un+1
N − 1

2

∆x

∆t
un+2
N +

5

4
vnN −

3

4
vnN−1 +

1

T
(vnN−1 − vntarN )

Η αρική τιμή δίνεται αυαίρετα
u(x, 0) = 0

Το σύστημα 7.6.3 είναι τετραδιαώνιο και αντίετα με το σύστημα της πρτεύουσας
ροής είναι ραμμικό. Κατά συνέπεια, δεν ρειάζονται εστερικές επαναήψεις ια
κάε ρονική στιμή. Ακόμα, ό της φύσης της συζυούς ταύτητας, η οποία
μεταφέρεται από το τέος x = L του αού προς την αρή, δηαδή ανάντι της
πρτεύουσας υποετικής ροής, στο τετραδιαώνιο σύστημα, η τέταρτη διαώνιος
εμφανίζεται στα δεξιά της κεντρικής διανίου, αντίετα με πριν που εμφανιζόταν
στα αριστερά. Η επίυση έινε και πάι ια ρονικό ήμα ∆t = 0.00025 και αριμό
όκν εέου N = 400. Τα αποτεέσματα παρουσιάζονται στο σήμα 7.3.
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Σήμα 7.3: Συζυγείς ταχύτητες σε διάφορες θέσεις του αγωγού συναρτήσει του χρόνου
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7.7 Υποοισμός της παραώου ευαισησίας
δF
δc με τη συνεή συζυή μέοδο

Η τιμή της παραώου ευαισησίας ς προς τον συντεεστή c είναι

δF

δc
=

∫ a+T

a

∫ L

0

−u∂φ
∂c

dxdt

καώς οι υπόοιποι όροι της 7.3.9 μηδενίζονται ό του ότι dT
dc

= 0.

Στον πίνακα 7.2 παρουσιάζεται η παράος ευαισησίας δF
δc
υποοισμένη με τη

συνεή συζυή μέοδο, ια διάφορες τιμές του a.

Χρονική
Αφετηρία δF

δT

Υποοισμού της F
a -0.0453631

a+ T
4

-0.0453693
a+ T

2
-0.0453630

a+ 3T
4

-0.0453568

Πίνακας 7.2: Παράγωγος ευαισθησίας της F ως προς την περίοδο c, υπολογισμένη με
τη συνεχή συζυγή μέθοδο για διάφορες τιμές του a.

Είναι εμφανές, ότι η παράος ευαισησίας της F ς προς τον συντεεστή c, είναι
ανεξάρτητη της αφετηρίας υποοισμού του ρονικού οοκηρώματος της συνάρτη-
σης κόστους.

Στον πίνακα 7.3 παρουσιάζονται οι τιμές της παραώου ευαισησίας δF
δc
, όπς προκύ-

πτουν από την αναυτική ύση, από πεπερασμένες διαφορές και από τον υποοισμό
με τη συνεή συζυή μέοδο.
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Aναυτική Λύση -0.045
Συνεής Συζυής Μέοδος -0.045363
Πεπερασμένες Διαφορές -0.0449033

Πίνακας 7.3: Παράγωγος Ευαισθησίας της F ως προς τον συντελεστή c.

7.8 Υποοισμός της παραώου ευαισησίας
δF
δT με τη συνεή συζυή μέοδο

Όπς προέκυψε στην ενότητα 7.4, η αναυτική ύση ια τους όρους της 2.3.4 είναι

H1 =
1

T

∫ a+T

a

∫ L

0

(v − vtar)
∂v

∂T
dxdt = −0.44166 + 0.4667 sin

(
2πa

T

)
− 0.0166 sin2

(
2πa

T

)
H2 =

1

2T

∫ L

0

(v − vtar)
2 dx

∣∣∣∣
t=a+T

= −4.5166− 0.4667 sin

(
2πa

T

)
+ 0.0166 sin2

(
2πa

T

)
H3 = − 1

2T 2

∫ a+T

a

∫ L

0

(v − vtar)
2 dxdt = −4.525

Ενώ οι όροι H1 και H2 μεταάονται περιοδικά με τον ρόνο, το άροισμα τους
είναι σταερό και, άρα, η παράος ευαισησίας είναι ανεξάρτητη του a και έει την
ακριή τιμή

δF

δT
= H1 +H2 +H3 = −0.4500

όπς έει ήδη παρουσιασεί στον πίνακα 7.1

Οι όροι της δF
δT
που προκύπτουν από τη συζυή διατύπση (εξίσση 7.3.9) είναι

G1 =

∫ a+T

a

∫ L

0

−u ∂φ
∂T

dxdt

G2 =
1

2T

∫ L

0

(v − vtar)
2 dx

∣∣∣∣
t=a+T

G3 = − 1

2T 2

∫ a+T

a

∫ L

0

(v − vtar)
2 dxdt

G4 = −
[∫ L

0

u
∂v

∂t
dx

]t=a+T

t=a
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Συκρίνοντας με τις προηούμενες αναυτικές εκφράσεις είναι εμφανής η αντιστοιία
τν όρν G και H, ς εξής: H2 = G2, H3 = G3 και H1 = G1 +G4.

Για μια τυαία ρονική στιμή έναρξης a της περιόδου T της ρονικής οοκή-
ρσης της συνάρτησης κόστους, όπου η περιοδικότητα του πραματικού και του
συζυού φαινομένου έει αποκατασταεί, υποοίζονται οι όροι G1, G2, G3 και G4.
Ο όρος G3 είναι ανεξάρτητος της ρονικής στιμής υποοισμού και υποοίστηκε
G3 = −4.5227. Η παράος ευαισησίας σύμφνα με την αναυτική ύση είναι
δF
δT

= −0.45, ενώ υποοισμένη με πεπερασμένες διαφορές είναι δF
δT

= −0.4500675.
Στην τεευταία στήη του πίνακα 7.4 παρουσιάζεται η παράος υποοισμένη με
τη συνεή συζυή μέοδο.

Χρονική
Αφετηρία G1 G2 G4

δF
δT

Υποοισμού της F
a 146.383 4.5093 -146.827 -0.46033

a+ T
4

-140.444 4.669 139.848 -0.45171
a+ T

2
-47.794 4.09 47.48 -0.46031

a+ 3T
4

-148.276 4.524 147.826 −0.45161

Πίνακας 7.4: Παράγωγος ευαισθησίας της F ως προς την περίοδο T , υπολογισμένη με
τη συνεχή συζυγή μέθοδο για διάφορες τιμές του a. Ο όρος G3 έχει τιμή ανεξάρτητη του
a και δεν πινακοποιείται.

Η παράος ευαισησίας που υποοίζεται με τη συνεή συζυή μέοδο είναι πού
κοντά στην τιμή που προέκυψε αναυτικά, αά φαίνεται να μην είναι τεείς ανε-
ξάρτητη της ρονικής στιμής a, κάτι που εξηείται παρακάτ.

Γίνεται η σύκριση τν όρν H, που προκύπτουν από την αναυτική ύση, με τους
όρους G, που προκύπτουν από την αριμητική επίυση, συναρτήσει της ρονικής αφε-
τηρίας a υποοισμού του ρονικού οοκηρώματος της αντικειμενικής συνάρτησης.

Στο σήμα 7.5ʹ είναι εμφανές πς υπάρει πήρης ταύτιση του όρου H2 που προ-
κύπτει από την αναυτική ύση με τον όρο G2 που προκύπτει από την αριμητική
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επίυση.

Το σήμα 7.4 παρουσιάζει την σύκριση τν όρν G1 + G4 με την αναυτική ύση
τους H1. Παρατηρείται πς ια a κοντά στο μηδέν οι δύο όροι είναι πού κοντά, ενώ
ια μεαύτερες ρονικές στιμές η διαφορά τους αυξάνεται αρκετά.

Στο σήμα 7.5αʹ παρουσιάζονται οι όροι G1 και G4 συναρτήσει του a και φαίνεται
πς είναι μεαύτερης τάξης μεέους από τους υπόοιπους όρους.

Παρατηρώντας την καμπύη που διέρεται από όα τα μέιστα σημεία της συνάρτη-
σης G1 (σήμα 7.6αʹ), είναι εμφανής μια πού μικρή μείση στην τιμή τν ακρότατν
του G1 κατά περίπου 0.02 που οδηεί τεικά στην μικρή απόκιση της υποοισμένης
παραώου ευαισησίας από την αναυτική ύση. Η μείση αυτή οφείεται στο ότι
η συνάρτηση G1 δεν είναι απόυτα περιοδική, όπς αναμενόταν.

Το άροισμα τν όρν G1, G2, G3 και G4 δίνει την παράο ευαισησίας συναρτήσει
της ρονικής αφετηρίας υποοισμού του οοκηρώματος της συνάρτησης κόστους.
Το αποτέεσμα της συνεούς συζυούς μεόδου είναι ημιτονοειδής συνάρτηση πε-
ριόδου T , φραμένης στα όρια που ορίζουν οι δύο καμπύες που φαίνονται στο σήμα
7.6ʹ. Για οποιαδήποτε ρονική αφετηρία a το σφάμα της μεόδου παραμένει κάτ
του 6%, κάτι που μειώνεται ακόμα περισσότερο με την αύξηση του αριμού τον κόμ-
ν, δηαδή με πυκνότερο πέμα, και με τη μείση του ρονικού ήματος.
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Σήμα 7.4: Οι όροι H1 και G1+G4 συναρτήσει της αρχικής στιγμής a υπολογισμού του
ολοκληρώματος της F .
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7.9 Συμπεράσματα
Από την ανάυση που έινε στην ενότητα 7.7 ια τον υποοισμό της παραώου
ευαισησίας της F ς προς τον συντεεστή c, είναι εμφανές πς η συζυής μέοδος
είναι απόυτα ακριής, με σφάμα μικρότερο του 0.5%, στοιείο που εξασφαίζει την
ορότητα της ύσης που προέκυψε ια τη συζυή εξίσση.

Σύμφνα με την ανάυση που έινε στην ενότητα 7.8, και αμάνοντας υπόψη την
ορότητα τν συζυών μεταητών που προέκυψαν από την επίυση της συζυούς
εξίσσης, είναι δυνατόν να εξαεί το συμπέρασμα πς η συνεής συζυής μέοδος
προσείζει πού ικανοποιητικά τη σστή παράο ευαισησίας της F ς προς την
περίοδο. Η εάιστα διαφορετική τιμή της παραώου ευαισησίας που προκύπτει
ια διαφορετική ρονική στιμή αφετηρίας a υποοισμού του ρονικού οοκηρώ-
ματος της συνάρτησης κόστους οφείεται στο ότι αυτή υποοίζεται από άροιση
περιοδικών συναρτήσεν, που επιπροσέτς είναι σημαντικά διαφορετικής τάξης με-
έους. Έτσι μια μικρή απόκιση ό αριμητικoύ σφάματος, οδηεί στη φαινο-
μενικά εξαρτώμενη τιμή της παραώου ευαισησίας από τη ρονική στιμή a. Αυτό
επιεαιώνεται και από τη μείση τν ορίν στα οποία είναι φραμένη η υποοι-
ζόμενη παράος συναρτήσει της στιμής a (. ενοτ. 7.8), με την αύξηση της
διακριτοποίησης του ρικού πέματος και του ήματος της ρονοπροέασης, όπς
φαίνεται και από το σήμα 7.7.
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Σήμα 7.7: Άνω και κάτω όρια της παραγώγου ευαισθησίας ως προς την περίοδο T ,
υπολογισμένα με τη συνεχή συζυγή μέθοδο, για πυκνό (Fine) και και αραιό (Coarse)
πλέγμα.
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Κεφάαιο 8

Ανακεφααίση - Συμπεράσματα
Στην παρούσα διπματική ερασία εφαρμόσηκε η συνεής συζυής μέοδος ια
τον ενερητικό έεο της μη-μόνιμης ροής ύρ από κύινδρο, με δέσμες έυσης
και αναρρόφησης ρευστού και με στόο την εαιστοποίηση της ρονικά μέσης τι-
μής του τετραώνου της άνσης και της οπισέκουσας. Oι δύο αυτές περιπτώσεις
εξετάστηκαν ξεριστά. Οι δέσμες ρευστού τοποετήηκαν σε ισαπέουσες έσεις
σε όη την περιφέρεια του κυίνδρου και οι παράμετροι της ταύτητας κάε δέσμης,
οι οποίες αποτεούν και τις μεταητές σεδιασμού, είναι το πάτος ταάντσης Ak

και η φάση tk0 κάε δέσμης και, η κοινή ια όες τις δέσμες, συνότητα fjets. Οι
έτιστες τιμές τν παραμέτρν ρέηκαν με την εφαρμοή της μεόδου της από-
τομης καόδου, όπου οι παράοι ευαισησίας υποοίστηκαν μέσ της συνεούς
συζυούς μεόδου. Για την αποήκευση τν πεδίν της ταύτητας και της πίεσης της
πρτεύουσας ροής, που είναι απαραίτητα ια την επίυση τν συζυών εξισώσεν,
ρησιμοποιήηκε η μέοδος του δινυμικού checkpointing (binomial checkpointing).

Οι συναρτήσεις κόστους αφορούν στη ρονικά μέση τιμή τν δυνάμεν, δηαδή στο
ρονικό οοκήρμα σε μια περίοδο του φαινομένου. Με την επίδραση όμς τν
δεσμών ρευστού, η περίοδος του φαινομένου ταυτίζεται με την περίοδο ταάντσης
της ταύτητας τν δεσμών, η οποία αποτεεί μεταητή σεδιασμού, και κατά συ-
νέπεια κατά τη συνεή συζυή διατύπση εμφανίζονται νέοι όροι, απαραίτητοι ια
τον υποοισμό της παραώου ευαισησίας ς προς τη συνότητα fjets. Ιδιαίτερη
σημασία έει η εξάρτηση τν όρν αυτών από τη ρονική αφετηρία υποοισμού a

του ρονικού οοκηρώματος, καώς, η οική μεταοή της συνάρτησης κόστους ς
προς οποιαδήποτε μεταητή σεδιασμού και, άρα, και τη συνότητα fjets, αναμένεται
να είναι ανεξάρτητη του a.
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Για τη μεέτη της εξάρτησης της παραώου δF
δT
από τη ρονική αφετηρία a υποο-

ισμού του οοκηρώματος, αναπτύηκε κώδικας ια την επίυση μιας υποετικής
μονοδιάστατης, περιοδικής ροής, όπου η περίοδος της αποτεεί και αυτή μεταητή
σεδιασμού. Έπειτα από την επαναδιατύπση τν συνεών συζυών εξισώσεν και
οριακών συνηκών, κατά την οποία προέκυψαν, προφανώς, και πάι νέοι αντίστοιοι
όροι εξαρτώμενοι του a, υποοίστηκε η παράος ευαισησίας ς προς την περί-
οδο και έινε διερεύνηση ια κάε επιμέρους όρο ριστά.

Το πεονέκτημα σε αυτήν τη μεέτη ήταν ότι ό της απότητας του προήματος
και της κατάηης διαείρισής του, ήταν εφικτός ο αναυτικός υποοισμός της
παραώου ευαισησίας και τν επιμέρους όρν της. Έτσι οιπόν, η αναυτική ύση
έδειξε πς παρόο που οι όροι της παραώου ευαισησίας εξαρτώνται, και μάιστα
περιοδικά, του a, το άροισμα τους δίνει μια σταερή τιμή, και κατά συνέπεια η πα-
ράος δF

δT
είναι σταερή και ανεξάρτητη του a. Η παράος ευαισησίας

που υποοίσηκε με τη συνεή συζυή μέοδο προσείζει πού ικανοποιητικά τη
σστή τιμή, αά εμφανίζει μια μικρή εξάρτηση από τη ρονική αφετηρία a. Μετά
από τη σύκριση τν επιμέρους όρν της που υποοίσηκαν αριμητικά, με την
ακριή τιμή τους που προκύπτει από την αναυτική ύση, εξάεται το συμπέρασμα
πς επειδή η τεική παράος ευαισησίας αποτεεί άροισμα περιοδικών συναρτή-
σεν, σημαντικά διαφορετικής τάξης μεέους, μια μικρή απόκιση ό αριμητικoύ
σφάματος, οδηεί στη φαινομενικά εξαρτώμενη τιμή της από τη ρονική στιμή a.

Όσον αφορά στο έτιστο έεο της ροής ύρ από τον κύινδρο, έινε προραμ-
ματισμός και επέκταση του ήδη υπάροντος οισμικού που έει αναπτυεί στη
ΜΠΥΡ&Β και αποτεεί μέρος του εεύερου οισμικού OpenFOAM, έτσι ώστε,
εκτός από τις παραώους ευαισησίας ς προς τα πάτη ταάντσης τν δεσμών
ρευστού, να υποοίζει και τις παραώους ευαισησίας τν φάσεν και της συ-
νότητας. Έπειτα, πραματοποιήηκαν οι απαραίτητοι κύκοι ετιστοποίησης με
στόους την εαιστοποίηση της μέσης τιμής του τετραώνου της άνσης και την
εαιστοποίηση της μέσης τιμής του τετραώνου της οπισέκουσας. Για κάε συ-
νάρτηση κόστους μεετήηκαν οι εξής συνδιασμοί μεταητών σεδιασμού:
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• 1η Περίπτση: Μεταητές σεδιασμού τα πάτη ταάντσης τν δεσμών ρευ-
στού

• 2η Περίπτση: Μεταητές σεδιασμού τα πάτη ταάντσης και οι φάσεις
τν δεσμών ρευστού

Στον πίνακα 8.1 παρουσιάζονται οι τιμές τν συντεεστών άνσης και οπισέκου-
σας και τν τετραώνν τους ια τη μη-εεόμενη περίπτση και ια τις έτιστες
τιμές που προέκυψαν ια όες τις περιπτώσεις ετιστοποίησης που πραματοποιήη-
καν στην παρούσα διπματική ερασία. Υπενυμίζεται ότι τα μέσα τετράνα τν
συντεεστών είναι και οι συναρτήσεις κόστους σε κάε περίπτση, οι οποίες τίενται
προς εαιστοποίηση.

Εαιστοποίηση της Εαιστοποίηση της
Μέσης Άνσης Μέσης Οπισέκουσας

cL c2L cD c2D cL c2L cD c2D

Χρίς Έεο 0.0 0.0303 1.3892 0.9656 0.0 0.0303 1.3892 0.9656
1η Περίπτση 0.0 0.0 1.0630 0.7892 0.0 0.0 0.6119 0.3382
2η Περίπτση 0.0 0.0 1.0946 0.6045 0.0 0.0 0.4902 0.1023

Πίνακας 8.1: Συντελεστές άνωσης και οπισθέλκουσας για τις βέλτιστες τιμές που προ-
έκυψαν με τη συνεχή συζυγή μέθοδο.

Καταράς, κατά την εαιστοποίηση της μέσης τιμής του τετραώνου της άνσης,
επιτεύηκε πήρης μηδενισμός της συνάρτησης κόστους, ενώ παράηα υπήρξε
μείση και της οπισέκουσας, ρίς να είναι στόος της συκεκριμένης ετιστο-
ποίησης. Αντίστοια, κατά την εαιστοποίηση της μέσης τιμής του τετραώνου της
οπισέκουσας, υπήρξε μηδενισμός τν συντεεστών της άνσης, ρίς πάι να απο-
τεεί στόο της ετιστοποίησης. Ακόμα, είναι εμφανές, πς με τη μεταοή της
φάσης κάε δέσμης επιτυάνεται πού μικρότερη τιμή τν συντεεστών της οπι-
σέκουσας, κάτι που φαίνεται περισσότερο στην περίπτση της εαιστοποίησης
της οπισέκουσας.

Συμπερασματικά, η ροή μπορεί να εεεί με αρκετά αυξημένη τιμή του πάτους
ταάντσης κάε δέσμης, μέρι όμς ένα όριο, καώς περαιτέρ αύξηση συνεπάε-
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ται και αύξηση της οπισέκουσας. Με τη οήεια της φάσης κάε δέσμης, αυτό το
όριο μπορεί να ξεπεραστεί, επιτρέποντας μεαύτερες τιμές έντασης της ταύτητας,
με ταυτόρονη μείση της μέσης οπισέκουσας. Aυτό φαίνεται και στον πίνακα 8.2,
όπου παρουσιάζονται οι έτιστες τιμές τν παραμέτρν της ταύτητας κάε δέσμης
που προέκυψαν ια όες τις περιπτώσεις ετιστοποίησης που πραματοποιήηκαν
στην παρούσα διπματική ερασία.

Ο πήρης μηδενισμός τν συντεεστών της άνσης ια όες τις περιπτώσεις και
η μείση της συνάρτησης κόστους στην εαιστοποίηση της οπισέκουσας κατά
65% και 89% ια την 1η και 2η περίπτση αντίστοια, φανερώνει την αξία της ετι-
στοποίησης, καώς αποτεεί ένα εραείο αμηού κόστους που καιστά εφικτή την
εξαή πηροφοριών σετικά με τον σεδιασμό της έτιστης διάταξης ενερητικού
εέου που επιφέρει σημαντική μείση τν δυνάμεν που ασκούνται στον κύιδρο.
Ακόμα περισσότερο, η ρήση διαφορετικής φάσης ια κάε δέσμη, κάτι που μεε-
τάται ια πρώτη φορά σε αυτήν την ερασία, κρίνεται απόυτα απαραίτητη, καώς,
ρίς ιδιαίτερη δυσκοία σε πρακτικά έματα υοποίησης, επιτυάνεται σημαντικά
καύτερος έεος της ροής.

Εαιστοποίηση της Εαιστοποίηση της
Μέσης Άνσης Μέσης Οπισέκουσας

1η Περίπτση 2η Περίπτση 1η Περίπτση 2η Περίπτση
Δέσμη Πάτος Πάτος Φάση Πάτος Πάτος Φάση
Ρευστού Ταάντσης Ak Ταάντσης Ak tk0 Ταάντσης Ak Ταάντσης Ak tk0

1 -0.0102 -0.0108 0 0.0285 0.0345 0
2 -0.0207 -0.0218 -0.0125 0.0569 0.0667 0.0118
3 -0.0221 -0.0231 -0.0106 0.0440 0.0492 0.0073
4 -0.0269 -0.0278 -0.0245 -0.025 -0.0323 -0.0058
5 -0.0372 -0.0387 -0.0761 -0.122 -0.1396 -0.0019
6 -0.0475 -0.0503 -0.0381 -0.082 -0.0785 -0.0010
7 -0.0426 -0.0444 0.0143 -0.035 -0.0363 -0.0019
8 -0.0205 -0.0220 -0.0186 -0.008 -0.0142 0.0014
9 0.0011 0.0008 -0.0077 0.0040 -0.0051 -0.0035
10 0.0108 0.0111 -0.0435 0.0070 0.0054 -0.0107
11 0.0052 0.0053 -0.0025 0.0018 -0.0006 -0.0021

Πίνακας 8.2: Βέλτιστες τιμές των παραμέτρων της ταχύτητας κάθε δέσμης, που προέ-
κυψαν με τη συνεχή συζυγή μέθοδο.
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Μεοντικά, α είε ενδιαφέρον η μεέτη ς προς τη έτιστη τοποέτηση τν
δεσμών ρευστού, έτσι ώστε μαζί με τις τιμές τν παραμέτρν της ταύτητας κάε
δέσμης να προκύπτει και η έση της. Ακόμα, α ήταν ιδιαίτερα σημαντικό, να ηφεί
υπόψην και η ενέρεια που καταναώνεται από τις δέσμες ρευστού στη συνάρτηση
κόστους, καώς δεν πρέπει να αμεούνται και οι μεάες τιμές της ταύτητας που
προέκυψαν, που σε αρκετές περιπτώσεις ξεπερνούσαν την ταύτητα της αδιατάραης
ροής.
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Παράρτημα Αʹ

Περί περιοδικότητας της συνάρτησης δv
δT

- Ένα παράδειμα κατανόησης

Η ανάυση που ακοουεί ίνεται ια ένα μονοδιάστατο εικονικό πεδίο ταύτητας
αποϊκής μορφής, ρίς άη της ενικότητας, δεδομένου ότι κάε περιοδική συνάρ-
τηση μπορεί να αναυεί σε σειρά ημιτονοειδών συναρτήσεν με πάτος ανεξάρτητο
του ρόνου.

Έστ περιοδική ύση μιας συνήους διαφορικής εξίσσης (ΣΔΕ) με περίοδο T της
μορφής

v(x, t) = 5 + xsin

(
x− 2πt

T

)
(Αʹ.0.1)

Η παραώιση της εικονικής ταύτητας της σέσης Αʹ.0.1 ς προς T δίνει τη μερική
παράο της v(x, t) ς προς T

∂v

∂T
(x, t) =

2πt

T 2
xcos

(
x− 2πt

T

)
(Αʹ.0.2)

Στα άκρα μιας περιόδου, οιζόμενης από την αφετηρία a ς το τέος a+ T , είναι

∂v

∂T
(x, t = a) =

2πa

T 2
xcos

(
x− 2πa

T

)
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και

∂v

∂T
(x, t = a+ T ) =

2π(a+ T )

T 2
xcos

(
x− 2πa

T
− 2π

)
=

2πa

T 2
xcos

(
x− 2πa

T

)
+

2π

T
xcos

(
x− 2πa

T

)
Έτσι φαίνεται ότι

∂v

∂T
(x, t = a) 6= ∂v

∂T
(x, t = a+ T )

και άρα η συνάρτηση ∂v
∂T

(x, t) δεν είναι περιοδική. Αυτό είναι αναμενόμενο μιας
και, αάζοντας την περίοδο T , οι εικονικές ταύτητες στις στιμές t = a και
t = a+ T αάζουν ’διαφορετικά’.

Από την άη πευρά, η οική παράος της v(x, t) είναι

δv

δT
(x, t) =

∂v

∂T
+

∂v

∂t

δt

δT
(Αʹ.0.3)

όπου το ∂v
∂T
δίνεται από τη σέση Αʹ.0.2 και η παραώιση της Αʹ.0.1 δίνει

∂v

∂t
(x, t) = −2πx

T
cos

(
x− 2πt

T

)
Στα άκρα μιας περιόδου, δηαδή ια t = a και t = a+ T , είναι

∂v

∂t
(x, t = a) = −2πx

T
cos

(
x− 2πa

T

)
και

∂v

∂t
(x, t = a+ T ) = −2πx

T
cos

(
x− 2πa

T
− 2π

)
ενώ ισύουν οι σέσεις

δt

δT
(t = a) = 0
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δt

δT
(t = a+ T ) = 1

Άρα, ια οποιοδήποτε x και t = a, η οική παράος δv
δT
ράφεται

δv

δT
(x, t = a) =

2πa

T 2
xcos

(
x− 2πa

T

)
− 2πx

T
cos

(
x− 2πa

T

)
δt

δT
(t = a)

=
2πa

T 2
xcos

(
x− 2πa

T

)
ενώ ια το ίδιο x και t = a+ T , είναι

δv

δT
(x, t = a+ T ) =

2πa

T 2
xcos

(
x− 2πa

T

)
+

2π

T
xcos

(
x− 2πa

T

)
− 2π

T
xcos

(
x− 2πa

T

)
δt

δT
(t = a+ T )

=
2πa

T 2
xcos

(
x− 2πa

T

)
Συνεπώς

δv

δt
(x, t = a) =

δv

δt
(x, t = a+ T )

και, άρα, η συνάρτηση δv
δT
(x, t) είναι περιοδική, ενώ η ∂v

∂T
(x, t) δεν είναι.



120 Αʹ. Περί περιοδικότητας της συνάρτησης δv
δT - Ένα παράδειμα κατανόησης



Βιιοραφία
[1] Κ.Χ. Γιαννάκοου, Μέοδοι Βετιστοποίησης στην Αεροδυναμική, Αήνα 2006.

[2] Α.Σ. Ζυμάρης, Συζυείς μέοδοι ια το σεδιασμό μορφών με έτιστη αερο-
δυναμική συμπεριφορά σε στρτές και τυρώδεις ροές, Διδακτορική Διατριή,
Αήνα 2010.

[3] D.I. Papadimitriou, K.C. Giannakoglou, ”Compressor Blade Optimization
using a Continuous Adjoint Formulation”, ASME Paper GT-2006/90466, 2006.

[4] D.I. Papadimitriou, K.C. Giannakoglou, ”A Continuous Adjoint Formulation
with Emphasis to Aerodynamic-Turbomachinery Optimization”, ECCOMAS
CFD 2006 Conference, Egmond Aan Zee, Sept. 2006.

[5] D.I. Papadimitriou, K.C. Giannakoglou, ”A continuous adjoint method with
objective function derivatives based on boundary integrals for inviscid and
viscous flows”, Computers & Fluids, 36, 325-341, 2007.

[6] A.S. Zymaris, D.I. Papadimitriou, K.C. Giannakoglou, C. Othmer,
”Continuous Adjoint Approach to the Spalart-Allmaras Turbulence Model for
Incompressible Flows”, Computers & Fluids, 38, 1528-1538, 2009.

[7] A.S. Zymaris, D.I. Papadimitriou, K.C. Giannakoglou, C. Othmer, ”Optimal
Location of Suction or Blowing Jets Using the Continuous Adjoint Approach”,
ECCOMAS CFD 2010, 5th European Conference on CFD, Lisbon, June 2010.

[8] A.S. Zymaris, D.I. Papadimitriou, E.M. Papoutsis-Kiachagias, K.C.
Giannakoglou, C. Othmer: ”The Continuous Adjoint Method as a Guide
for the Design of Flow Control Systems Based on Jets”, Engineering
Computations, to appear 2013.



122 ΒΙΒΛΙΟΓΡΑΦΙΑ

[9] A. Carnarius, F. Thiele, E. Ozkaya, A. Nemili, N.R. Gauger, ”Optimal Control
of Unsteady Flows Using a Discrete and a Continuous Adjoint Approach”, 2012.

[10] I.S. Kavvadias, G. Karpouzas, E.M. Papoutsis-Kiachagias, D.I.
Papadimitriou, K.C. Giannakoglou, ” ”, EUROGEN 2013, Las Palmas de
Gran Canaria, Spain, October 7 - 9, 2013.

[11] Σκράτης Τσαάρης, Μηανική τν Ρευστών, Aήνα 2005.

[12] Γ. Μπερεές, Υποοιστική Ρευστομηανική, Aήνα 2012.

[13] OpenFoam, Programmer’s Guide, Version 1.6, July 2009.

[14] OpenFoam, User Guide, Version 1.6, July 2009.

[15] H. Jasak, Error Analysis and Estimation for the Finite Volume Method
with Applications to Fluid Flows, PhD thesis, Department of Mechanical
Engineering, Imperial college, London, 1998.

[16] F. Juretic, Error Analysis in Finite Volume CFD, PhD thesis, Department of
Mechanical Engineering, Imperial college, London, 2004.

[17] Α.Β. Τάτσης, Βετιστοποίηση αεροδυναμικής μορφής σε ρονικά μη-μόνιμες
ροές με τη συνεή συζυή μέοδο και checkpointing, Διπματική Ερασία,
Αήνα 2012.

[18] R.I. Issa, ”Solution of the implicitly discretized fluid flow equations by
operator-splitting”, J. Comp. Physics, 62:40–65, 1986.

[19] Q.Wang, P.Moin,”Minimal repetition dynamic checkpointing algorithm for
unsteady adjoint calculation”, 2008, Center for Turbulence Research Annual
Research Briefs 2008.

[20] A. Griewank and A. Walther, ”Algorithm 799: Revolve: An Implementation
of Checkpointing for the Reverse or Adjoint Mode of Computational
Differentiation”,ACM Transactions on Mathematical Software, Vol. 26, No. 1.,
March 2000.



ΒΙΒΛΙΟΓΡΑΦΙΑ 123

[21] Goddath Earth Sciences Data and Information Services Center,
http://disc.sci.gsfc.nasa.gov/education-and-outreach/additional/science-
focus/ocean-color/science focus.shtml/vonKarman vortices.shtml

[22] Wikipedia, http://en.wikipedia.org/wiki/K%C3%A1rm%C3%A1n vortex street

[23] Enseeiht, http://hmf.enseeiht.fr/travaux/CD0102/travaux/optmfn/gpfmho/01-
02/grp1/phy know.htm

[24] S. Goldstein , Modern Developments in Fluid Dynamics. Clarendon Press:
Oxford. 1938.

[25] P.A. Irwin,Vortices and tall buildings: A recipe for resonance, Physics Today
(American Institute of Physics), September 2010.


