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Περίληψη

Αντικείμενο της διπλωματικής εργασίας είναι η μαθηματική διατύπωση της συνεχούς

συζυγούς μεθόδου (continuous adjoint method) σε προβλήματα διφασικών ροών με

αναμίξιμα ρευστά, και η εφαρμογή της στη βελτιστοποίηση ενός στατικού αναμίκτη

δύο ρευστών, με στόχο την ελαχιστοποίηση των απωλειών ολικής πίεσης και τη με-

γιστοποίηση της ομοιομορφίας του μείγματος στην έξοδο. Η ροή θεωρείται στρωτή

και οι δύο φάσεις αντιμετωπίζονται ως ασυμπίεστες και πλήρως αναμίξιμες, χωρίς να

συμβαίνουν χημικές αντιδράσεις μεταξύ τους.

Οι συζυγείς μέθοδοι αποτελούν μαθηματικά-υπολογιστικά εργαλεία, για τον υπολογι-

σμό της κλίσης της συνάρτησης-στόχου, εξασφαλίζοντας παράλληλα την ικανοποίηση

των περιορισμών του προβλήματος (λ.χ. εξισώσεις Navier-Stokes). Στην εργασία αυ-

τή, χρησιμοποιούνται δύο συναρτήσεις-στόχοι. Η πρώτη εκφράζει τις απώλειες ολικής

πίεσης , και η δεύτερη την ομοιομορφία του μείγματος στην έξοδο του αναμίκτη. Ει-

σάγοντας κατάλληλους συντελεστές βάρους προκύπτει η τελική συνάρτηση κόστους ως

γραμμικός συνδυασμός των προηγούμενων και το πρόβλημα μετατρέπεται σε πρόβλημα

μονοκριτηριακής βελτιστοποίησης (single objective optimization problem). Στη συ-
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νέχεια, ορίζεται η επαυξημένη συνάρτηση κόστους, και από την παραγώγισή της ως

προς τις μεταβλητές σχεδιασμού του προβλήματος προκύπτουν οι συζυγείς πεδιακές εξι-

σώσεις, οι συζυγείς οριακές συνθήκες και η έκφραση των παραγώγων ευαισθησίας. Για

την επίλυση των εξισώσεων του ευθέος και συζυγούς προβλήματος προγραμματίστη-

καν οι σχετικοί επιλύτες στο λογισμικό OpenFOAM v.1912. ΄Επειτα, υπολογίζεται η

παράγωγος ευαισθησίας για κάθε μεταβλητή σχεδιασμού με τα γνωστά πεδία ροής, με

βάση την οποία και ανανεώνονται οι μεταβλητές σχεδιασμού του προβλήματος με τη

μέθοδο της απότομης καθόδου.

Στην εργασία αυτή, επιλύεται ένα πρόβλημα βελτιστοποίησης μορφής (shape optimi-
zation), το οποίο αφορά ένα στατικό αναμίκτη δύο εισόδων και μιας εξόδου με την

ανάμιξη να υποβοηθείται από σταθερά εμπόδια-φράκτες που παρεμβαίνουν στη ροή.

Ο αναμίκτης έχει σταθερό μήκος και τα εμπόδια είναι τοποθετημένα εντός αυτού σε

σταθερή απόσταση μεταξύ τους. Στόχος είναι ο σχεδιασμός της μορφής του κάθε ε-

μποδίου ξεχωριστά, διατηρώντας σταθερό το πάχος του. Για την παραμετροποίηση της

μορφής των εμποδίων χρησιμοποιείται η τεχνική της μορφοποίησης με ογκομετρικές

B-Splines, με τις συντεταγμένες των σημείων ελέγχου του πλέγματος μορφοποίησης

να αποτελούν τις μεταβλητές σχεδιασμού του προβλήματος.

Επιλέγοντας διάφορους συνδυασμούς για τους συντελεστές βάρους των επιμέρους

συναρτήσεων-στόχων, επιλύεται ένα σύνολο προβλημάτων βελτιστοποίησης και πα-

ράγεται το μέτωπο των κατά Pareto βέλτιστων λύσεων.
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Abstract

This diploma thesis aims at the mathematical formulation of the continuous adjoint
method for two-phase flows and its utilization for the optimization of a static mixing
device. In fact, a multi-objective optimization problem is formulated and solved for
minimum total pressure losses inside the static mixing device and maximum mix-
ture uniformity at the outlet. This diploma thesis is dealing with cases with two
incompressible, miscible fluids, not chemically reacting, under the assumption of a
laminar flow.

The adjoint method is a mathematical-computational tool, used to compute the
gradient of an objective function in gradient-based optimization methods, while
securing that the constraints of the problem are satisfied (i.e. the Navier-Stokes
equations, in the case of CFD applications). This diploma thesis uses two objecti-
ve functions. The first one is the total pressure losses inside the device which are
equivalent to energy consumption, and the second one is the mixture uniformity at
the outlet of the static mixing device. The weighted sum of these two quantities
of interest was the objective function to be minimized in a Single Objective Opti-
mization (SOO) problem. The augmented objective function is, then, formulated.
Its differentiation with respect to (w.r.t.) the design variables of the optimization
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problem results to the adjoint flow equations, the adjoint boundary conditions and
the sensitivity derivatives (SD). In order to solve the primal and adjoint equations,
the corresponding solvers were programmed using the open-source C++ libraries of
OpenFOAM. Finally, the value of each design variable is updated with the use of
its sensitivity derivative, according to the steepest-descent method.

With the developed/programmed method and software, this diploma thesis aims at
the solution of shape optimization problems. The static mixing device is a pipe of
fixed length, equiped with several baffles evenly distributed along the axial direction.
The goal is to re-design the shape of each baffle seperately, not allowing the baffle
to change along the longitudinal direction, thus retaing its flatness and thickness.
In order to parametize the shape of the baffles, volumetric B-Splines morphing is
utilized. The coordinates of the control points of the morphing box consitute the
design variables of the problem.

Through the solution of a number of optimization problems, each of which with a
different set of weights, the Pareto front of optimal solutions is computed.
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Κεφάλαιο 1

Εισαγωγή

1.1 Αναμίκτες Ρευστών

Οι αναμίκτες είναι μηχανολογικές συσκευές που χρησιμοποιούνται για τη συνεχή ανάδευση-

ανάμιξη ρευστών διαφορετικής πυκνότητας και συνεκτικότητας. Ανάλογα με τον τρόπο

που επιτυγχάνουν την ανάμιξη της ροής, διακρίνονται σε δύο μεγάλες κατηγορίες, σε

δυναμικούς (dynamic mixers) και στατικούς (static-motionless mixers). Η ειδοποιός

διαφορά των δυναμικών αναμικτών έγκειται στο ότι χρησιμοποιούν περιστρεφόμενα ε-

ξαρτήματα (λ.χ. δρομείς) υποκινούμενα, συνήθως, από κάποιο ηλεκτροκινητήρα.

Οι στατικοί αναμίκτες αποτελούν πλήρως ακίνητες διατάξεις με εμπόδια τοποθετημένα

κατά μήκος, τα οποία είναι υπεύθυνα τη συστροφή της ροής, το διαχωρισμό της σε ρε-

ύματα, την επιτάχυνση ή επιβράδυνσή της. Στόχος είναι να δημιουργήσουν ένα σύνθετο

προφίλ ροής, ενισχύοντας το φαινόμενο της διάχυσης μάζας και μεταφοράς θερμότητας

στη διεπιφάνεια των εμπλεκόμενων φάσεων. Οι αναμίκτες των ρευστών δεν αποτελο-

ύν νέες μηχανολογικές συσκευές. Το πρώτο μοντέλο στατικού αναμίκτη συναντάται

το 1874 στην εργασία [3], με στόχο την ανάμιξη μεταξύ αέρα και αέριου καυσίμου.

Ωστόσο, η χρήση τους επεκτάθηκε σε βιομηχανικές εφαρμογές μετά το 1970. Στην

εργασία [4] παρουσιάζεται η χρήση τους ως ένας μηχανισμός που ενισχύει τη χημι-

κή αντίδραση μεταξύ των εμπλεκόμενων φάσεων. Επίσης, αξίζει να σημειωθεί ότι η

χρήση των εν λόγω συσκευών στην βιομηχανία περιορίστηκε, αρχικά τουλάχιστον,

στην ανάμιξη υγρών φάσεων χωρίς την εμφάνιση φαινομένων τύρβης στο εσωτερικό

[5] και, αργότερα, επεκτάθηκε σε προβλήματα μεταφοράς θερμότητας, τυρβώδους ροής

και πολυφασικών ροών. Στην εργασία [6] πραγματοποιείται μια μελέτη ενίσχυσης του

φαινομένου μεταφοράς θερμότητας και της θερμικής ομογενοποίησης με χρήση στατι-

κών αναμικτών. Τέλος, στην εργασία [7] παρουσιάζονται αναλυτικά οι βιομηχανικές

εφαρμογές στις οποίες προτιμάται η χρήση στατικών, αντί των δυναμικών, αναμικτών.

Στο σχήμα 1.1 παρουσιάζεται ενδεικτικά το CAD μοντέλο για τρεις σύγχρονους εμπο-
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(α)

(β)

(γ)

Σχήμα 1.1: Στατικοί αναμίκτες [8]: (α) μοντέλο Kenics (γωνία συστροφής των πτε-

ρυγίων 180°), (β) μοντέλο Ross LPD (γωνία διασταύρωσης των εμποδίων θ = 90°), (γ)
μοντέλο Sulzer SMX

ρικούς στατικούς αναμίκτες. Με βάση το σχήμα 1.1 είναι εμφανές ότι η ανάδευση της

ροής πραγματοποιείται κατά την αξονική κατεύθυνση του αγωγού. Ακόμα, είναι σημα-

ντικό ότι η απόδοση ενός στατικού αναμίκτη μετράται με δύο κριτήρια: το πρώτο είναι

η ισχύς που καταναλώνεται για την υλοποίηση της ροής στο εσωτερικό του αναμίκτη

(η οποία ισοδυναμεί με την πτώση ολικής πίεσης στο εσωτερικό), και η δεύτερη είναι

η ομοιομορφία του μείγματος που επιτυγχάνεται στην έξοδο.

Το αδιάστατο μήκος ενός στατικού αναμίκτη αποτελεί μια σημαντική σχεδιαστική πα-

ράμετρο και ορίζεται ως εξής

L′ =
L

D
(1.1)

όπου L είναι το συνολικό μήκος του αναμίκτη και D η διάμετρός του.
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1.2 Βελτιστοποίηση

1.2.1 Γενικά περί βελτιστοποίησης

Η βελτιστοποίηση αποτελεί σημαντικό τομέα έρευνας στον κλάδο της μηχανολογίας,

καθότι στην σημερινή εποχή είναι απαραίτητη, σε προβλήματα μηχανικού, η εύρεση της

βέλτιστης λύσης που θα ικανοποιεί τις προδιαγραφές του προβλήματος. Η μέθοδος

βελτιστοποίησης είναι το εργαλείο που ανιχνεύει τον χώρο των υποψήφιων λύσεων και

οδηγεί (με έξυπνο και γρήγορο τρόπο αν είναι μια πραγματικά καλή μέθοδος) στον

εντοπισμό της βέλτιστης λύσης. Είναι γνωστό ότι οι μηχανικοί προσπαθούν συνεχώς

να βελτιώνουν τις μηχανολογικές κατασκευές. Πρέπει, όμως, να γίνεται διάκριση α-

νάμεσα στους όρους ‘βελτιστοποίηση’ και ‘βελτίωση’. Προφανώς, και οι δύο ενέργειες

είναι επιθυμητές για τον σχεδιαστή (αφού ακόμα και η ‘βελτίωση’ οδηγεί σε καλύτερη

λειτουργική αξία μιας υπάρχουσας διάταξης ή συνιστώσας μηχανολογικής κατασκευ-

ής). Για ένα μηχανικό ο οποίος καλείται να σχεδιάσει το βέλτιστο σύστημα, στόχος

του είναι να επιλέξει τον κατάλληλο αλγόριθμο ο οποίος θα οδηγήσει στη βέλτιστη

λύση στον ελάχιστο δυνατό χρόνο. Με τον όρο ‘βέλτιστη λύση’ εννοούμε το σύνολο

τιμών των σχεδιαστικών παραμέτρων του προβλήματος οι οποίες οδηγούν στην ελαχι-

στοποίηση ή μεγιστοποίηση των στόχων που έχουν τεθεί.

΄Ενα χαρακτηριστικό πρόβλημα βελτιστοποίησης ενός στόχου στον τομέα της εξωτερι-

κής αεροδυναμικής, αποτελεί η ελαχιστοποίηση του συντελεστή οπισθέλκουσας cD μιας

αεροτομής διατηρώντας σταθερή την τιμή του συντελεστή άνωσης cL, για δεδομένες

συνθήκες επ΄ άπειρον ροής. Η παραπάνω διατύπωση δείχνει ότι, στην πραγματικότητα,

πρόκειται για πρόβλημα δύο στόχων: ελάχιστη τιμή του cD και αμετάβλητη-γνωστή

τιμή cL. Παρόλα αυτά, όπως διατυπώθηκε στην αρχή της παραγράφου, η διαχείριση και

επίλυση του προβλήματος γίνεται ως πρόβλημα ενός στόχου. Συγκεκριμένα, τίθεται ως

στόχος η ελαχιστοποίηση της συνάρτησης (cL − cL,desired)2 +wcD, όπου cL,desired είναι

η γνωστή τιμή του συντελεστή άνωσης που πρέπει να εξασφαλιστεί. Αξίζει να τονιστεί

η παρουσία του συντελεστή w στην παραπάνω συνάρτηση. Η σημασία του δεν είναι α-

μελητέα, γιατί καθορίζει τη σχετική βαρύτητα μεταξύ των δύο στόχων (ελαχιστοποίηση

cD, διατήρηση cL). Η τιμή του καθορίζεται από τον μηχανικό. Στην περίπτωση αυτού

του παραδείγματος σκοπός της βελτιστοποίησης είναι ο επανασχεδιασμός της αεροτο-

μής, ξεκινώντας από μια γνωστή γεωμετρία. Το συγκεκριμένο πρόβλημα εντάσσεται

στην κατηγορία των ‘προβλημάτων βελτιστοποίησης μορφής’ (shape optimization pro-
blems).

1.2.2 Αιτιοκρατικές και Στοχαστικές Μέθοδοι Βελτι-

στοποίησης

Η κυριότερη διάκριση των μεθόδων, και όχι προβλημάτων βελτιστοποίησης, είναι σε

στοχαστικές και αιτιοκρατικές. Οι πρώτες χαρακτηρίζονται από το γεγονός

ότι χρησιμοποιούν στοιχεία και εργαλεία τυχαίας αναζήτησης προς εύρεση της βέλτι-
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στης λύσης. Βασικό πλεονέκτημά τους είναι η ευκολία με την οποία προσαρμόζονται

στο εκάστοτε πρόβλημα, αρκεί να υπάρχει ένα λογισμικό το οποίο θα πραγματοποιε-

ί την αξιολόγηση των πιθανών λύσεων (θα υπολογίζει τις απαιτούμενες τιμές των

συναρτήσεων-στόχων), καθώς και ότι δεν εγκλωβίζονται σε τοπικά ακρότατα. Κύριος

εκπρόσωπος των στοχαστικών μεθόδων βελτιστοποίησης αποτελούν οι εξελικτικοί αλ-

γόριθμοι (EA) [21, 22, 23]. Οι τελευταίοι αποτελούν υπολογιστικά μοντέλα για την

επίλυση προβλημάτων, τα οποία μιμούνται μηχανισμούς εξέλιξης προερχόμενους από τη

φύση, όπως η επιλογή γονέων (parent selection), οι διασταυρώσεις μεταξύ υποψήφιων

λύσεων-απογόνων (crossover) και οι μεταλλάξεις αυτών (mutation). Οι μέθοδοι αυτοί

χρειάζονται έναν αρχικό πληθυσμό λύσεων, ο οποίος αξιολογείται και στη συνέχεια

υπόκειται στις προαναφερθείσες διαδικασίες, προκειμένου να ανανεωθεί. Η διαδικασία

αυτή επαναλαμβάνεται μέχρις ότου βρεθεί η βέλτιστη λύση. Λαμβάνοντας υπόψη τον

αριθμό αξιολογήσεων που εκτελούνται ανά κύκλο του αλγορίθμου βελτιστοποίησης,

γίνεται αντιληπτό ότι το βασικό μειονέκτημα των ΕΑ είναι το αυξημένο υπολογιστικό

κόστος, γεγονός που φαίνεται κυρίως όταν χρησιμοποιείται ένα χρονοβόρο λογισμικό

αξιολόγησης (λ.χ. επιλύτη εξισώσεων Navier-Stokes σε προβλήματα ΥΡΔ). Εξαιτίας

της αργής σύγκλισης των ΕΑ χρησιμοποιούνται συνήθως υποκατάστατα πρότυπα αξιο-

λόγησης (μεταπρότυπα) [24], προκειμένου να τους επιταχύνουν. Στόχος τους είναι να

προσεγγίσουν το πραγματικό πρόβλημα με συναρτήσεις οι οποίες μπορούν να υπολογι-

στούν σε μηδαμινό χρόνο σε σχέση με τον ακριβή υπολογισμό της συνάρτησης-στόχου

του προβλήματος.

Οι αιτιοκρατικές μέθοδοι βασίζονται στην έννοια των παραγώγων μιας συνάρτησης-

στόχου, τις οποίες καλούνται και να υπολογίσουν. Συχνά, μάλιστα, γίνεται υπολογι-

σμός (ή προσέγγιση) υψηλότερης τάξης παραγώγων, το οποίο συντελεί σε ταχύτερη

σύγκλιση της μεθόδου αυξάνοντας παράλληλα το υπολογιστικό κόστος. Επίσης, οι

συγκεκριμένες μέθοδοι είναι όλες επαναληπτικές ή βηματικές, πραγματοποιώντας μια

διαδρομή ζιγκ-ζαγκ στο χώρο των λύσεων. Ξεκινούν από μια αρχική υποψήφια λύση

και πραγματοποιούν βήματα ή προόδους ακολουθώντας την κλίση της συνάρτησης-

στόχου. Για τον λόγον αυτόν, ονομάζονται καιμέθοδοι βασισμένες στην κλίση

(gradient-based methods). Για τον υπολογισμό των παραγώγων της συνάρτησης-

στόχου ως προς τις μεταβλητές σχεδιασμού έχουν αναπτυχθεί αρκετές μέθοδοι. Λ.χ.,

η παράγωγος ως προς τον i-οστό βαθμό ελευθερίας είναι δυνατό να προσεγγιστεί με

ένα σχήμα πεπερασμένων διαφορών

δF

δbi
=
F (b1, b2, ..., bi + ε, ..., bN)− F (b1, b2, ..., bi, ..., bN)

ε
(1.2)

όπου ε μια σταθερά, πολύ μικρής τιμής, η οποία καθορίζεται από το χρήστη. Η εξ.

1.2 πρέπει να εφαρμοστεί Ν φορές (για τις Ν τιμές του δείκτη i) στην τρέχουσα λύση
−→
bn . Συνεπώς, το υπολογιστικό κόστος ανά επανάληψη, αν ληφθεί υπόψη και ο υπολο-

γισμός της F (
−→
bn), ανέρχεται σε Ν+1 αξιολογήσεις (και, μάλιστα, με ακρίβεια πρώτης

τάξης). Μερικές ακόμα μέθοδοι υπολογισμού της κλίσης είναι μεταξύ άλλων η μέθοδος
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των συζυγών μεταβλητών (Complex Variable Method) [18, 19] και η μέθοδος της ευ-

θείας διαφόρισης (Direct Differentiation) [20]. Κοινό χαρακτηριστικό των παραπάνω

μεθόδων αποτελεί η άμεση εξάρτησή τους από το πλήθος μεταβλητών σχεδιασμού του

προβλήματος, γεγονός που αυξάνει σημαντικά τον αριθμό αξιολογήσεων-υπολογιστικό

κόστος ανά επανάληψη του αλγορίθμου βελτιστοποίησης.

΄Ενα σημαντικό μειονέκτημα αυτών των μεθόδων σε σύγκριση με τις στοχαστικές απο-

τελεί ο μεγάλος χρόνος επένδυσης, για τη μαθηματική διατύπωση και τον προγραμματι-

σμό, καθώς, επίσης, και ότι είναι δύσκολα επεκτάσιμες σε άλλα παρεμφερή προβλήματα

(λ.χ. αν αλλάξει η τιμή της συνάρτησης-στόχου). Επιπρόσθετα, μολονότι συγκλίνουν

σχετικά γρήγορα, υπάρχει ο κίνδυνος εγκλωβισμού σε τοπικά ακρότατα.

1.2.3 Η ανάπτυξη των Συζυγών Μεθόδων στην ΜΠΥΡ&Β

Οι συζυγείς διατυπώσεις [14] είναι μαθηματικά-υπολογιστικά εργαλεία υπολογισμού της

κλίσης μιας συνάρτησης-στόχου, εξασφαλίζοντας ταυτόχρονα την ικανοποίηση των βα-

σικών εξισώσεων του προβλήματος (σε εφαρμογές υπολογιστικής ρευστομηχανικής,

εξισώσεις ροής, εξισώσεις Euler ή Navier-Stokes). Τα τελευταία χρόνια, η ανάπτυξη

των συζυγών μεθόδων για τον υπολογισμό πρώτης (και ανώτερης τάξης) παραγώγων,

έχει αποτελέσει μια από τις κύριες δραστηριότητες της Μονάδας Παράλληλης Υπολο-

γιστικής Ρευστοδυναμικής & Βελτιστοποίησης (ΜΠΥΡΒ) του ΕΜΠ [25, 26, 27, 28].

Βασικό προταίρημα των συζύγων μεθόδων σε σύγκριση με άλλες μεθόδους υπολογι-

σμού της κλίσης, όπως αυτές που αναφέρονται στην υποενότητα 1.2.2, είναι ότι επι-

τυγχάνουν σταθερό αριθμό αξιολογήσεων ανά κύκλο βελτιστοποίησης και ανεξαρτησία

από το πλήθος των μεταβλητών σχεδιασμού.

Οι συζυγείς μέθοδοι διακρίνονται σε δύο κατηγορίες, στη διακριτή και συνεχή συζυγή

μέθοδο. Η ειδοποιός διαφορά της διακριτής μεθόδου είναι ότι η αντικειμενική συνάρτη-

ση και οι εξισώσεις του προβλήματος πρώτα διακριτοποιούνται και γραμμικοποιούνται

και στη συνέχεια παράγεται η, προς επίλυση, συζυγής εξίσωση. Αντίθετα, η συνεχής

συζυγής μέθοδος βασίζεται στην επαυξημένη συνάρτηση-στόχο Faug, η οποία συντίθε-

ται από την αναλυτική έκφραση της συνάρτησης-στόχου και από το ολοκλήρωμα σε

όλο το χωρίο και στο χρόνο (στην περίπτωση των μη-μόνιμων προβλημάτων) των εξι-

σώσεων κατάστασης πολλαπλασιασμένων με τη συνάρτηση των συζυγών μεταβλητών.

Στη συνέχεια, εντοπίζονται οι ποσότητες που πρέπει να μηδενιστούν και αυτό παράγει

τις συζυγείς εξισώσεις και τις οριακές τους συνθήκες.

1.2.4 Η Συνεχής Συζυγής Μέθοδος σε Διφασικές Ροές

Αντικείμενο της διπλωματικής εργασίας αποτελεί η ανάπτυξη της συνεχούς συζυγούς

μεθόδου για τον υπολογισμό της κλίσης συναρτήσεων-στόχων σε προβλήματα διφα-

σικών ροών. Η συνεχής συζυγής μέθοδος έχει ήδη εφαρμοστεί σε περιπτώσεις α-

συμπίεστης και συμπιεστής ροής, με τη διαφόριση των εξισώσεων Navier-Stokes και

τις εξισώσεις μοντέλων τύρβης, με εφαρμογές σε προβλήματα βελτιστοποίησης μορφής
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(shape optimization) και βελτιστοποίησης τοπολογίας (topology optimization).

Υπάρχουν αρκετά υπολογιστικά μοντέλα διαθέσιμα για τη μοντελοποίηση της ροής δύο

ρευστών μέσα στο ίδιο χωρίο ολοκλήρωσης [32, 33, 34]. Η κυριότερη διάκριση μεταξύ

αυτών σχετίζεται με το αν συμβαίνει ανάμιξη μεταξύ των φάσεων (miscible fluids) ή

όχι (immiscible fluids), δηλαδή αν η επιφάνεια μεταξύ τους είναι διακριτή και δεν πα-

ρατηρείται διάχυση της μιας φάσης μέσα στην άλλη.

Η διπλωματική εργασία ειδικεύεται στη βελτιστοποίηση μορφής στατικών συσκευών, ε-

ντός των οποίων έχουμε παρουσία δύο ασυμπίεστων, αναμίξιμων υγρών φάσεων, χωρίς

να λαμβάνουν χώρα χημικές αντιδράσεις μεταξύ τους. Τέτοιου είδους μηχανολογικές

διατάξεις έχουν ήδη παρουσιαστεί στην ενότητα 1.1. Γίνεται αντιληπτό ότι σε τέτοιου

είδους εφαρμογές είναι πολύ σημαντικό η κατανομή της ροής στην έξοδο του αγωγού

να διέπεται από ομοιομορφία των δύο φάσεων. Ακόμα, πρέπει να ελαχιστοποιηθεί η

πτώση ολικής πίεσης κατά μήκος του αγωγού, διότι μεγάλες απώλειες ολικής πίεσης

ισοδυναμούν με υψηλή κατανάλωση ισχύος για την υλοποίηση της ροής στον αναμίκτη.

Στη βιβλιογραφία συναντώνται αρκετές εργασίες οι οποίες ασχολούνται με τη βελ-

τιστοποίηση τέτοιων συσκευών τόσο ως προς την ομοιομορφία του μείγματος στην

έξοδο [9, 10, 11], όσο και ως προς τις απώλειες ολικής πίεσης στο εσωτερικό [12, 13].

Ωστόσο, καμία από αυτές δεν χρησιμοποιεί τη συνεχή συζυγή μέθοδο, τουλάχιστον

κατά τις γνώσεις του συγγραφέα αυτής της εργασίας. Συγκεκριμένα, στην εργασία

[9] πραγματοποιείται μια παραμετρική μελέτη και συγκρίνονται οι αποδόσεις δύο διαφο-

ρετικών εμπορικών αναμικτών σε διάφορες συνθήκες ροής. Παρόμοια, στην εργασία

[10] γίνεται η συσχέτιση της γωνίας τοποθέτησης των εμποδίων στο εσωτερικό του

αναμίκτη με την ομοιομορφία του μείγματος στην έξοδο και τις απώλειες ολικής πίεσης

και παρουσιάζονται τα αντίστοιχα διαγράμματα. Τέλος, στην εργασία [13] προτείνεται

μια συσχέτιση ανάμεσα στη γεωμετρία και την πτώση ολικής πίεσης στο εσωτερικό

ενός αναμίκτη τύπου Kenics (σχήμα 1.1.α), και εξετάζεται η απόδοση του εν λόγω

αναμίκτη για διαφορετικούς αριθμούς Reynolds, ενώ στην εργασία [12] πραγματοποιε-

ίται μια μεταβολή στη γεωμετρία ενός αναμίκτη τύπου Sulzer SMX (σχήμα 1.1.γ) και

επιτυγχάνεται μείωση της πτώσης ολικής πίεσης στο εσωτερικό.

1.3 Δομή της Διπλωματικής Εργασίας

Η διπλωματική αυτή εργασία δομείται ως εξής:

• Στο κεφάλαιο 2 καθορίζονται οι διαστάσεις του στατικού αναμίκτη και παρουσι-

άζεται το CAD μοντέλο, το οποίο σχεδιάστηκε στο πλαίσιο της εργασίας.

• Στο κεφάλαιο 3 παρουσιάζονται οι εξισώσεις Navier-Stokes στην περίπτωση μόνι-

μης, στρωτής και διφασική ροής καθώς και οι επιβαλλόμενες οριακές συνθήκες.

Επίσης, περιγράφεται ο τρόπος διακριτοποίησης των εξισώσεων στο λογισμικό O-
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penFOAM έτσι ώστε να εξασφαλίζεται ακρίβεια δεύτερης τάξης. Ακόμα, δίνεται

έμφαση στον αλγόριθμο επίλυσης των εξισώσεων ροής.

• Στο κεφάλαιο 4 αναπτύσσεται αναλυτικά η συνεχής συζυγής μέθοδος σε προ-

βλήματα μόνιμων, στρωτών, διφασικών ροών. Συγκεκριμένα, ορίζονται οι συναρτήσεις-

στόχοι με τις οποίες ασχολείται η διπλωματική αυτή εργασία, παρουσιάζονται οι

συζυγείς πεδιακές εξισώσεις και οι οριακές συνθήκες του συζυγούς προβλήμα-

τος. Επιπλέον, παρουσιάζονται οι πρώτες παράγωγοι της συνάρτησης-στόχου ως

προς τις μεταβλητές σχεδιασμού.

• Στο κεφάλαιο 5 παρουσιάζεται η γένεση του υπολογιστικού πλέγματος του στα-

τικού αναμίκτη και εφαρμόζεται το λογισμικό, το οποίο αναπτύχθηκε στο πλαίσιο

αυτής της εργασίας, για την επίλυση των εξισώσεων του πρωτεύοντος και του

συζυγούς προβλήματος.

• Στο κεφάλαιο 6 αναπτύσσονται οι υπόλοιπες συζυγείς διατυπώσεις και δίνεται έμ-

φαση στην ακρίβεια υπολογισμού των παραγώγων ευαισθησίας. Συγκεκριμένα,

γίνεται πιστοποίηση του λογισμικού υπολογισμού των παραγώγων ευαισθησίας

με τις συζυγείς μεθόδους (FI, SI, E-SI), το οποίο προγραμματίστηκε στο πλα-

ίσιο της εργασίας. Επίσης, υπολογίζονται οι τιμές των παραγώγων ευαισθησίας

στην αρχική γεωμετρία του στατικού αναμίκτη με την SI και την E-SI συζυγή

διατύπωση και με ένα κεντρικό σχήμα Πεπερασμένων Διαφορών.

• Στο κεφάλαιο 7, ως εφαρμογή των ανωτέρω, πραγματοποιείται η βελτιστοποίηση

του στατικού αναμίκτη, και παρουσιάζονται τα σχετικά αποτελέσματα.

• Στο κεφάλαιο 8 συνοψίζονται τα αποτελέσματα της διπλωματικής εργασίας και

εξάγονται συμπεράσματα.
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Κεφάλαιο 2

Σχεδιασμός του Στατικού

Αναμίκτη

Το κεφάλαιο αυτό αποτελεί μια εισαγωγή στο μοντέλο του στατικού αναμίκτη το οποίο

σχεδιάστηκε και βελτιστοποιήθηκε στο πλαίσιο της διπλωματικής εργασίας. Στόχος

είναι να καθοριστεί πλήρως η γεωμετρία του αναμίκτη και να παρουσιαστούν οι κύριες

διαστάσεις του.

2.1 Εξωτερική Γεωμετρία

Πρωταρχικός στόχος αυτής της εργασίας αποτελεί ο σχεδιασμός της γεωμετρίας του

αναμίκτη της ροής σε λογισμικό CAD, ώστε να προκύψει το σχήμα πάνω στο οποίο θα

πραγματοποιηθεί η αριθμητική πρόλεξη της ροής. Για το σκοπό αυτό χρησιμοποιήθηκε

το λογισμικό SolidWorks.

Σύμφωνα με όσα ειπώθηκαν στην ενότητα 1.1 σχετικά με μοντέλα στατικού αναμίκτη,

γίνεται αντιληπτό ότι η εν λόγω συσκευή πρέπει να αποτελεί έναν αγωγό σταθερού

μήκους και διαμέτρου. Η διάμετρος του αναμίκτη επιλέχθηκε να είναι 100mm και το

αδιάστατο μήκος (εξ. 1.1) έλαβε την τιμή 7, η οποία αποτελεί μια αρκετά ρεαλιστική

τιμή για τη συγκεκριμένη παράμετρο σχεδιασμού [8]. ΄Ετσι, λοιπόν, σύμφωνα με την

εξ. 1.1 προκύπτει το συνολικό μήκος του αγωγού

L = L′ ·D = 700mm

Επειδή στο εσωτερικό του αναμίκτη υλοποιείται η ροή δύο ρευστών με διαφορετικές

ιδιότητες, τοποθετήθηκαν δύο είσοδοι, καθεμιά με διάμετρο 50mm. Η πρώτη είσοδος

είναι πλήρως ευθυγραμμισμένη με το κυρίως σώμα του αναμίκτη, ενώ η δεύτερη σχη-

ματίζει με αυτό γωνία ίση με 30°. Επίσης, ο αναμίκτης διαθέτει ενιαία έξοδο, από όπου

εξέρχεται το ομογενοποιημένο μείγμα, διαμέτρου 50mm και ευθυγραμμισμένη με το



10 Κεφάλαιο 2. Σχεδιασμός του Στατικού Αναμίκτη

κυρίως σώμα του αγωγού. Η γεωμετρία παρουσιάζεται στο σχήμα 2.1.

2.2 Εμπόδια-Φράχτες της Ροής

Εξετάζοντας τα επιμέρους σχέδια από διάφορες μελέτες που έχουν πραγματοποιηθε-

ί σχετικά με στατικούς αναμίκτες, όπως εκείνα που παρουσιάζονται στο σχήμα 1.1,

γίνεται αντιληπτό ότι στο εσωτερικό του αναμίκτη πρέπει να υπάρχει μια κατάλλη-

λη διάταξη η οποία θα ενισχύει την ομογενοποίηση των δύο φάσεων. Στην εργασία

αυτή, επιλέχθηκε να τοποθετηθούν στο εσωτερικό του αγωγού συνολικά έξι εμπόδια-

φράκτες που παρεμβαίνουν στη ροή και είναι υπεύθυνα για την απότομη στένωση της

διατομής και τη δημιουργία ανακυκλοφορίας κατάντι. Τα παραπάνω εμπόδια έχουν, αρ-

χικά, σχήμα ημικυκλίου, πάχος ίσο με 5mm και είναι ομοιόμορφα τοποθετημένα σε ίσες

Σχήμα 2.1: Η γεωμετρία του στατικού αναμίκτη στο εξωτερικό: Αριστερά οι δύο

είσοδοι από όπου εισέρχονται τα δύο ρεύματα ρευστών με διαφορετικές ιδιότητες, δεξιά η

ενιαία έξοδος από όπου εξέρχεται το τελικό μείγμα και, στη μέση, το κυρίως σώμα του

αγωγού

Σχήμα 2.2: Η μορφή των εμποδίων στο εσωτερικό του στατικού αναμίκτη
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αποστάσεις μεταξύ τους. Η αρχική μορφή των εμποδίων στο εσωτερικό του αναμίκτη

παρουσιάζεται στο σχήμα 2.2. Τέλος, στον πίνακα 2.1 συνοψίζονται οι κυριότερες δια-

στάσεις του αναμίκτη.

Διάσταση Τιμή (mm)
Εσωτερική διάμετρος 100

Μήκος κυρίως σώματος 700

Μήκος εισόδων και εξόδου 50

Διάμετρος εισόδων και εξόδου 50

Πάχος τοιχωμάτων 2

Πάχος εμποδίων 5

Απόσταση μεταξύ εμποδίων 120

Πίνακας 2.1: Κύριες διαστάσεις της αρχικής γεωμετρίας του στατικού αναμίκτη, πριν

διεξαχθεί η διαδικασία της βελτιστοποίησης



12 Κεφάλαιο 2. Σχεδιασμός του Στατικού Αναμίκτη



Κεφάλαιο 3

Το Διφασικό Μοντέλο Ροής

Σε αυτή την ενότητα αναπτύσσονται οι εξισώσεις διφασικής ροής, ο τρόπος διακριτοπο-

ίησης τους στο λογισμικό OpenFOAM και παρουσιάζεται ένας κατάλληλος αλγόριθμος

για την επίλυση του προβλήματος. Η εργασία αυτή αποσκοπεί στο σχεδιασμό της μορ-

φής ενός στατικού αναμίκτη, ο οποίος επιτυγχάνει τη βέλτιστη ανάμιξη της ροής και

ομοιομορφία στην έξοδο. Οι δύο υγρές φάσεις εντός του αναμίκτη θεωρούνται ασυ-

μπίεστες και πλήρως αναμίξιμες. Επίσης, γίνεται η υπόθεση στρωτής και μόνιμης ροής

και χρησιμοποιείται το μοντέλο κλάσματος όγκου (VoF method) [35, 36, 37].

3.1 Μαθηματική διατύπωση εξισώσεων ροής

Στην περίπτωση μόνιμης, στρωτής και διφασικής ροής οι εξισώσεις διατήρησης μάζας

και ορμής παίρνουν τη μορφή

Rp = −∂(ρvi)

∂xi
= 0 (3.1)

Rv
i = ρvj

∂vi
∂xj
− ∂(µεij)

∂xj
+
∂p

∂xi
= 0, i = 1, 2, 3 (3.2)

όπου

εij =
∂vi
∂xj

+
∂vj
∂xi

(3.3)

είναι ο τανυστής των παραμορφώσεων. Στην εργασία αυτή, οι εξισώσεις γράφονται

σύμφωνα με τη σύμβαση του Einstein, σύμφωνα με την οποία επαναλαμβανόμενοι δε-

ίκτες υποδηλώνουν άθροιση.
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Στην περίπτωση διφασικής ροής, στην οποία ακολουθείται η μέθοδος VoF, εισάγεται το
βαθμωτό μέγεθος α (το κλάσμα όγκου που καταλαμβάνει η μία από τις δύο φάσεις προς

τον όγκο του κελιού Ωi). Το μέγεθος α, το οποίο θα αναφέρεται ως κλάσμα όγκου

για το υπόλοιπο αυτής της εργασίας, φράσσεται μεταξύ των τιμών μηδέν και ένα, με

την τιμή 1 να σημαίνει ότι ο στοιχειώδης όγκος Ωi καταλαμβάνεται εξ ολοκλήρου από

την πρώτη φάση, και την τιμή 0 ότι καταλαμβάνεται εξ ολοκλήρου από τη δεύτερη. Η

εξίσωση μεταφοράς του κλάσματος όγκου έχει τη μορφή

Rα = vi
∂α

∂xi
− ∂

∂xj

(
D
∂α

∂xj

)
= 0 (3.4)

όπου D ο συντελεστής διάχυσης μάζας. Αυτός λαμβάνει σταθερή τιμή μέσα στο χωρίο

ολοκλήρωσης, με την τιμή του να εξαρτάται από χαρακτηριστικά της ροής, όπως η θερ-

μοκρασία, η συνεκτικότητα και το μέγεθος των σωματιδίων των φάσεων. Η τιμή του

μπορεί επίσης να προσδιοριστεί και πειραματικά και συναντάται σε σχετικούς πίνακες

[38]. Γίνεται αντιληπτό ότι μεγαλύτερες τιμές του συντελεστή διάχυσης ευνοούν το

φαινόμενο της ανάμιξης μεταξύ των δύο φάσεων. Η εξ. 3.4 είναι ισοδύναμη με τον

Νόμο Διάχυσης του Fick.

Αξίζει να σημειωθεί ότι, παρόλο που οι δύο φάσεις είναι ασυμπίεστες, η πυκνότητα

του μείγματος δεν είναι σταθερή εντός του χωρίου ολοκλήρωσης. Στην πραγματι-

κότητα, υπάρχει μια μη-ομοιόμορφη κατανομή της πυκνότητας η οποία εξαρτάται από

την κατανομή του κλάσματος όγκου. Το γεγονός αυτό δεν επιτρέπει να αμελήσουμε

την επιρροή της χωρικής παραγώγου
∂ρ
∂xi

, όπως συμβαίνει στην περίπτωση ασυμπίεστης

μονοφασικής ροής. Το ίδιο ισχύει και για τις χωρικές παραγώγους της δυναμικής συνε-

κτικότητας µ. Η τιμή της πυκνότητας και της συνεκτικότητας του μείγματος προκύπτει

ως συνάρτηση του κλάσματος όγκου και των γνωστών, σταθερών τιμών πυκνότητας

και συνεκτικότητας για τις δύο φάσεις

ρ = αρ1 + (1− α)ρ2 (3.5)

µ = αµ1 + (1− α)µ2 (3.6)

όπου οι δείκτες 1, 2 υποδηλώνουν τις φάσεις με δείκτη 1 και 2, αντίστοιχα. Με τις

εξ. 3.5, 3.6 ολοκληρώνεται το σύστημα των εξισώσεων ροής και μπορούν να υπολογι-

στούν όλα τα άγνωστα ροϊκά μεγέθη. Στην ενότητα 3.3 παρουσιάζεται ο αλγόριθμος

επίλυσης της ροής.

Ο αναμίκτης αποτελείται από εισόδους, στερεά τοιχώματα και εξόδους. Οι οριακές

συνθήκες που επιβάλλονται στα όρια του χωρίου ολοκλήρωσης είναι:

• Στα τμήματα εισόδου SI , από όπου έχουμε είσοδο των φάσεων στο εσωτερικό
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του αναμίκτη, επιβάλλεται συνθήκη Dirichlet για την ταχύτητα και το κλάσμα

όγκου, μαζί με μηδενική συνθήκη Neumann για την πίεση.

• Στην περιοχή εξόδου SO, για την ταχύτητα και το κλάσμα όγκου επιβάλλεται

μηδενική συνθήκη Neumann, ενώ για την πίεση μηδενική συνθήκη Dirichlet.

• Στα στερεά τοιχώματα του αναμίκτη SW , επιβάλλεται η συνθήκη μη-ολίσθησης

για την ταχύτητα (μηδενική συνθήκη Dirichlet), ενώ για την πίεση και το κλάσμα

όγκου επιβάλλονται μηδενικές συνθήκες Neumann.

3.2 Διακριτοποίηση με τη Μέθοδο των Πεπε-

ρασμένων ΄Ογκων

Η διακριτοποίηση των εξισώσεων ροής αποσκοπεί στον μετασχηματισμό των μερικών

διαφορικών εξισώσεων σε ένα σύστημα αλγεβρικών εξισώσεων. Από την επίλυση του

συστήματος των αλγεβρικών εξισώσεων προκύπτει η τιμή των ροϊκών μεγεθών σε

συγκεκριμένα σημεία του χώρου και του χρόνου εντός του πεδίου ολοκλήρωσης. Για

την επίλυση των εξισώσεων χρησιμοποιείται ως βάση προγραμματισμού το λογισμικό

OpenFOAM, το οποίο ακολουθεί την μέθοδο των πεπερασμένων όγκων με κεντρο-

κυψελικό σύστημα αποθήκευσης για τη διακριτοποίηση των εξισώσεων. ΄Ετσι, λοιπόν,

το πεδίο επίλυσης διαμερίζεται σε έναν πεπερασμένο αριθμό διακριτών περιοχών, ή

διαφορετικά όγκων ελέγχου, οι οποίοι περιλαμβάνουν τις θέσεις των σημείων στα οποία

αναζητείται η λύση. Για την επίλυση ως προς το χρόνο, σε περίπτωση μη-μόνιμων

προβλημάτων, ο χρόνος επίλυσης χωρίζεται σε έναν πεπερασμένο αριθμό χρονικών

βημάτων. Οι όγκοι ελέγχου έχουν γενικά πολυεδρικό σχήμα, δεν αλληλοκαλύπτονται

και καλύπτουν πλήρως το χωρίο ολοκλήρωσης. Το κέντρο Ρ του όγκου ελέγχου ΩP ,

στο οποίο υπολογίζεται η λύση, έχει συντεταγμένες xP τέτοιες ώστε∫
ΩP

(x− xP)dΩ = 0

Για κάθε όγκο ελέγχου-κυψέλη του πλέγματος ορίζεται ένα σύνολο από επίπεδες επι-

φάνειες (‘πλευρές’), που τον περιβάλλουν. Κάθε ‘πλευρά’ του πλέγματος συνορεύει με

δύο κυψέλες, με εξαίρεση τις οριακές. Για κάθε ‘πλευρά’ χρησιμοποιείται από το O-
penFOAM η εξής σύμβαση: Η κυψέλη με το μικρότερο αριθμό ονομάζεται ‘ιδιοκτήτης’

(owner) της ‘πλευράς’, ενώ η κυψέλη με τον μεγαλύτερο αριθμό ‘γείτονας’ (neighbour)
της ‘πλευράς’. Επιπλέον, οι οριακές ‘πλευρές’ του πλέγματος συνορεύουν με μόνο μία

κυψέλη, που ονομάζεται ‘ιδιοκτήτης’ της ‘πλευράς’. Μία ‘πλευρά’ είναι ένα σύνολο δει-

κτών σε αντίστοιχα σημεία του πλέγματος. Η αρίθμηση των σημείων είναι τέτοια ώστε

το κάθετο στην ‘πλευρά’ μοναδιαίο διάνυσμα να έχει φορά από τον ‘ιδιοκτήτη’ προς

τον ‘γείτονά’ της. Τέλος, το κέντρο της ‘πλευράς’ με συντεταγμένες xf προσδιορίζεται

από τη σχέση ∫
Sf

(x− xf )dS = 0
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Σχήμα 3.1: Διαμέριση του πεδίου επίλυσης σε πολυεδρικούς όγκους ελέγχου

3.2.1 Η διακριτοποίηση της εξίσωσης μεταφοράς

Η εξίσωση μεταφοράς στη γενική της μορφή, για ένα βαθμωτό μέγεθος φ, γράφεται

∂φ

∂t︸︷︷︸
Χρονικός ΄Ορος

+
∂(vjφ)

∂xj︸ ︷︷ ︸
΄Ορος Μεταφοράς

− ∂

∂xj

(
Γφ

∂φ

∂xj

)
︸ ︷︷ ︸
΄Ορος Διάχυσης

= Sφ(φ)︸ ︷︷ ︸
΄Ορος Πηγής

(3.7)

Συγκρίνοντας την εξ. 3.7 με τις εξισώσεις ροής καθώς και με τις αντίστοιχες συζυγείς

πεδιακές εξισώσεις, οι οποίες παρουσιάζονται στην ενότητα 4.4, είναι εμφανής η ομοι-

ότητα τους ως προς τους όρους από τους οποίους αποτελούνται. Συνεπώς, η μέθοδος

διακριτοποίησης που αναλύεται για την εξισώση μεταφοράς μπορεί να εφαρμοστεί στις

εξισώσεις Navier-Stokes για διφασική ροή καθώς και στις αντίστοιχες συζυγείς τους

εξισώσεις. Εδώ, επιλύονται μόνο χρονικά μόνιμα προβλήματα. Συνεπώς, ο χρονικός

όρος δεν λαμβάνεται υπόψη στις εξισώσεις ροής. Ωστόσο, για λόγους πληρότητας,

γίνεται μία σύντομη ανάλυση σχετικά με τον τρόπο διακριτοποίησης των χρονικών πα-

ραγώγων. Σύμφωνα με τη μέθοδο των πεπερασμένων όγκων, η εξ. 3.7 πρέπει να

ικανοποιείται στο εσωτερικό του όγκου ελέγχου ΩP και κέντρου Ρ στην ολοκληρωμα-

τική της μορφή

∫
ΩP

∂φ

∂t
dΩ +

∫
ΩP

∂(vjφ)

∂xj
dΩ−

∫
ΩP

∂

∂xj

(
Γφ

∂φ

∂xj

)
dΩ =

∫
ΩP

Sφ(φ)dΩ (3.8)

Η εξ. 3.8 είναι δεύτερης τάξης, διότι ο όρος διάχυσης περιέχει τις δεύτερες παραγώγους

της ποσότητας φ ως προς το χώρο. Για τον λόγον αυτόν, είναι σημαντικό τα σχήματα

διακριτοποίησης να είναι ίσης ή μεγαλύτερης τάξης, προκειμένου να εξασφαλίζεται καλή

ακρίβεια. Συγκεκριμένα, για τη βαθμωτή συνάρτηση φ αναλύεται το ανάπτυγμα Taylor
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γύρω από το σημείο Ρ

φ(x) = φ(xP) + (x− xP) : (∇φ)P +
1

2
(x− xP)2 :: (∇∇φ)P

+
1

3!
(x− xP)3 ::: (∇∇∇φ)P + ...

(3.9)

όπου ο τελεστής ::︸︷︷︸
ν

εκφράζει το εσωτερικό γινόμενο τανυστών ν-οστής τάξης.

Συνεπώς, η μεταβολή της ποσότητας φ στο χώρο γύρω από το σημείο Ρ και στο

χρόνο γύρω από τη δεδομένη χρονική στιγμή t θεωρείται γραμμική, διότι σύμφωνα

με το ανάπτυγμα Taylor το σφάλμα αποκοπής είναι δεύτερης τάξης και επιτυγχάνεται,

τελικά, δεύτερης τάξης ακρίβεια. ΄Ετσι, λοιπόν, προκύπτει

φ(x) = φ(xP) + (x− xP) · (∇φ)P (3.10)

και

φ(t+ ∆t) = φ(t) +

(
∂φ

∂t

)
t

∆t (3.11)

΄Ετσι, ο υπολογισμός ενός χωρικού ολοκληρώματος μπορεί να γραφεί στη μορφή

∫
ΩP

φ(x)dΩ =

∫
ΩP

φ(xP)dΩ +

∫
ΩP

(x− xP) · (∇φ)P dΩ

= φ(xP)

∫
ΩP

dΩ + (∇φ)P ·
∫

ΩP

(x− xP) dΩ

= φ(xP)ΩP

(3.12)

Επιπλέον, με χρήση του θεωρήματος Gauss, τα χωρικά ολοκληρώματα μετατρέπονται

σε επιφανειακά στα όρια του χωρίου ολοκλήρωσης∫
ΩP

∂ai
∂xj

dΩ =

∮
∂Ω

ainjdS (3.13)

∫
ΩP

∂φ

∂xi
dΩ =

∮
∂Ω

φnidS (3.14)

όπου ∂Ω η κλειστή επιφάνεια που περιβάλλει τον όγκο ελέγχου ΩP και nj το μοναδιαίο

διάνυσμα με κατεύθυνση κάθετη στην επιφάνεια ∂Ω και φορά προς τα έξω.
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Σχήμα 3.2: Τμήμα μη-δομημένου 2Δ πλέγματος το οποίο έχει δημιουργηθεί στο

περιβάλλον του OpenFOAM

΄Ορος Μεταφοράς

Σύμφωνα με τα παραπάνω, ο όρος μεταφοράς στην εξ. 3.7 γράφεται

∫
ΩP

∂(vjφ)

∂xj
dΩ =

∮
∂Ω

vjnjφdS

≈
∑
f :faces

(vjnjφ)f ∆Sf

=
∑
f :faces

F fφf

(3.15)

όπου οι όροι με δείκτη f αφορούν την τιμή στο κέντρο της ‘πλευράς’ του όγκου ελέγχου,

ενώ η συνάρτηση F f = (vjnj)
f ∆Sf είναι η ροή μάζας (flux) που διέρχεται από την

αντίστοιχη ‘πλευρά’. Η ταχύτητα στο κέντρο της ‘πλευράς’ που χρειάζεται για τον

υπολογισμό της ποσότητας F f
υπολογίζεται με γραμμική παρεμβολή των ταχυτήτων

ως προς τα κέντρα των κυψελών εκατέρωθεν. Στην εξ. 3.15 χρειάζεται, επίσης, η

ποσότητα φ υπολογισμένη στο κέντρο της κάθε ‘πλευράς’ του όγκου ελέγχου, κάτι το

οποίο εξαρτάται από το σχήμα διακριτοποίησης. Για παράδειγμα, για την κυψέλη 3 του
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σχήματος 3.2 ο όρος μεταφοράς διακριτοποιείται, σύμφωνα με την εξ. 3.15, ως εξής

∫
Ω3

∂(vjφ)

∂xj
dΩ = −F23

(
ω23φ2 + (1− ω23)φ3

)
−F13

(
ω13φ1 + (1− ω13)φ3

)
+F34

(
ω34φ3 + (1− ω34)φ4

)
+F35

(
ω35φ3 + (1− ω35)φ5

) (3.16)

όπου οι συντελεστές ω εξαρτώνται από το σχήμα διακριτοποίησης. Στην εργασία αυτή,

επιλέγονται ανάντι σχήματα διακριτοποίησης (upwing schemes). Για παράδειγμα, αν

επιλεγούν 1ης τάξης σχήματα διακριτοποίησης για τον όρο μεταφοράς και θεωρηθεί ότι

η ταχύτητα έχει φορά από την κυψέλη 2 προς την κυψέλη 3, τότε ο συντελεστής ω23

παίρνει την τιμή 1, δηλαδή λαμβάνεται υπόψη μόνο η τιμή της ποσότητας φ στο κέντρο

της κυψέλης 2.

΄Ορος Διάχυσης

Με χρήση του θεωρήματος Gauss, ο όρος διάχυσης γράφεται

∫
ΩP

∂

∂xj

(
Γφ

∂φ

∂xj

)
dΩ =

∫
∂Ω

Γφ
∂φ

∂xj
njdS

≈
∑
f :faces

(
Γφ

∂φ

∂xj
nj

)f
∆Sf

(3.17)

Ο παραπάνω όρος μπορεί να διακριτοποιηθεί με δύο τρόπους. Εξετάζεται εάν το ευ-

θύγραμμο τμήμα που ενώνει τα κέντρα δύο γειτονικών κυψελών είναι κάθετο στην

κοινή τους ‘πλευρά’ ή όχι. Οι δύο αυτές περιπτώσεις παρουσιάζονται στο σχήμα 3.3.

΄Εχει νόημα να εξεταστεί η δεύτερη περίπτωση, η οποία παρουσιάζεται στο σχήμα 3.3.β,

καθώς είναι και η γενικότερη. Το κάθετο μοναδιαίο διάνυσμα
−→n αναλύεται σε δύο συ-

νιστώσες, μία παράλληλη στο ευθύγραμμο τμήμα που ενώνει τα κέντρα των κυψελών

(
−→e ) και μία κάθετη σε αυτό (

−→
t ). Για τα διανύσματα αυτά ισχύει

−→n +
−→
t = −→e . ΄Ετσι,

λοιπόν, ισχύει ότι

∂φ

∂xj
nj =

∂φ

∂xj
ej −

∂φ

∂xj
tj (3.18)

Ο πρώτος όρος στο δεξί μέλος της σχέσης 3.18 διακριτοποιείται ως εξής

∂φ

∂xj
ej =

φN − φP

∆
(3.19)

όπου η ποσότητα ∆ εκφράζει την απόσταση ανάμεσα στα κέντρα των κυψελών εκα-
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r
P

r
N

-
nj

∆
r

P

r
N

A
A
A
AA

A
A
A
AA

��*
nj
AAU
tj-

ej∆

(α) (β)

Σχήμα 3.3: Δύο γειτονικές κυψέλες ενός πλέγματος όπου, (α) το ευθύγραμμο τμήμα

μεταξύ των κέντρων των κυψελών είναι κάθετο στην κοινή τους ‘πλευρά’, (β) το ευ-

θύγραμμο τμήμα μεταξύ των κέντρων των κυψελών δεν είναι κάθετο στην κοινή τους

‘πλευρά’

τέρωθεν της ‘πλευράς’. Για τον δεύτερο όρο, ο οποίος αποτελεί μια διόρθωση, γίνεται

μια παρεμβολή από τα κέντρα των κυψελών στην ‘πλευρά’ ως εξής

∂φ

∂xj

∣∣∣
f

= ωP
∂φ

∂xj

∣∣∣
P

+ ωN
∂φ

∂xj

∣∣∣
N

(3.20)

Για τον υπολογισμό των χωρικών παραγώγων στα κέντρα των κυψελών γίνεται η πα-

ραδοχή ότι είναι σταθερές στον όγκο ελέγχου και χρησιμοποιείται το θεώρημα Gauss

∂φ

∂xj

∣∣∣
P,N

=
1

Ω

∫
Ω

∂φ

∂xj
dΩ =

1

Ω

∫
∂Ω

φnjdS =
1

Ω

∑
f :faces

(φnj)
f ∆Sf (3.21)

Τελικά, ο όρος διάχυσης για την κυψέλη 3 του σχήματος 3.2 γράφεται σε διακριτοποι-

ημένη μορφή ως εξής∫
Ω3

∂

∂xj

(
Γφ

∂φ

∂xj

)
dΩ = Γφ

(
φ3 − φ1

∆13
∆S13 +

φ3 − φ2

∆23
∆S23 +

φ4 − φ3

∆34
∆S34 +

φ5 − φ3

∆35
∆S35

)
+Γφ

∂φ

∂xj

∣∣∣
13
t13
j ∆S13 + Γφ

∂φ

∂xj

∣∣∣
23
t23
j ∆S23

+Γφ
∂φ

∂xj

∣∣∣
34
t34
j ∆S34 + Γφ

∂φ

∂xj

∣∣∣
35
t35
j ∆S35

(3.22)
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Οι μερικές παράγωγοι στις ‘πλευρές’ αναλύονται με τον εξής τρόπο

∂φ

∂xj

∣∣∣
13
t13
j ∆S13 = ω13 ∂φ

∂xj

∣∣∣
1
t13
j ∆S13 + (1− ω13)

∂φ

∂xj

∣∣∣
3
t13
j ∆S13

=
ω13

Ω1

∑
f :faces1

(φnj)
f∆Sf t13

j ∆S13 +
1− ω13

Ω3

∑
f :faces3

(φnj)∆S
f t13
j ∆S13

=
ω13

Ω1

(
φ16n16

j ∆S16 + φ110n110
j ∆S110 + φ18n18

j ∆S18 + φ13n13
j ∆S13

)
t13
j ∆S13+

1− ω13

Ω3

(
φ13n13

j ∆S13 + φ23n23
j ∆S23 + φ34n34

j ∆S35 + φ35n35
j ∆S35

)
t13
j ∆S13

(3.23)

όπου Ω ο όγκος της κυψέλης, και οι συντελεστές ω εξαρτώνται από το σχήμα διακρι-

τοποίησης. Τέλος, η τιμή του φ στο κέντρο κάθε ‘πλευράς’ υπολογίζεται με γραμμική

παρεμβολή ανάμεσα στα κέντρα των κυψελών.

΄Ορος Πηγής

΄Οσοι όροι δεν μπορούν να γραφτούν στη μορφή των όρων μεταφοράς ή διάχυσης μο-

ντελοποιούνται ως όροι πηγής. Πριν τη διακριτοποίηση, ο όρος πηγής γραμμικοποιείται,

σε περίπτωση που είναι μη-γραμμικός, και στη συνέχεια διακριτοποιείται ως εξής

Sφ = Su + SPφ∫
ΩP

SφdΩ = SuΩP + SPφPΩP

Χρονικός ΄Ορος

΄Οπως αναφέρθηκε νωρίτερα σε αυτήν την ενότητα, η διακριτοποίηση του χρονικού όρου

πρέπει να είναι τέτοια ώστε να εξασφαλίζεται ακρίβεια δεύτερης τάξης. Γράφοντας το

ανάπτυγμα Taylor της ποσότητας φ ως προς το χρόνο για την επόμενη χρονική στιγμή

φn = φ0 +
∂φ

∂t
∆t+

1

2

∂2φ

∂t2
∆t2 +O

(
∆t3
)

φn = φ00 +
∂φ

∂t
2∆t+

1

2

∂2φ

∂t2
(2∆t)2 +O

(
∆t3
)

όπου φn = φ(t+ ∆t) η τιμή της ποσότητας φ την επόμενη χρονική στιγμή, φ0 = φ(t)
η τιμή της ποσότητας φ τη δεδομένη χρονική στιγμή και φ00 = φ(t − ∆t) η τιμή της

ποσότητας φ την προηγούμενη χρονική στιγμή. Αφαιρώντας τις παραπάνω εξισώσεις

κατά μέλη, με κατάλληλο τρόπο ώστε η δεύτερη χρονική παράγωγος να απλοποιηθεί,
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προκύπτει η διακριτοποιημένη μορφή του χρονικού όρου

∂φ

∂t
=

3φn − 4φ0 + φ00

2∆t
+O

(
∆t2
)

(3.24)

Συγκεντρώνοντας όλους τους παραπάνω όρους, προκύπτει η διακριτοποιημένη μορφή

της εξίσωσης μεταφοράς (σχέση 3.7)

arφr =
NB∑
n=1

anφn + b (3.25)

όπου ο δείκτης r υποδηλώνει την κυψέλη που εξετάζεται, ar και an οι συντελεστές,

NB ο αριθμός των γειτονικών κυψελών και b είναι ένας όρος που περιέχει τους όρους

που δεν αντιμετωπίζονται με πεπλεγμένο (implicit) τρόπο. Η εξ. 3.25 αποτελεί ένα

σύστημα αλγεβρικών εξισώσεων που επιλύεται με σκοπό τον προσδιορισμό του πεδίου

τιμών των φ.

3.3 Ο Αλγόριθμος SIMPLE σε Διφασικές Ροές

Οι εξισώσεις διφασικής ροής επιλύονται στο περιβάλλον του OpenFOAM, το οποίο

αποτελεί ένα ανοικτό λογισμικό υπολογιστικών προσομοιώσεων στη γλώσσα προγραμ-

ματισμού C++. Ο αλγόριθμος που χρησιμοποιείται για την επίλυση της ροής είναι μια

επέκταση του αλγορίθμου SIMPLE (Semi-Implicit Method Pressure-Linked Equa-
tions), δεδομένου ότι πρέπει να λαμβάνεται υπόψη η ύπαρξη δύο διαφορετικών φάσεων

εντός του χωρίου ολοκλήρωσης.

Η εξίσωση μεταφοράς του κλάσματος όγκου α (εξ. 3.4) διακριτοποιείται κατά τα

γνωστά, σύμφωνα με όσα ειπώθηκαν στην προηγούμενη ενότητα, και επιλύεται για τον

υπολογισμό του α με δεδομένο το πεδίο ταχύτητας από την προηγούμενη επανάληψη.

Με το νέο πεδίο για το κλάσμα όγκου γίνεται η διόρθωση των ιδιοτήτων του μείγματος,

δηλαδή της πυκνότητας και της δυναμικής συνεκτικότητας, με χρήση των εξ. 3.5, 3.6.

΄Επειτα, η εξίσωση της ορμής γράφεται σε ημι-διακριτοποιημένη μορφή ως εξής

αPvP = H(v)−∇p (3.26)

όπου αP οι διαγώνιοι συντελεστές του μητρώου που προκύπτουν από τη διακριτοποίηση

της εξ. 3.2, H(v) το μητρώο των συντελεστών για τα γειτονικά κελιά, που προκύπτουν

από τη διακριτοποίηση των όρων μεταφοράς και διάχυσης πολλαπλασιασμένων με τις
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αντίστοιχες ταχύτητες. Ξαναγράφοντας την εξ. 3.26 ως προς τον όρο vP

vP =
H(v)

αP
− ∇p
αP

(3.27)

Η τιμή της ταχύτητας στις ‘πλευρές’ των όγκων ελέγχου υπολογίζεται από την παρεμ-

βολή

vf =

(
H(v)

αP

)
f

−
(
∇p
αP

)
f

(3.28)

Για να προκύψει η ρητή έκφραση για το πεδίο πίεσης, η εξίσωση της συνέχειας για

καθαρά ασυμπίεστη ροή γράφεται σε διακριτοποιημένη μορφή ως εξής

∇ · v = 0⇒
∑
f :faces

vf · S = 0 (3.29)

όπου S είναι το κάθετο στην ‘πλευρά’ διάνυσμα με μέτρο ίσο με την επιφάνεια της

‘πλευράς’. Αντικαθιστώντας την εξ. 3.28 στην εξ. 3.29 προκύπτει η ρητή έκφραση για

το πεδίο πίεσης

∇ ·
(
∇p
αP

)
= ∇ ·

(
H(v)

αP

)
(3.30)

η οποία, σε διακριτοποιημένη μορφή, γράφεται

∑
f :faces

S ·
(
∇p
αP

)
f

=
∑
f :faces

S ·
(
H(v)

αP

)
f

(3.31)

Επιπλέον, οι ροές στα ‘πλευρές’ των όγκων ελέγχου υπολογίζονται από τη σχέση

F f = S · vf = S ·

[(
H(v)

αP

)
f

−
(
∇p
αP

)
f

]
(3.32)

Ανακεφαλαιώνοντας, ο αλγόριθμος επίλυσης των εξισώσεων ροής περιγράφεται από τα

παρακάτω βήματα:

i) Επιλύεται η διακριτοποιημένη εξίσωση μεταφοράς του κλάσματος όγκου α (εξ. 3.4)

με χρήση του ήδη υπάρχοντος πεδίου πίεσης και ταχύτητας από την προηγούμενη

επανάληψη του αλγορίθμου

ii) Γίνεται η διόρθωση της πυκνότητας και της συνεκτικότητας του μείγματος με

χρήση των εξ. 3.5, 3.6
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iii) Με τις πλέον διορθωμένες ιδιότητες του μείγματος επιλύεται η διακριτοποιημένη

εξίσωση της ορμής (εξ. 3.2) και γίνεται μια πρόβλεψη για το πεδίο ταχύτητας

iv) Με το διορθωμένο πεδίο ταχύτητας σχηματίζεται το μητρώο H (v) και επιλύεται

η εξ. 3.31 για να γίνει μια πρόβλεψη του πεδίου πίεσης p

v) Με το διορθωμένο πεδίο πίεσης γίνεται η διόρθωση του ροών στις ‘πλευρές’ των

όγκων ελέγχου με χρήση της εξ. 3.32. Παράλληλα, διορθώνεται το πεδίο ταχύτη-

τας με χρήση της εξ. 3.27.

Τα βήματα (i)-(v) επαναλαμβάνονται μέχρις ότου ικανοποιηθεί κάποιο κριτήριο σύγκλι-

σης.



Κεφάλαιο 4

Η Συνεχής Συζυγής Μέθοδος

για Μόνιμες, Στρωτές,

Διφασικές Ροές

4.1 Εισαγωγικά σχόλια

΄Οπως έχει γίνει ήδη αντιληπτό από το κεφ. 1, οι συζυγείς μέθοδοι είναι ιδιαίτερα ση-

μαντικές για τις αιτιοκρατικές μεθόδους βελτιστοποίησης, οι οποίες βασίζονται στον

υπολογισμό της κλίσης της συνάρτησης-στόχου, διότι επιτρέπουν τον υπολογισμό των

παραγώγων με υπολογιστικό κόστος ανεξάρτητο από το πλήθος των μεταβλητών σχε-

διασμού του προβλήματος. Το γεγονός αυτό είναι πολύ σημαντικό για το μηχανικό-

σχεδιαστή, ο οποίος δεν χρειάζεται πλέον να περιορίσει τον αριθμό των μεταβλητών

με τις οποίες παραμετροποιεί το πρόβλημα προκειμένου να διατηρήσει αρκετά χαμηλό

το υπολογιστικό κόστος. Στην ενοτήτα αυτή, αναλύεται η συνεχής συζυγής μέθοδος

για μόνιμες, στρωτές και διφασικές ροές. Αφού προσδιοριστεί η έκφραση της παρα-

γώγου της συνάρτησης-στόχου ως προς τις μεταβλητές σχεδιασμού
−→
b , οι τελευταίες

ανανεώνονται ως εξής

−→
b n+1 =

−→
b n +−→p n

(4.1)

όπου οι δείκτες n, n+1 αναφέρονται στην τρέχουσα και στην επόμενη επανάληψη του

αλγόριθμου βελτιστοποίησης, αντίστοιχα, ενώ ο όρος
−→p n

αποτελεί μια διόρθωση. Στην

εργασία αυτή, χρησιμοποιείται η μέθοδος της απότομης καθόδου για τον υπολογισμό

της διόρθωσης των μεταβλητών σχεδιασμού και η εξ. 4.1 γίνεται

−→
b n+1 =

−→
b n − η∇F (

−→
b n) (4.2)

όπου∇F (
−→
b n) η κλίση της συνάρτησης-στόχου και η μια κατάλληλα επιλεγμένη, θετική
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ποσότητα η οποία καθορίζει το μέγεθος του βήματος.

4.2 Επιλογή Συναρτήσεων-Στόχων

Η διπλωματική εργασία αποσκοπεί στον σχεδιασμό μιας συσκευής ανάμιξης δύο ρευ-

στών, η οποία θα επιτυγχάνει όσο το δυνατόν μεγαλύτερη ομοιομορφία του μείγματος

στην έξοδο. Η μαθηματική διατύπωση της παραπάνω απαίτησης είναι η κατανομή του

κλάσματος όγκου της φάσης 1 στο μείγμα να κυμαίνεται όσο το δυνατόν πιο κοντά στη

μέση τιμή του στην επιφάνεια εξόδου. ΄Ετσι, λοιπόν, προκύπτει η πρώτη συνάρτηση

κόστους, η οποία έχει τη μορφή

FU =
1

2

∫
SO

vini (α− α)2 dS (4.3)

όπου με α συμβολίζεται η μέση τιμή του κλάσματος όγκου για τη φάση 1 στις επιφάνειες

εξόδου

α =
1

|SO|

∫
SO

αdS (4.4)

Επίσης, σε τέτοιου είδους εφαρμογές, είναι σημαντικό να επιτυγχάνεται χαμηλή πτώση

ολικής πίεσης. Στόχος είναι, λοιπόν, ο σχεδιασμός μιας συσκευής καλής ενεργειακής

απόδοσης. Η δεύτερη συνάρτηση κόστους του προβλήματος είναι

FP = −1

2

∫
SI ,SO

vini

(
p+

1

2
ρv2

j

)
dS (4.5)

Με βάση τα παραπάνω, γίνεται αντιληπτό ότι το προς επίλυση πρόβλημα βελτιστο-

ποίησης είναι δικριτηριακό. Η τελική έκφραση της συνάρτησης-στόχου που ‘βλέπει’

ο κώδικας βελτιστοποίησης προκύπτει εισάγοντας κατάλληλους συντελεστές βάρους

w1, w2 ώστε

F = w1FU + w2FP (4.6)

όπου οι συντελεστές w είναι σταθερές τιμές οι οποίες καθορίζονται από το χρήστη. Ο

ρόλος τους είναι να ρυθμίσουν τη σχετική βαρύτητα ανάμεσα στους δύο στόχους του

προβλήματος.
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4.3 Εισαγωγή των Πεδίων των Συζυγών Με-

ταβλητών

Ως εισαγωγή, η συνεχής συζυγής μέθοδος σε προβλήματα διφασικών, στρωτών και

χρονικά-μόνιμων ροών αναλύεται στη γενικότητά της, ανεξάρτητα δηλαδή με την συνάρτηση-

στόχο η οποία πρέπει να ελαχιστοποιηθεί. Για την ακρίβεια, κάθε συνάρτηση-στόχος,

συμπεριλαμβανομένων και των συναρτήσεων ομοιομορφίας του μείγματος και απωλειών

ολικής πίεσης που παρουσιάζονται προηγουμένως στην ενότητα 4.2, είναι μια έκφραση

της μορφής

F =

∫
SI

FSIinidS +

∫
SO

FSOinidS (4.7)

Επίσης, είναι άξιο αναφοράς το γεγονός ότι η εξάρτηση μιας συνάρτησης στόχου από

τις μεταβλητές σχεδιασμού του προβλήματος είναι διττή. Αφενός μεν η τιμή της εξαρ-

τάται άμεσα από αυτές, αφετέρου δε εξαρτάται και έμμεσα διότι κάθε μεταβολή στις

μεταβλητές σχεδιασμού οδηγεί σε διαφορετικό πεδίο ροής και, συνεπώς, σε διαφορετι-

κή τιμή της συνάρτησης-στόχου.

Η θεμελιώδης αρχή για τη διατύπωση της συζυγούς μεθόδου αποτελεί ο προσδιορισμός

της επαυξημένης συνάρτησης L. Η τελευταία προκύπτει από την αναλυτική έκφραση

της συνάρτησης-στόχου αν σε αυτή προστεθεί το χωρικό ολοκλήρωμα (σε όλο το πεδίο

ροής) των εξισώσεων ροής πολλαπλασιασμένων με τα αντίστοιχα πεδία των πολλαπλα-

σιαστών Lagrange. Οι τελευταίοι αποτελούν τις λεγόμενες συζυγείς μεταβλητές, οι

οποίες μεταβάλλονται στο χώρο (και στο χρόνο αν πρόκειται για μη-μονιμο πρόβλημα).

Σύμφωνα με τα προαναφερθέντα, η επαυξημένη συνάρτηση έχει τη μορφή

L = F +

∫
Ω

qRpdΩ +

∫
Ω

uiR
v
i dΩ +

∫
Ω

φRαdΩ (4.8)

όπου q είναι η συζυγής πίεση, ui η συζυγής ταχύτητα και φ το συζυγές κλάσμα όγκου,

ενώ Rp, Rv
i , R

α
τα υπόλοιπα των εξ. 3.1, 3.2, 3.4 αντίστοιχα. Επειδή οι εξισώσεις ροής

πρέπει να ικανοποιούνται παντού στο εσωτερικό του χωρίου ολοκλήρωσης, τα ολοκλη-

ρώματα στο δεξί μέλος της εξ. 4.8 είναι μηδενικά. Συνεπώς, η παράγωγος ως προς τις

μεταβλητές σχεδιασμού της επαυξημένης συνάρτησης L και της αρχικής συνάρτησης-

στόχου F είναι ίσες, υπό την προϋπόθεση ότι οι εξισώσεις ροής ικανοποιούνται πλήρως

εντός του χωρίου ολοκλήρωσης. Σκοπός της συζυγούς μεθόδου είναι ο υπολογισμός

των παραγώγων ευαισθησίας
δF

δ
−→
b
.
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Η ολική μεταβολή μιας ροϊκής ποσότητας Φ είναι

δΦ =
∂Φ

∂bn
δbn +

∂Φ

∂xk
δxk (4.9)

όπου με δ συμβολίζεται η ολική μεταβολή και με ∂ η μερική μεταβολή. Ο όρος
∂Φ
∂bn
δbn

εκφράζει τη μεταβολή της ποσότητας Φ εξαιτίας μεταβολής κάποιας μεταβλητής σχε-

διασμού, ενώ ο όρος
∂Φ
∂xk

δxk εκφράζει την επίδραση της αλλαγής της γεωμετρίας του

αγωγού στην ολική μεταβολή της ποσότητας Φ. Με χρήση της εξ. 4.9, η ολική

παράγωγος της συνάρτησης κόστους (εξ. 4.7) ως προς τις μεταβλητές σχεδιασμού

γράφεται

δF

δbn
=

∫
SI∪SO

∂FSi
∂bn

nidS +

∫
SI∪SO

∂FSi
∂xk

δxk
δbn

nidS +

∫
SI∪SO

FSi
δ (nidS)

δbn
(4.10)

Στην διπλωματική εργασία, οποιαδήποτε αλλαγή στις μεταβλητές σχεδιασμού δεν ο-

δηγεί στη μεταβολή της γεωμετρίας του αγωγού στις περιοχές εισόδου και εξόδου.

Επομένως, τα δύο τελευταία ολοκληρώματα στο δεξί μέλος της εξ. 4.10 λαμβάνουν

την τιμή μηδέν.

Ακόμα, το θεώρημα ολοκλήρωσης κατά Leibniz για μια συνάρτηση f(x, t) γράφεται

δ

δθ

∫ β(θ)

α(θ)

f (x, t) dx =

∫ β(θ)

α(θ)

∂f (x, t)

∂θ
dx+f (β(θ), t)

δβ(θ)

δθ
−f (α(θ), t)

δα(θ)

δθ
(4.11)

Το παραπάνω θεώρημα στις τρεις διαστάσεις για μια συνάρτηση F (x, t) γράφεται ως

εξής

δ

δθ

∫
Ω(θ)

F (x, t) dΩ =

∫
Ω(θ)

∂F (x, t)

∂θ
dΩ +

∫
S

F (x, t)
δx

δθ
· ndS (4.12)

Επειδή τα όρια του χωρίου ολοκλήρωσης εξαρτώνται άμεσα από τις μεταβλητές σχεδια-

σμού, η παράγωγος της επαυξημένης συνάρτησης L (εξ. 4.8) ως προς τις μεταβλητές

σχεδιασμού του προβλήματος αναλύεται με βάση τον κανόνα ολοκλήρωσης Leibniz ως
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εξής

δL

δbn
=

δF

δbn
+

∫
Ω

q
∂Rp

∂bn
dΩ︸ ︷︷ ︸

1ο χωρικό ολοκλήρωμα

+

∫
Ω

ui
∂Rv

i

∂bn
dΩ︸ ︷︷ ︸

2ο χωρικό ολοκλήρωμα

+

∫
Ω

φ
∂Rα

∂bn
dΩ︸ ︷︷ ︸

3ο χωρικό ολοκλήρωμα

+

∫
S

(qRp + uiR
v
i + φRα)

δxk
δbn

nkdS︸ ︷︷ ︸
΄Ορος Leibniz

(4.13)

όπου S είναι το σύνορο του χωρίου ολοκλήρωσης. Στα χωρικά ολοκληρώματα της εξ.

4.13 εμφανίζονται οι μικτές μερικές παράγωγοι των ροϊκών μεγεθών ως προς το χώρο

και τις μεταβλητές σχεδιασμού. Για μια ροϊκή ποσότητα Φ μπορεί να γίνει εναλλαγή

της σειράς μερικής παραγώγισης ως εξής

∂

∂bn

(
∂Φ

∂xk

)
=

∂

∂xk

(
∂Φ

∂bn

)
(4.14)

Επίσης, το θεώρημα Green-Gauss για μια διανυσματική συνάρτηση γράφεται ως εξής

∫∫∫
Ω

(∇ · F) dΩ =

∫∫
S

F · ndS (4.15)

ή σε τανυστική γραφή

∫
Ω

∂Fi
∂xi

dΩ =

∫
S

FinidS (4.16)

Οι εξ. 4.14, 4.16 αποδεικνύονται ιδιαίτερα χρήσιμες για τον υπολογισμό των χωρικών

ολοκληρωμάτων στην εξ. 4.13, όπως φαίνεται στη συνέχεια.

Τέλος, η παραγώγιση των εξ. 3.5, 3.6 ως προς τις μεταβλητές σχεδιασμού του προ-

βλήματος δίνει

∂ρ

∂bn
= ρ∆

∂α

∂bn
(4.17)

∂µ

∂bn
= µ∆

∂α

∂bn
(4.18)

όπου

ρ∆ = ρ1 − ρ2 (4.19)

µ∆ = µ1 − µ2 (4.20)
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είναι οι διαφορές πυκνότητας και δυναμικής συνεκτικότητας των δύο φάσεων, αντίστοι-

χα.

4.3.1 Υπολογισμός 1ου χωρικού ολοκληρώματος

Σύμφωνα με τα προαναφερθέντα, ο όρος
∫

Ω
q ∂R

p

∂bn
dΩ αναλύεται ως εξής

∫
Ω

q
∂Rp

∂bn
dΩ = −

∫
Ω

q
∂

∂bn

(
∂(ρvi)

∂xi

)
dΩ

= −
∫

Ω

q
∂

∂xi

(
∂(ρvi)

∂bn

)
dΩ

= −
∫

Ω

q
∂

∂xi

(
ρ∆vi

∂α

∂bn
+ ρ

∂vi
∂bn

)
dΩ

= −
∫

Ω

qρ∆
∂vi
∂xi

∂α

∂bn
dΩ−

∫
Ω

ρ∆qvi
∂

∂xi

(
∂α

∂bn

)
dΩ

−
∫

Ω

q
∂ρ

∂xi

∂vi
∂bn

dΩ−
∫

Ω

ρq
∂

∂xi

(
∂vi
∂bn

)
dΩ

= −
∫

Ω

qρ∆
∂vi
∂xi

∂α

∂bn
dΩ−

∫
S

ρ∆qvini
∂α

∂bn
dS +

∫
Ω

∂(ρ∆viq)

∂xi

∂α

∂bn
dΩ

−
∫

Ω

q
∂ρ

∂xi

∂vi
∂bn

dΩ−
∫
S

ρqni
∂vi
∂bn

dS +

∫
Ω

∂(ρq)

∂xi

∂vi
∂bn

dΩ

=

∫
Ω

ρ∆vi
∂q

∂xi

∂α

∂bn
dΩ−

∫
S

ρ∆qvini
∂α

∂bn
dS

+

∫
Ω

ρ
∂q

∂xi

∂vi
∂bn

dΩ−
∫
S

ρqni
∂vi
∂bn

dS

(4.21)

4.3.2 Υπολογισμός 2ου χωρικού ολοκληρώματος

Σύμφωνα με τα προαναφερθέντα, ο όρος
∫

Ω
ui

∂Rvi
∂bn

dΩ αναλύεται ως εξής

∫
Ω

ui
∂Rv

i

∂bn
dΩ =

∫
Ω

ui
∂

∂bn

(
ρvj

∂vi
∂xj

+
∂p

∂xi
− ∂(µεij)

∂xj

)
dΩ

=

∫
Ω

ui
∂

∂bn

(
ρvj

∂vi
∂xj

)
dΩ︸ ︷︷ ︸

΄Ορος Μεταφοράς

+

∫
Ω

ui
∂

∂bn

(
∂p

∂xi

)
dΩ︸ ︷︷ ︸

΄Ορος Πίεσης

−
∫

Ω

ui
∂

∂bn

(
∂(µεij)

∂xj

)
dΩ︸ ︷︷ ︸

΄Ορος Διάχυσης

(4.22)

Προς διευκόλυνση του αναγνώστη, ο οποίος ενδιαφέρεται για τη μαθηματική διατύπωση

του όρου
∫

Ω
ui

∂Rvi
∂bn

dΩ, τα τρία ολοκληρώματα στο δεξί μέλος της εξ. 4.22 αναλύονται

το καθένα ξεχωριστά παρακάτω.
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΄Ορος Μεταφοράς

Το χωρικό ολοκλήρωμα του όρου μεταφοράς αναλύεται ως εξής

∫
Ω

ui
∂

∂bn

(
ρvj

∂vi
∂xj

)
dΩ =

∫
Ω

ρ∆uivj
∂vi
∂xj

∂α

∂bn
dΩ+

∫
Ω

ρui
∂vi
∂xj

∂vj
∂bn

dΩ+

∫
Ω

ρuivj
∂

∂bn

(
∂vi
∂xj

)
dΩ

(4.23)

Στο δεύτερο ολοκλήρωμα στο δεξί μέλος της εξ. 4.23 επιτρέπεται η εναλλαγή της

σειράς των δεικτών i, j χωρίς να επηρεάζεται η ορθότητα των υπολογισμών. Επιπλέον,

για το τρίτο ολοκλήρωμα γίνεται εναλλαγή της σειράς μερικής παραγώγισης, σύμφωνα

με την εξ. 4.14. ΄Ετσι, λοιπόν, προκύπτει

∫
Ω

ui
∂

∂bn

(
ρvj

∂vi
∂xj

)
dΩ =

∫
Ω

ρ∆uivj
∂vi
∂xj

∂α

∂bn
dΩ +

∫
Ω

ρuj
∂vj
∂xi

∂vi
∂bn

dΩ

+

∫
Ω

ρuivj
∂

∂xj

(
∂vi
∂bn

)
dΩ

=

∫
Ω

ρ∆uivj
∂vi
∂xj

∂α

∂bn
dΩ +

∫
Ω

ρuj
∂vj
∂xi

∂vi
∂bn

dΩ

+

∫
S

ρuivjnj
∂vi
∂bn

dS −
∫

Ω

∂(ρvjui)

∂xj

∂vi
∂bn

dΩ

(4.24)

΄Ορος Πίεσης

Με χρήση του θεωρήματος Green-Gauss, το χωρικό ολοκλήρωμα του όρου πίεσης

γράφεται στη μορφή

∫
Ω

ui
∂

∂bn

(
∂p

∂xi

)
dΩ =

∫
Ω

ui
∂

∂xi

(
∂p

∂bn

)
dΩ

=

∫
S

uini
∂p

∂bn
dS −

∫
Ω

∂ui
∂xi

∂p

∂bn
dΩ

(4.25)

΄Ορος Διάχυσης

Το χωρικό ολοκλήρωμα του όρου διάχυσης αναλύεται ως εξής

∫
Ω

ui
∂

∂bn

(
∂(µεij)

∂xj

)
dΩ =

∫
Ω

ui
∂

∂xj

(
∂(µεij)

∂bn

)
dΩ

=

∫
Ω

ui
∂

∂xj

(
µ∆εij

∂α

∂bn

)
dΩ︸ ︷︷ ︸

Τ1

+

∫
Ω

ui
∂

∂xj

(
µ
∂εij
∂bn

)
dΩ︸ ︷︷ ︸

Τ2

(4.26)
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Η ανάλυση του όρου (Τ1) της εξ. 4.26 δίνει

∫
Ω

ui
∂

∂xj

(
µ∆εij

∂α

∂bn

)
dΩ =

∫
Ω

µ∆ui
∂εij
∂xj

∂α

∂bn
dΩ +

∫
Ω

µ∆uiεij
∂

∂xj

(
∂α

∂bn

)
dΩ

=

∫
Ω

µ∆ui
∂εij
∂xj

∂α

∂bn
dΩ +

∫
S

µ∆uiεijnj
∂α

∂bn
dS

−
∫

Ω

∂(µ∆uiεij)

∂xj

∂α

∂bn
dΩ

= −
∫

Ω

µ∆
∂ui
∂xj

εij
∂α

∂bn
dΩ +

∫
S

µ∆uiεijnj
∂α

∂bn
dS

(4.27)

Η ανάλυση του όρου (Τ2) της εξ. 4.26 δίνει

∫
Ω

ui
∂

∂xj

(
µ
∂εij
∂bn

)
dΩ =

∫
Ω

ui
∂µ

∂xj

∂εij
∂bn

dΩ +

∫
Ω

uiµ
∂

∂xj

(
∂εij
∂bn

)
dΩ

=

∫
Ω

ui
∂µ

∂xj

∂εij
∂bn

dΩ +

∫
S

µuinj
∂εij
∂bn

dS

−
∫

Ω

∂(µui)

∂xj

∂εij
∂bn

dΩ

= −
∫

Ω

µ
∂ui
∂xj

∂εij
∂bn

dΩ +

∫
S

µuinj
∂εij
∂bn

dS

(4.28)

Στην εξ. 4.28 ο τανυστής των παραμορφώσεων εij αντικαθίσταται από τη σχέση 3.3

προκειμένου, τελικά, ο όρος (Τ2) να περιλαμβάνει εντός των χωρικών ολοκληρωμάτων

τις παραγώγους μόνο των ροϊκών μεγεθών (πίεση p, ταχύτητα vi, κλάσμα όγκου α) ως
προς τις μεταβλητές σχεδιασμού. Επίσης, γίνεται κατά τα γνωστά εναλλαγή των δεικτών

i, j όπου κρίνεται απαραίτητο, καθώς και εναλλαγή της σειράς μερικών παραγώγων
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σύμφωνα με την εξ. 4.14. ΄Ετσι, με περαιτέρω ανάλυση του όρου προκύπτει

∫
Ω

ui
∂

∂xj

(
µ
∂εij
∂bn

)
dΩ = −

∫
Ω

µ
∂ui
∂xj

∂

∂bn

(
∂vi
∂xj

+
∂vj
∂xi

)
dΩ +

∫
S

µuinj
∂εij
∂bn

dS

= −
∫

Ω

µ
∂ui
∂xj

∂

∂bn

(
∂vi
∂xj

)
dΩ−

∫
Ω

µ
∂ui
∂xj

∂

∂bn

(
∂vj
∂xi

)
dΩ

+

∫
S

µuinj
∂εij
∂bn

dS

= −
∫

Ω

µ
∂ui
∂xj

∂

∂xj

(
∂vi
∂bn

)
dΩ−

∫
Ω

µ
∂ui
∂xj

∂

∂xi

(
∂vj
∂bn

)
dΩ

+

∫
S

µuinj
∂εij
∂bn

dS

= −
∫

Ω

µ
∂ui
∂xj

∂

∂xj

(
∂vi
∂bn

)
dΩ−

∫
Ω

µ
∂uj
∂xi

∂

∂xj

(
∂vi
∂bn

)
dΩ

+

∫
S

µuinj
∂εij
∂bn

dS

= −
∫

Ω

µ

(
∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi

)
∂

∂xj

(
∂vi
∂bn

)
dΩ +

∫
S

µuinj
∂εij
∂bn

dS

= −
∫
S

µ

(
∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi

)
nj
∂vi
∂bn

dΩ +

∫
Ω

∂

∂xj

(
µ

(
∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi

))
∂vi
∂bn

dΩ

+

∫
S

µuinj
∂εij
∂bn

dS

= −
∫
S

µεαijnj
∂vi
∂bn

dΩ +

∫
Ω

∂(µεαij)

∂xj

∂vi
∂bn

dΩ +

∫
S

µuinj
∂εij
∂bn

dS

(4.29)

όπου

εαij =
∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi

(4.30)

είναι ο τανυστής των συζυγών παραμορφώσεων.

Αντικαθιστώντας τους όρους (Τ1) και (Τ2) στην εξ. 4.26, προκύπτει η τελική έκφραση

του χωρικού ολοκληρώματος του όρου διάχυσης

∫
Ω

ui
∂

∂bn

(
∂(µεij)

∂xj

)
dΩ = −

∫
Ω

µ∆
∂ui
∂xj

εij
∂α

∂bn
dΩ +

∫
S

µ∆uiεijnj
∂α

∂bn
dS

−
∫
S

µεαijnj
∂vi
∂bn

dS +

∫
Ω

∂(µεαij)

∂xj

∂vi
∂bn

dΩ +

∫
S

µuinj
∂εij
∂bn

dS

(4.31)
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4.3.3 Υπολογισμός 3ου χωρικού ολοκληρώματος

Σύμφωνα με τα προαναφερθέντα, ο όρος
∫

Ω
φ∂R

α

∂bn
dΩ αναλύεται ως εξής

∫
Ω

φ
∂Rα

∂bn
dΩ =

∫
Ω

φ
∂

∂bn

(
vi
∂α

∂xi
− ∂

∂xj

(
D
∂α

∂xj

))
dΩ

=

∫
Ω

φ
∂

∂bn

(
vi
∂α

∂xi

)
dΩ︸ ︷︷ ︸

Τ3

−
∫

Ω

φ
∂

∂bn

(
∂

∂xj

(
D
∂α

∂xj

))
dΩ︸ ︷︷ ︸

Τ4

(4.32)

Ο όρος (Τ3) αναλύεται κατά τα γνωστά ως εξής

∫
Ω

φ
∂

∂bn

(
vi
∂α

∂xi

)
dΩ =

∫
Ω

φ
∂α

∂xi

∂vi
∂bn

dΩ +

∫
Ω

φvi
∂

∂bn

(
∂α

∂xi

)
dΩ

=

∫
Ω

φ
∂α

∂xi

∂vi
∂bn

dΩ +

∫
Ω

φvi
∂

∂xi

(
∂α

∂bn

)
dΩ

=

∫
Ω

φ
∂α

∂xi

∂vi
∂bn

dΩ +

∫
S

φvini
∂α

∂bn
dS

−
∫

Ω

∂(viφ)

∂xi

∂α

∂bn
dΩ

(4.33)

΄Οπως έχει ήδη αναφερθεί στην ενότητα 3.1, ο συντελεστής διάχυσης D λαμβάνει

σταθερή τιμή εντός του χωρίου ολοκλήρωσης. Η τιμή αυτή εξαρτάται από τις ιδιότητες

των δύο φάσεων. Συνεπώς, η χωρική παράγωγος
∂D
∂xi

και η παράγωγος ως προς τις

μεταβλητές σχεδιασμού
∂D
∂bn

είναι μηδενικές. ΄Ετσι, λοιπόν, είναι δυνατό να μεταφερθεί

εκτός της χωρικής παραγώγου και της παραγώγου ως προς τις μεταβλητές σχεδιασμού.

Η ανάλυση του όρου (Τ4) δίνει

∫
Ω

φ
∂

∂bn

(
∂

∂xj

(
D
∂α

∂xj

))
dΩ =

∫
Ω

φ
∂

∂xj

(
∂

∂bn

(
D
∂α

∂xj

))
dΩ

=

∫
Ω

φD
∂2

∂x2
j

(
∂α

∂bn

)
dΩ

=

∫
S

φD
∂

∂xj

(
∂α

∂bn

)
njdS −

∫
Ω

D
∂φ

∂xj

∂

∂xj

(
∂α

∂bn

)
dΩ

=

∫
S

φD
∂

∂xj

(
∂α

∂bn

)
njdS −

∫
S

D
∂φ

∂xj
nj
∂α

∂bn
dS

+

∫
Ω

∂

∂xj

(
D
∂φ

∂xj

)
∂α

∂bn
dΩ

(4.34)
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Τέλος, η αντικατάσταση των όρων (Τ3) και (Τ4) στην εξ. 4.32 δίνει

∫
Ω

φ
∂Rα

∂bn
dΩ =

∫
Ω

φ
∂α

∂xi

∂vi
∂bn

dΩ +

∫
S

φvini
∂α

∂bn
dS −

∫
Ω

∂(viφ)

∂xi

∂α

∂bn
dΩ

−
∫
S

φD
∂

∂xj

(
∂α

∂bn

)
njdS +

∫
S

D
∂φ

∂xj
nj
∂α

∂bn
dS

−
∫

Ω

∂

∂xj

(
D
∂φ

∂xj

)
∂α

∂bn
dΩ

(4.35)

4.4 Συζυγείς Πεδιακές Εξισώσεις

Με αντικατάσταση των εξ. 4.21, 4.24, 4.25, 4.31, 4.35 στην εξ. 4.13 προκύπτει

δL

δbn
=

∫
Ω

(
ρuj

∂vj
∂xi
− ∂(ρvjui)

∂xj
−
∂(µεαij)

∂xj
+ ρ

∂q

∂xi
+ φ

∂α

∂xi

)
∂vi
∂bn

dΩ+∫
Ω

(
−∂(viφ)

∂xi
− ∂

∂xj

(
D
∂φ

∂xj

)
+ ρ∆

(
vi
∂q

∂xi
+ uivj

∂vi
∂xj

)
+ µ∆

∂ui
∂xj

εij

)
∂α

∂bn
dΩ

−
∫

Ω

∂ui
∂xi

∂p

∂bn
dΩ +

∫
S

(
uini +

∂FSi
∂p

ni

)
∂p

∂bn
dS

+

∫
S

(
−ρ∆qvini − µ∆uiεijnj + φvini +D

∂φ

∂xj
nj +

∂FSi
∂α

ni

)
∂α

∂bn
dS

+

∫
S

(
−ρqni + ρuivjnj + µεαijnj +

∂FSj
∂vi

nj

)
∂vi
∂bn

dS

−
∫
S

µuinj
∂εij
∂bn

dS −
∫
S

φD
∂

∂bn

(
∂α

∂xj

)
njdS

+

∫
S

(qRp + uiR
v
i + φRα)

δxk
δbn

nkdS

(4.36)

Από την εξ. 4.36, είναι προφανές ότι η ολική μεταβολή της επαυξημένης συνάρτησης

ως προς τις μεταβλητές σχεδιασμού έχει εκφραστεί συναρτήσει των μεταβολών των

ροϊκών μεγεθών
∂p
∂bn
, ∂vi
∂bn

και
∂α
∂bn

, τόσο στο εσωτερικό όσο και στα όρια του χωρίου

ολοκλήρωσης. Δεδομένου ότι οι μεταβολές αυτές δεν είναι επιθυμητό να υπολογι-

στούν απαιτείται η απαλοιφή των ολοκληρωμάτων που τις περιέχουν. Επιβάλλοντας

τον μηδενισμό των όρων στο εσωτερικό των χωρικών ολοκληρωμάτων προκύπτουν οι

συζυγείς πεδιακές εξισώσεις, στη μορφή

Rq = −∂ui
∂xi

= 0 (4.37)

Ru
i = ρuj

∂vj
∂xi
− ∂(ρvjui)

∂xj
−
∂(µεαij)

∂xj
+ ρ

∂q

∂xi
+ φ

∂α

∂xi
= 0, i = 1, 2, 3 (4.38)
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Rφ = −∂(viφ)

∂xi
− ∂

∂xj

(
D
∂φ

∂xj

)
+ ρ∆

(
vi
∂q

∂xi
+ uivj

∂vi
∂xj

)
+ µ∆

∂ui
∂xj

εij = 0 (4.39)

Συγκρίνοντας τις παραπάνω εξισώσεις με τις εξισώσεις ροής που παρουσιάζονται στην

ενότητα 3.1, παρατηρείται σημαντική ομοιότητα ως προς τους όρους που περιέχουν.

Επομένως, η μέθοδος διακριτοποίησης και ο αλγόριθμος επίλυσης που χρησιμοποι-

ήθηκαν για την επίλυση των εξισώσεων του πρωτεύοντος προβλήματος μπορούν να

εφαρμοστούν και για το συζυγές πρόβλημα. Ο επιπλέον όρος της εξ. 4.38, ρuj
∂vj
∂xi

, ο

οποίος ονομάζεται όρος ATC (Adjoint Transpose Convection Term), μοντελοποιείται

ως όρος πηγής, σύμφωνα με όσα ειπώθηκαν στην υποενότητα 3.2.1.

4.5 Οριακές Συνθήκες του Συζυγούς Προβλήμα-

τος

Με την απαλοιφή των χωρικών ολοκληρωμάτων, η παράγωγος ευαισθησίας της επαυ-

ξημένης συνάρτησης γίνεται ανεξάρτητη των άμεσων μεταβολών των ροϊκών μεγεθών

εντός του χωρίου ροής. ΄Ετσι, η σχέση που δίνει την ολική παράγωγο της συνάρτησης-

στόχου γράφεται, πλέον, στη μορφή

δL

δbn
=

∫
S

(
−ρ∆qvini − µ∆uiεijnj + φvini +D

∂φ

∂xj
nj +

∂FSi
∂α

ni

)
∂α

∂bn
dS

+

∫
S

(
−ρqni + ρuivjnj + µεαijnj +

∂FSj
∂vi

nj

)
∂vi
∂bn

dS

+

∫
S

(
uini +

∂FSi
∂p

ni

)
∂p

∂bn
dS

−
∫
S

µuinj
∂εij
∂bn

dS −
∫
S

φD
∂

∂bn

(
∂α

∂xj

)
njdS

+

∫
S

(qRp + uiR
v
i + φRα)

δxk
δbn

nkdS

(4.40)

Καθιστώντας την παραπάνω έκφραση ανεξάρτητη των άμεσων μεταβολών των ροϊκών

μεγεθών στα όρια του χωρίου ολοκλήρωσης προκύπτουν οι οριακές συνθήκες του συ-

ζυγούς προβλήματος. Τέλος, οι εναπομείναντες όροι στην εξ. 4.40 αποτελούν την

τελική έκφραση της παραγώγου ευαισθησίας της συνάρτησης-στόχου.
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4.5.1 ΄Ορια εισόδου SI

Στις περιοχές εισόδου του στατικού αναμίκτη, πιθανή μεταβολή των τιμών των μετα-

βλητών σχεδιασμού δεν οδηγεί σε αλλαγή της γεωμετρίας. Συνεπώς, η παράγωγος
δxk
δbn

,

η οποία εκφράζει τη μεταβολή των κόμβων του υπολογιστικού πλέγματος εξαιτίας της

μεταβολής των βαθμών ελευθερίας (grid-sensitivity derivatives), είναι μηδενική στα

όρια εισόδου του χωρίου ολοκλήρωσης. Σύμφωνα, λοιπόν, με την εξ. 4.9, οι ολικές

και μερικές μεταβολές των ροϊκών μεγεθών είναι ίσες.

Σύμφωνα με όσα ειπώθηκαν στην ενότητα 3.1, στη διατομή εισόδου της ροής στον

αναμίκτη επιβάλλονται συνθήκες Dirichlet για το κλάσμα όγκου α. Συνεπώς, η ο-

λική μεταβολή ως προς τις μεταβλητές σχεδιασμού (αλλά και η μερική) είναι μηδέν
δα
δbn

= ∂α
∂bn

= 0. ΄Ετσι, το πρώτο επιφανειακό ολοκλήρωμα στην εξ. 4.40 γραμμένο στα

όρια εισόδου της ροής απαλείφεται.

Επιπλέον, λόγω συνθηκών Dirichlet για την ταχύτητα vi στα όρια εισόδου του ανα-

μίκτη, το δεύτερο επιφανειακό ολοκλήρωμα στην εξ. 4.40 γραμμένο στα όρια εισόδου

της ροής απαλείφεται.

Η απαλοιφή των υπόλοιπων επιφανειακών ολοκληρωμάτων τα οποία περιέχουν την άμε-

ση μεταβολή των ροϊκών μεγεθών εξαιτίας της μεταβολής των μεταβλητών σχεδιασμού

δίνει τις συζυγείς οριακές συνθήκες στα όρια εισόδου του αναμίκτη

uini = u〈n〉 = −
∂FSI,j
∂p

nSI,j (4.41)

uI〈t〉 = uII〈t〉 = 0 (4.42)

φ = 0 (4.43)

όπου uI〈t〉, u
II
〈t〉 οι δύο εφαπτομενικές συνιστώσες της ταχύτητας ui. Τέλος, και χωρίς να

απορρέει από τις παραπάνω απαλοιφές, επιβάλλεται για τη συζυγή πίεση q στις εισόδους

του χωρίου ολοκλήρωσης μηδενική συνθήκη Neumann ∂q
∂xj
nj = 0.

4.5.2 ΄Ορια εξόδου SO

Στις περιοχές εξόδου του στατικού αναμίκτη, η αλλαγή των μεταβλητών σχεδιασμού

δεν οδηγεί σε αλλαγή της γεωμετρίας. ΄Ετσι, λοιπόν, όμοια με όσα αναφέρθηκαν προη-

γουμένως, ισχύει σύμφωνα με την εξ. 4.9 η ισότητα ολικής και μερικής παραγώγου.
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Σύμφωνα με όσα ειπώθηκαν στην ενότητα 3.1, στις περιοχές εξόδου του αναμίκτη ε-

πιβάλλονται συνθήκες Dirichlet για την πίεση. Συνεπώς, η ολική μεταβολή της πίεσης

ως προς τις μεταβλητές σχεδιασμού (αλλά και η μερική) είναι μηδέν
δp
δbn

= ∂p
∂bn

= 0.
΄Ετσι, το τρίτο επιφανειακό ολοκλήρωμα στην εξ. 4.40 γραμμένο στα όρια εξόδου της

ροής απαλείφεται.

Επίσης, ο όρος
∫
S
µuinj

∂εij
∂bn

dS μπορεί να θεωρηθεί αμελητέος, λόγω ότι η κατανομή

ταχύτητας στην έξοδο του αναμίκτη διέπεται από ικανοποιητική ομοιογένεια.

Το πέμπτο επιφανειακό ολοκλήρωμα στην εξ. 4.40 απαλείφεται δεδομένου ότι, σύμφω-

να με όσα ειπώθηκαν στην ενότητα 3.1, επιβάλλεται μηδενική συνθήκη Neumann για

το κλάσμα όγκου στην έξοδο.

Οι συζυγείς οριακές συνθήκες στα όρια εξόδου του χωρίου ολοκλήρωσης προκύπτουν

επιβάλλοντας τον μηδενισμό των όρων

−ρ∆qvini − µ∆uiεijnj + φvini +D
∂φ

∂xj
nj +

∂FSO,j
∂α

nSO,j = 0 (4.44)

−ρqni + ρuivjnj + µεαijnj +
∂FSO,j
∂vi

nSO,j = 0 (4.45)

Από την εξ. 4.44 προκύπτει η τιμή της συζυγούς μεταβλητής φ στα όρια εξόδου της

ροής. Πολλαπλασιάζοντας την εξ. 4.45 με το μοναδιαίο κάθετο ni και το μοναδιαίο εφα-

πτομενικό ti διάνυσμα, ως προς την επιφάνεια εξόδου, προκύπτει η τιμή της συζυγούς

πίεσης q και συζυγούς ταχύτητας ui στις επιφάνειες εξόδου του αναμίκτη

q = u〈n〉v〈n〉 + 2ν
∂u〈n〉
∂n

+
1

ρ

∂FSO,k
∂vi

nSO,kni (4.46)

v〈n〉u〈t〉 + ν

(
∂u〈t〉
∂n

+
∂u〈n〉
∂t

)
+

1

ρ

∂FSO,k
∂vi

nSO,kti = 0 (4.47)

όπου u〈n〉 = uini, u〈t〉 = uiti η κάθετη και εφαπτομενική συνιστώσα της συζυγούς

ταχύτητας στην επιφάνεια εξόδου, αντίστοιχα.

4.5.3 Στερεά τοιχώματα SW

Με σκοπό την απαλοιφή του πρώτου, τρίτου και τέταρτου επιφανειακού ολοκληρώμα-

τος της εξ. 4.40 προκύπτουν οι συζυγείς οριακές συνθήκες στο στερεό σύνορο του
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αναμίκτη, οι οποίες έχουν τη μορφή

D
∂φ

∂xj
nj = −∂FSW

∂α
nSW (4.48)

uini = u〈n〉 = −∂FSW
∂p

nSW (4.49)

uI〈t〉 = uII〈t〉 = 0 (4.50)

Επειδή οι συναρτήσεις στόχου ομοιομορφίας του μείγματος στην έξοδο και απώλειας

ολικών πιέσεων, οι οποίες χρησιμοποιούνται στην εργασία αυτή (ενότητα 3.2), δεν

υπολογίζονται στα στερεά τοιχώματα, ισχύει ότι

∂FSW
∂α

=
∂FSW
∂p

= 0 (4.51)

΄Ετσι, τελικά, επιβάλλεται μηδενική συνθήκη Neumann για τη συζυγή μεταβλητή φ και

μηδενική συνθήκη Dirichlet για τη συζυγή ταχύτητα ui στο στερεό σύνορο. Ακόμα,

για τη συζυγή πίεση επιβάλλεται μηδενική συνθήκη Neumann, ∂q
∂xj
nj = 0.

4.6 Παράγωγοι Ευαισθησίας

Οι εναπομείναντες όροι στην εξ. 4.40, μετά την ικανοποίηση των συζυγών πεδιακών

εξισώσεων και των συζυγών οριακών συνθηκών, σχηματίζουν την παράγωγο ευαισθη-

σίας

δF

δbn
=

∫
SW

(
−ρqni + µεαijnj +

∂FSj
∂vi

nj

)
∂vi
∂bn

dS

−
∫
SW

φD
∂

∂bn

(
∂α

∂xj

)
njdS +

∫
S

(qRp + uiR
v
i + φRα)

δxk
δbn

nkdS
(4.52)

΄Οπως έχει ήδη αναφερθεί στην ενότητα 3.1, στα στερεά τοιχώματα του αναμίκτη η

ταχύτητα λαμβάνει μηδενική τιμή, λόγω της συνθήκης μη-ολίσθησης. ΄Ετσι, λοιπόν,

η ολική παράγωγος ως προς τις μεταβλητές σχεδιασμού στο όριο SW είναι μηδενική
δvi
δbn

= 0, και η μερική παράγωγος γράφεται, με χρήση της εξ. 4.9, ως εξής

∂vi
∂bn

= − ∂vi
∂xk

δxk
δbn

(4.53)

Επιπλέον, υπό την παραδοχή ότι η εφαπτομενική συνιστώσα του όρου
δxk
δbn

δεν έχει
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σημαντική επιρροή στη μεταβολή της γεωμετρίας του στερεού ορίου, παραλείπεται και

διατηρείται μόνο η κάθετη συνιστώσα. Οπότε, προκύπτει

∂vi
∂bn

= − ∂vi
∂xj

nj
δxk
δbn

nk (4.54)

Ακολουθεί σύντομη ανάλυση του όρου
∫
SW

φD ∂
∂bn

(
∂α
∂xj

)
njdS, προτού εξαχθεί η τε-

λική έκφραση για την παράγωγο ευαισθησίας του προβλήματος. Κάνοντας χρήση της

εξ. 4.9, προκύπτει

δ

δbn

(
∂α

∂xj

)
=

∂

∂bn

(
∂α

∂xj

)
+

∂

∂xk

(
∂α

∂xj

)
δxk
δbn

(4.55)

και

δ

δbn

(
∂α

∂xj
nj

)
=

δ

δbn

(
∂α

∂xj

)
nj +

∂α

∂xj

δnj
δbn

=
∂

∂bn

(
∂α

∂xj

)
nj +

∂2α

∂xk∂xj

δxk
δbn

nj +
∂α

∂xj

δnj
δbn

(4.56)

Το αριστερό μέλος της εξ. 4.56 μπορεί να αμεληθεί λόγω του ότι επιβάλλεται μηδενική

συνθήκη Neumann για το κλάσμα όγκου α στο όριο SW . Συνεπώς, κάνοντας χρήση

της εξ. 4.56, το δεύτερο επιφανειακό ολοκλήρωμα στην εξ. 4.52 γράφεται στη μορφή∫
SW

φD
∂2α

∂xk∂xj

δxk
δbn

njdS +

∫
SW

φD
∂α

∂xj

δnj
δbn

dS

Σύμφωνα με τα προαναφερθέντα, η ολική παράγωγος της συνάρτησης-στόχου ως προς

τις μεταβλητές σχεδιασμού γράφεται στη μορφή

δF

δbn
= −

∫
SW

(
−ρqni + µεαijnj +

∂FSj
∂vi

nj

)
∂vi
∂xj

nj
δxk
δbn

nkdS

+

∫
SW

φD
∂2α

∂xk∂xj

δxk
δbn

njdS +

∫
SW

φD
∂α

∂xj

δnj
δbn

dS

+

∫
S

(qRp + uiR
v
i + φRα)

δxk
δbn

nkdS︸ ︷︷ ︸
΄Ορος Leibniz

(4.57)

Η παραπάνω έκφραση αποτελεί την Surface-Integral (SI) συζυγή διατύπωση [26], διότι

η παράγωγος της συνάρτησης-στόχου ως προς τις μεταβλητές σχεδιασμού προκύπτει

από τον υπολογισμό ολοκληρωμάτων στα όρια του χωρίου ολοκλήρωσης. Δεν πρέπει

να αμεληθεί η παρουσία του όρου Leibniz στην εξ. 4.57. Στις περισσότερες των πε-

ριπτώσεων, ο όρος Leibniz αμελείται υπό τη ‘βολική’ παραδοχή ότι τα υπόλοιπα των
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εξισώσεων ροής είναι μηδέν στα όρια του χωρίου ολοκλήρωσης [16, 17, 42]. Στην

πραγματικότητα, όμως, η συγκεκριμένη υπόθεση δεν είναι αληθής διότι στα όρια του

χωρίου ολοκλήρωσης δεν ικανοποιούνται οι εξισώσεις Navier-Stokes, αλλά οι οριακές

τους συνθήκες. Σύμφωνα με την εργασία [39], στην περίπτωση που το υπολογιστικό

πλέγμα είναι αρκετά πυκνό η επίδραση του συγκεκριμένου όρου μπορεί πράγματι να

θεωρηθεί αμελητέα. Ωστόσο, για λόγους που εξαρτώνται από τη γεωμετρία και την

πυκνότητα του πλέγματος, ο όρος Leibniz μπορεί να είναι αρκετά σημαντικός επηρεάζο-

ντας την ακρίβεια υπολογισμού των παραγώγων ευαισθησίας με την SI συζυγή μέθοδο.
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Κεφάλαιο 5

Γένεση του Υπολογιστικού

Πλέγματος και Προλέξεις της

Ροής

5.1 Γένεση του Υπολογιστικού Πλέγματος

Η διπλωματική εργασία αυτή ασχολείται με τη μελέτη της ροής δύο φάσεων στο εσω-

τερικό ενός αναμίκτη. Η γεωμετρία της εν λόγω συσκευής έχει ήδη παρουσιαστεί στο

κεφ. 2. Προκειμένου να επιλυθούν οι εξισώσεις που διέπουν τη ροή καθώς και οι συζυ-

γείς πεδιακές εξισώσεις στο εσωτερικό του αναμίκτη είναι απαραίτητη η γένεση του υπο-

λογιστικού πλέγματος. Η διαδικασία γένεσης του πλέγματος πραγματοποιηθήκε με το

εργαλείο snappyHexMesh του λογισμικού OpenFOAM. Το πλέγμα που δημιουργήθη-

κε παρουσιάζεται στο σχήμα 5.1 και αποτελείται από περίπου 209.500 κυψέλες-όγκους

ελέγχου, μεταξύ των οποίων εξάεδρα, πρισματικά στοιχεία και πολύεδρα. Επίσης, απο-

τελείται από επιμέρους στρώματα (layers) κοντά στα στερεά τοιχώματα του αναμίκτη

και γύρω από τα εμπόδια όπου αναπτύσσονται τα οριακά στρώματα και εμφανίζεται

ανακυκλοφορία της ροής.

5.2 Πρόλεξη της Ροής

Αφού δόθηκαν τα βασικά χαρακτηριστικά της γεωμετρίας του προβλήματος, ακολουθεί

η επίλυση των εξισώσεων που περιγράφουν τη ροή. Για την πρόλεξη της ροής χρη-

σιμοποιήθηκε το ανοιχτό λογισμικό OpenFOAM, στο οποίο και προγραμματίστηκε

ο επιλύτης των εξισώσεων του συζυγούς προβλήματος. Για την επίλυση του πρω-

τεύοντος προβλήματος δύναται να χρησιμοποιηθεί ο επιλύτης twoLiquidMixingFoam.

Ωστόσο, ο εν λόγω επιλύτης επιλύει χρονικά μη-μόνιμα προβλήματα. ΄Ετσι, λοιπόν,

χρειάστηκε να προγραμματιστεί εκ νέου αυτή τη φορά για την επίλυση χρονικά μόνιμης
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(α) Γενική εικόνα του πλέγματος

(β) Λεπτομέρεια γύρω από (γ) Επιφανειακό πλέγμα (δ) Λεπτομέρεια στην

την περιοχή ενός εμποδίου ενός εμποδίου έξοδο του αναμίκτη

Σχήμα 5.1: Υπολογιστικό πλέγμα στατικού αναμίκτη, παραγμένο από το λογισμικό

snappyHexMesh του OpenFOAM

ροής, απαλείφοντας τον χρονικό όρο από τις εξισώσεις Navier-Stokes και την εξίσωση

μεταφοράς του κλάσματος όγκου. Επίσης, αξίζει να σημειωθεί ότι οι επιλύτες των

εξισώσεων του πρωτεύοντος και συζυγούς προβλήματος επιδέχονται παραλληλοποίηση

σε συστοιχίες CPUs, μειώνοντας έτσι αρκετά το χρόνο που απαιτείται για την αριθμη-

τική επίλυση. ΄Ετσι, λοιπόν, τα αποτελέσματα που παρουσιάζονται σε αυτή την ενότητα

προέκυψαν από τη χρήση του προγραμματισμένου επιλύτη, ο οποίος εκτελέστηκε σε

δεκαέξι πυρήνες επεξεργαστή τύπου Intel Xeon CPU E5-2630 v4 στα 2.2 GHz.

Στον πίνακα 5.1 παρουσιάζονται οι σταθερές τιμές πυκνότητας και συνεκτικότητας των

δύο φάσεων. Επίσης, θεωρώντας ομοιόμορφη κατανομή ταχύτητας στις εισόδους του

αγωγού μέτρου 0.1m/s προκύπτει η τιμής της παροχής μάζας σε κάθε είσοδο του

αναμίκτη. Ο αριθμός Reynolds της ροής μπορεί να εκτιμηθεί, λαμβάνοντας υπόψη τη

μέση τιμή των κινηματικών συνεκτικοτήτων των δύο φάσεων, ως εξής

Re =
vD

ν
≈ 715
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Ρευστό 1 Ρευστό 2

Πυκνότητα (kg/m3
) 1500 1300

Κινηματική Συνεκτικότητα (m2/s) 1.5 · 10−5 1.3 · 10−5

Παροχή μάζας στην είσοδο (kg/s) 0.295 0.255

Πίνακας 5.1: Στατικός αναμίκτης: Ιδιότητες των δύο ρευστών

Τέλος, ο συντελεστής διάχυσης των δύο φάσεων λαμβάνει την τιμή D = 1.5 ·10−8 m2

s
.

Για τις μελέτες που παρουσιάζονται στην ενότητα αυτή θεωρείται ότι ο αγωγός είναι

ευθυγραμμισμένος με τον άξονα x. Οι οριακές συνθήκες του προβλήματος, σύμφωνα

με όσα ειπώθηκαν στην ενότητα 3.1, είναι:

i) Στην πρώτη είσοδο του αναμίκτη (είσοδος της πρώτης φάσης), η οποία είναι ευ-

θυγραμμισμένη με το κυρίως σώμα του αγωγού

• ταχύτητα: v = (0.1, 0, 0) m
s

• πίεση:
∂p
∂xj
nj = 0

• κλάσμα όγκου: α = 1

ii) Στην δεύτερη είσοδο του αναμίκτη, όπου εισέρχεται η δεύτερη υγρή φάση

• ταχύτητα: v = (0.0866,−0.05, 0) m
s

• πίεση:
∂p
∂xj
nj = 0

• κλάσμα όγκου: α = 0

iii) Στην ενιαία έξοδο του αναμίκτη

• ταχύτητα:
∂vi
∂xj
nj = 0, i = 1, 2, 3

• πίεση: p = 0

• κλάσμα όγκου:
∂α
∂xj
nj = 0

iv) Στο στερεό τοίχωμα του αναμίκτη

• ταχύτητα: vi = 0, i = 1, 2, 3

• πίεση:
∂p
∂xj
nj = 0

• κλάσμα όγκου:
∂α
∂xj
nj = 0

Για το συζυγές πρόβλημα οι οριακές συνθήκες προκύπτουν σύμφωνα με όσα αναφέρ-

θηκαν στην ενότητα 4.5. Το συζυγές πρόβλημα επιλύεται τόσο ως προς τη συνάρτηση

στόχο FP (εξ. 4.5), όσο και ως προς της συνάρτηση στόχο FU (εξ. 4.3). Είναι



46 Κεφάλαιο 5. Γένεση του Υπολογιστικού Πλέγματος και Προλέξεις της Ροής

άξιο αναφοράς ότι διαφορετικές συναρτήσεις-στόχοι F οδηγούν σε διαφορετικά συζυ-

γή πεδία, διότι, όπως έχει ήδη αναφερθεί στην ενότητα 4.5, στις οριακές συνθήκες του

συζυγούς προβλήματος εμφανίζεται η μερική παράγωγος της συνάρτησης-στόχου ως

προς τα ροϊκά μεγέθη. Με βάση τα παραπάνω γίνεται η επίλυση των εξισώσεων ροής

και προκύπτουν τα πεδία ταχύτητας, πίεσης και κλάσματος όγκου καθώς και η επίλυση

των συζυγών εξισώσεων, όπως φαίνεται στα σχήματα 5.5, 5.6, 5.7, αντίστοιχα. Αξίζει

να σημειωθεί ότι τα αποτελέσματα που παρουσιάζονται στα παραπάνω σχήματα προέκυ-

ψαν μετά από αριθμό επαναλήψεων περίπου ίσο με 1000. Στο σχήμα 5.4 παρουσιάζεται

η πορεία σύγκλισης των εξισώσεων του πρωτεύοντος και του συζυγούς προβλήματος

για τις συναρτήσεις-στόχους FP και FU , αντίστοιχα.

Ακόμα, από την επίλυση των εξισώσεων ροής προκύπτουν οι τιμές των συναρτήσεων-

Σχήμα 5.2: Κα-

τανομή του κλάσματος

όγκου στην έξοδο του

στατικού αναμίκτη

Σχήμα 5.3: Γραμμές ροής στην αρχική γεωμετρία του στατικού αναμίκτη χρωματι-

σμένες με την τιμή της ολικής πίεσης
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στόχων FU και FP , οι οποίες έχουν ήδη παρουσιαστεί στην ενότητα 4.2.

FU =
1

2

∫
SO

vini (α− α)2 dS = 1.5697 · 10−6 m
3

s

FP = −1

2

∫
SI∪SO

vini

(
p+

1

2
ρv2

j

)
dS = 1.0143 · 10−2Watt

Η μέση τιμή του κλάσματος όγκου α στην επιφάνεια εξόδου του αναμίκτη (εξ. 4.4),

που εμφανίζεται στη συνάρτηση-στόχο FU , προκύπτει ίση με α = 0.5003. Είναι εμφα-

νές ότι η παρουσία των εμποδίων στο εσωτερικό του αναμίκτη ευνοεί την ανάμιξη των

δύο φάσεων, διότι κατάντι των εμποδίων παρατηρείται ανακυκλοφορία της ροής. Στο

σχήμα 5.2 φαίνεται η κατανομή της κλάσματος όγκου α στην έξοδο της αρχικής γεωμε-

τρίας του στατικού αναμίκτη, προτού γίνει η βελτιστοποίηση της μορφής των εμποδίων.
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(α)

(β)

(γ)

Σχήμα 5.4: Γραμμές ροής στην αρχική γεωμετρία του στατικού αναμίκτη χρωματι-

σμένες με (α) την τιμή της στατικής πίεσης, (β) το μέτρο της ταχύτητας, (γ) την τιμή

του κλάσματος όγκου
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(α)

(β)

(γ)

Σχήμα 5.5: Γραμμές ροής στην αρχική γεωμετρία του στατικού αναμίκτη, για τη

συνάρτηση στόχο FP , χρωματισμένες με (α) την τιμή της συζυγούς πίεσης, (β) το μέτρο

της συζυγούς ταχύτητας, (γ) την τιμή του συζυγούς κλάσματος όγκου
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(α)

(β)

(γ)

Σχήμα 5.6: Γραμμές ροής στην αρχική γεωμετρία του στατικού αναμίκτη, για τη

συνάρτηση στόχο FU , χρωματισμένες με (α) την τιμή της συζυγούς πίεσης, (β) το μέτρο

της συζυγούς ταχύτητας, (γ) την τιμή του συζυγούς κλάσματος όγκου



5.2. Πρόλεξη της Ροής 51

(α) (β)

(γ)

Σχήμα 5.7: Η πορεία σύκλισης των εξισώσεων: (α) του πρωτεύοντος προβλήματος, (β)

του συζυγούς προβλήματος για τη συνάρτηση στόχο FP , (γ) του συζυγούς προβλήματος

για τη συνάρτηση στόχο FU
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Κεφάλαιο 6

Περί Ακρίβειας Υπολογισμού των

Παραγώγων Ευαισθησίας

6.1 Εισαγωγικά σχόλια

Σύμφωνα με τη βιβλιογραφία [26], υπάρχουν τρεις διατυπώσεις για τη συνεχή συζυγή

μέθοδο. Και οι τρεις καταλήγουν στις ίδιες συζυγείς πεδιακές εξισώσεις και συζυγε-

ίς οριακές συνθήκες, με διαφορερική, ωστόσο, έκφραση για την ολική παράγωγο της

συνάρτησης-στόχου ως προς τις μεταβλητές σχεδιασμού
−→
b . Η πρώτη συζυγής δια-

τύπωση οδηγεί στην εμφάνιση χωρικών ολοκληρωμάτων σε όλο το χωρίο ολοκλήρωσης

που περιλαμβάνουν τις μεταβολές των χωρικών συντεταγμένων των σημείων του πλέγ-

ματος
−→x ως προς τις μεταβλητές σχεδιασμού

−→
b (grid-sensitivities). Η παραπάνω

διατύπωση, η οποία ονομάζεται FI (Field Integral) συζυγής διατύπωση, αυξάνει το

υπολογιστικό κόστος της συζυγούς μεθόδου διότι απαιτεί τον υπολογισμό των παρα-

γώγων ευαισθησίας πλέγματος
δ−→x
δ
−→
b

και την ολοκλήρωσή τους σε ολόκληρο το χωρίο

ολοκλήρωσης.

Αργότερα, όπως προτείνεται από τους Anderson [40] και Jameson [41], προέκυψαν οι

λεγόμενες ‘reduced’ διατυπώσεις υπολογισμού της κλίσης της συνάρτησης-στόχου, οι

οποίες απαιτούν τον υπολογισμό επιφανειακών ολοκληρωμάτων στα όρια του χωρίου

ολοκλήρωσης, εξ ου και ονομάζονται SI (Surface Integral) συζυγείς διατυπώσεις. Η

παραπάνω διατύπωση είναι αυτή που αναπτύσσεται στο κεφ. 4. Είναι προφανές ότι η

SI μέθοδος παρουσιάζει χαμηλότερο υπολογιστικό κόστος συγκριτικά με την FI μέθο-
δο, η οποία απαιτεί τον υπολογισμό των παραγώγων ευαισθησίας του πλέγματος

δ−→x
δ
−→
b
.

Σε περίπτωση που οι προαναφερθείσες παράγωγοι υπολογίζονται με πεπερασμένες δια-

φορές γίνεται αντιληπτό ότι το υπολογιστικό κόστος αυξάνει γραμμικά με τον αριθμό

των μεταβλητών σχεδιασμού, διότι απαιτείται η επίλυση 2Ν εξισώσεων μετατόπισης του

πλέγματος (gdPDEs).
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Στην εργασία [26], αναπτύσσεται η Enhanced-SI (E-SI) συζυγής διατύπωση, η οποία

οδηγεί στον υπολογισμό της παραγώγου της συνάρτησης-στόχου με την ακρίβεια της

FI συζυγούς διατύπωσης και διατηρεί το χαμηλό υπολογιστικό κόστος της SI μεθόδου.
Στην ενότητα αυτή, αναπτύσσεται η FI συζυγής διατύπωση και αποδεικνύεται η ότι η

κατά FI έκφραση της παραγώγου ευαισθησίας είναι μαθηματικά ισοδύναμη με την α-

ντίστοιχη κατά SI (εξ. 4.57), υπό την προϋπόθεση πως δεν γίνεται η απαλοιφή του

όρου Leibniz. ΄Επειτα, γίνεται η διατύπωση της E-SI συζυγούς μεθόδου για τον υπολο-

γισμό της κλίσης της συνάρτησης-στόχου σε προβλήματα διφασικών ροών, με τα οποία

ασχολείται η διπλωματική εργασία. Τέλος, υπολογίζονται οι παράγωγοι ευαισθησίας

με τη μέθοδο των πεπερασμένων διαφορών, με την SI και E-SI συζυγή μέθοδο, και

εξάγονται τα σχετικά συμπεράσματα.

6.2 Η FI Συνεχής Συζυγής Μέθοδος

6.2.1 Γενικά περί της Συνεχούς Συζυγούς Μεθόδου

Σαν εισαγωγή, είναι σημαντικό να γίνει μια περιγραφή της συζυγούς μεθόδου σε ένα

γενικό πρόβλημα βελτιστοποίησης, στο οποίο τίθεται η ελαχιστοποίηση μιας συνάρ-

τησης κόστους F , ως προς τις μεταβλητές σχεδιασμού bn, (n = 1, . . . , N), υπό τους

ισοτικούς περιορισμούς Ri = 0, (i = 1, . . . , E) όπου Ε ο αριθμός των εξισώσεων. Σύμ-

φωνα και με όσα ειπώθηκαν στην ενότητα 4.3, ορίζεται η επαυξημένη συνάρτηση L,
από την αναλυτική έκφραση της συνάρτησης κόστους F , εάν σε αυτή προστεθούν τα

χωρικά ολοκληρώματα των περιορισμών ισότητας πολλαπλασιασμένων με τα αντίστοιχα

πεδία των συζυγών μεταβλητών

L = F +

∫
Ω

ΨiRidΩ (6.1)

όπου Ψi είναι οι συζυγείς μεταβλητές του προβλήματος και Ω το χωρίο ολοκλήρωσης.

Κατά τα γνωστά, επειδή οι εξισώσεις περιορισμού πρέπει να ικανοποιούνται στο εσω-

τερικό του χωρίου ολοκλήρωσης ισχύει ότι οι συναρτήσεις L, F έχουν την ίδια τιμή

και τις ίδιες παραγώγους.

Η παραγώγιση της εξ. 6.1 ως προς τις μεταβλητές σχεδιασμού του προβλήματος bn
δίνει

δL

δbn
=
δF

δbn
+

δ

δbn

∫
Ω

ΨiRidΩ (6.2)

Σύμφωνα με την FI συζυγή διατύπωση, η ανάπτυξη του τελευταίου όρου γίνεται ως
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εξής

δ

δbn

∫
Ω

ΨiRidΩ =

∫
Ω

Ψi
δRi

δbn
dΩ +

∫
Ω

ΨiRi
δ (dΩ)

δbn
(6.3)

Στην εργασία [41] αποδεικνύεται για την περίπτωση δομημένων πλεγμάτων, και στην

συνέχεια γενικεύεται για την περίπτωση μη-δομημένων πλεγμάτων [42], ότι

δ (dΩ)

δbn
=

∂

∂xk

(
δxk
δbn

)
dΩ (6.4)

Για την περαιτέρω ανάπτυξη των χωρικών ολοκληρωμάτων
∫

Ω
Ψi

δRi
δbn
dΩ, χρησιμοποιε-

ίται η σχέση που συνδέει την ολική παράγωγο με τη μερική χωρική μεταβολή μιας

οποιασδήποτε ροϊκής ποσότητας Φ

δ

δbn

(
∂Φ

∂xj

)
=

∂

∂xj

(
δΦ

δbn

)
− ∂Φ

∂xk

∂

∂xj

(
δxk
δbn

)
(6.5)

Απόδειξη της εξ. 6.5 : Με χρήση της εξ. 4.9, η ολική παράγωγος της κλίσης

του ροϊκού μεγέθους Φ ως προς το διάνυσμα των μεταβλητών σχεδιασμού
−→
b δίνει

δ

δbn

(
∂Φ

∂xj

)
=

∂

∂bn

(
∂Φ

∂xj

)
+

∂2Φ

∂xk∂xj

δxk
δbn

(6.6)

Η χωρική μεταβολή της παραγώγου της ροϊκής ποσότητας Φ ως προς τις μεταβλητές

σχεδιασμού
−→
b είναι

∂

∂xj

(
δΦ

δbn

)
=

∂

∂xj

(
∂Φ

∂bn

)
+

∂2Φ

∂xk∂xj

δxk
δbn

+
∂Φ

∂xk

∂

∂xj

(
δxk
δbn

)
(6.7)

Αφαιρώντας την εξ. 6.7 από την εξ. 6.6 προκύπτει η εξ. 6.5.

Κάνοντας χρήση του Θεωρήματος Gauss (εξ. 3.13) και της εξ. 6.5, γίνεται η ανάλυση

των χωρικών ολοκληρωμάτων της εξ. 6.2 και, αφού μηδενιστούν οι όροι στο εσωτερι-

κό των χωρικών και επιφανειακών ολοκληρωμάτων που περιέχουν τις ολικές μεταβολές

των ροϊκών μεγεθών ως προς τις μεταβλητές σχεδιασμού οι οποίοι θα αποτελέσουν τις

συζυγείς πεδιακές εξισώσεις και οριακές συνθήκες, αντίστοιχα, προκύπτει η FI συζυ-

γής διατύπωση της παραγώγου ευαισθησίας.

Τέλος, κάνοντας χρήση των εξ. 6.3, 6.4 είναι εύκολο να αποδειχθεί ότι η SI και η FI
διατύπωση είναι ισοδύναμες. Είναι
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δL

δbn

∣∣∣
FI

=
δF

δbn
+

∫
Ω

Ψi
δRi

δbn
dΩ +

∫
Ω

ΨiRi
∂

∂xk

(
δxk
δbn

)
dΩ

=
δF

δbn
+

∫
Ω

Ψi
∂Ri

∂bn
dΩ +

∫
Ω

Ψi
∂Ri

∂xk

δxk
δbn

dΩ

=
δF

δbn
+

∫
Ω

Ψi
∂Ri

∂bn
dΩ +

∫
S

ΨiRi
δxk
δbn

nkdS︸ ︷︷ ︸
΄Ορος Leibniz

−
∫

Ω

∂

∂xk

(
Ψi
δxk
δbn

)
RidΩ =

δL

δbn

∣∣∣
SI

επειδή οι εξισώσεις ροής ικανοποιούνται στο εσωτερικό του χωρίου ολοκλήρωσης

(Ri = 0). Είναι προφανές η FI και η SI συζυγής διατύπωση διαφέρουν ως προς τον

τρόπο ανάπτυξής τους: η πρώτη αναπτύσσεται ως προς τις ολικές παραγώγους των

ροϊκών μεγεθών, και λαμβάνει υπόψη την αλλαγή της γεωμετρίας εξαιτίας της μεταβο-

λής των μεταβλητών σχεδιασμού, ενώ η τελευταία αναπτύσσεται με χρήση των μερικών

παραγώγων των ροϊκών μεγεθών, και η μετατόπιση της γεωμετρίας υπεισέρχεται στον

όρο Leibniz.

6.2.2 Η FI Συνεχής Συζυγής Μέθοδος για Διφασικές
Ροές

Οι εξισώσεις Navier-Stokes για στρωτές, ασυμπίεστες, μόνιμες ροές όπου συνυπάρχουν

δύο αναμίξιμες υγρές φάσεις εντός του χωρίου ολοκλήρωσης παρουσιάζονται στην

ενότητα 3.1. Αυτές γράφονται στη μορφή Rp = 0, Rv
i = 0, Rα = 0, όπου

Rp = −∂(ρvi)

∂xi

Rv
i = ρvj

∂vi
∂xj
− ∂(µεij)

∂xj
+
∂p

∂xi
, i = 1, 2(, 3)

Rα = vi
∂α

∂xi
− ∂

∂xj

(
D
∂α

∂xj

)
όπου

εij =
∂vi
∂xj

+
∂vj
∂xi

είναι ο τανυστής των παραμορφώσεων, σύμφωνα και με όσα ειπώθηκαν στην ενότητα

3.1.

Σύμφωνα με τα προαναφερθέντα, ορίζεται η επαυξημένη συνάρτηση (εξ. 4.8), της
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οποίας η παράγωγος ως προς τις μεταβλητές σχεδιασμού δίνει

δL

δbn
=

δF

δbn
+

∫
Ω

q
δRp

δbn
dΩ +

∫
Ω

ui
δRv

i

δbn
dΩ +

∫
Ω

φ
δRα

δbn
dΩ

+

∫
Ω

(qRp + uiR
v
i + φRα)

δ(dΩ)

δbn

=
δF

δbn
+

∫
Ω

q
δRp

δbn
dΩ︸ ︷︷ ︸

1ο χωρικό ολοκλήρωμα

+

∫
Ω

ui
δRv

i

δbn
dΩ︸ ︷︷ ︸

2ο χωρικό ολοκλήρωμα

+

∫
Ω

φ
δRα

δbn
dΩ︸ ︷︷ ︸

3ο χωρικό ολοκλήρωμα

+

∫
Ω

(qRp + uiR
v
i + φRα)

∂

∂xk

(
δxk
δbn

)
dΩ

(6.8)

Επειδή οι εξισώσεις ροής ικανοποιούνται στο εσωτερικό του χωρίου ολοκλήρωσης, ο

τελευταίος όρος στο δεξί μέλος της εξ. 6.8 μηδενίζεται.

Ανάλυση 1ου χωρικού ολοκληρώματος

Κάνοντας χρήση του Θεωρήματος Gauss και των εξ. 6.4, 6.5, η ανάλυση του όρου∫
Ω
q δR

p

δbn
dΩ δίνει

∫
Ω

q
δRp

δbn
dΩ = −

∫
Ω

q
δ

δbn

(
∂(ρvi)

∂xi

)
dΩ

= −
∫

Ω

q
∂

∂xi

(
δ(ρvi)

δbn

)
dΩ +

∫
Ω

q
∂(ρvi)

∂xk

∂

∂xi

(
δxk
δbn

)
dΩ

= −
∫
S

qni
δ(ρvi)

δbn
dS +

∫
Ω

∂q

∂xi

δ(ρvi)

δbn
dΩ +

∫
S

q
∂(ρvi)

∂xk
ni
δxk
δbn

dS

−
∫

Ω

∂

∂xi

(
q
∂(ρvi)

∂xk

)
δxk
δbn

dΩ

= −
∫
S

ρqni
δvi
δbn

dS −
∫
S

ρ∆qvini
δα

δbn
dS +

∫
Ω

ρ
∂q

∂xi

δvi
δbn

dΩ

+

∫
Ω

ρ∆vi
∂q

∂xi

δα

δbn
dΩ +

∫
S

ρqni
∂vi
∂xk

δxk
δbn

dS

+

∫
S

ρ∆qvini
∂α

∂xk

δxk
δbn

dS −
∫

Ω

∂

∂xi

(
q
∂(ρvi)

∂xk

)
δxk
δbn

dΩ

(6.9)
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Ανάλυση 2ου χωρικού ολοκληρώματος

Σύμφωνα με τα προαναφερθέντα, ο όρος
∫

Ω
ui

δRvi
δbn
dΩ αναλύεται ως εξής

∫
Ω

ui
δRv

i

δbn
dΩ =

∫
Ω

ui
δ

δbn

(
ρvj

∂vi
∂xj
− ∂(µεij)

∂xj
+
∂p

∂xi

)
dΩ

=

∫
Ω

ui
δ

δbn

(
ρvj

∂vi
∂xj

)
dΩ︸ ︷︷ ︸

΄Ορος μεταφοράς

+

∫
Ω

ui
δ

δbn

(
∂p

∂xi

)
dΩ︸ ︷︷ ︸

΄Ορος πίεσης

−
∫

Ω

ui
δ

δbn

(
∂(µεij)

∂xj

)
dΩ︸ ︷︷ ︸

΄Ορος διάχυσης

(6.10)

Ως μαθηματική διατύπωση του όρου
∫

Ω
ui

∂Rvi
∂bn

dΩ, τα τρία ολοκληρώματα στο δεξί μέλος

της εξ. 6.10 αναλύονται το καθένα ξεχωριστά παρακάτω.

Το χωρικό ολοκλήρωμα του όρου μεταφοράς αναλύεται ως εξής

∫
Ω

ui
δ

δbn

(
ρvj

∂vi
∂xj

)
dΩ=

∫
Ω

ρ∆uivj
∂vi
∂xj

δα

δbn
dΩ+

∫
Ω

ρui
∂vi
∂xj

δvj
δbn

dΩ+

∫
Ω

ρuivj
δ

δbn

(
∂vi
∂xj

)
dΩ

(6.11)

Στο δεύτερο ολοκλήρωμα στο δεξί μέλος της εξ. 6.11 επιτρέπεται η εναλλαγή της

σειράς των δεικτών i, j χωρίς να επηρεάζεται η ορθότητα των υπολογισμών. Επίσης,

η περαιτέρω ανάπτυξη του τρίτου ολοκληρώματος γίνεται με χρήση της εξ. 6.5. ΄Ετσι,

λοιπόν, προκύπτει

∫
Ω

ui
δ

δbn

(
ρvj

∂vi
∂xj

)
dΩ =

∫
Ω

ρ∆uivj
∂vi
∂xj

δα

δbn
dΩ +

∫
Ω

ρuj
∂vj
∂xi

δvi
δbn

dΩ

+

∫
Ω

ρvjui
∂

∂xj

(
δvi
δbn

)
dΩ−

∫
Ω

ρvjui
∂vi
∂xk

∂

∂xj

(
δxk
δbn

)
dΩ

=

∫
Ω

ρ∆uivj
∂vi
∂xj

δα

δbn
dΩ +

∫
Ω

ρuj
∂vj
∂xi

δvi
δbn

dΩ

+

∫
S

ρuivjnj
δvi
δbn

dS −
∫

Ω

∂(ρvjui)

∂xj

δvi
δbn

dΩ

−
∫
S

ρuivjnj
∂vi
∂xk

δxk
δbn

dS +

∫
Ω

∂

∂xj

(
ρvjui

∂vi
∂xk

)
δxk
δbn

dΩ

(6.12)
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Κάνοντας χρήση της εξ. 6.5, η ανάλυση του όρου πίεσης στην εξ. 6.11 δίνει

∫
Ω

ui
δ

δbn

(
∂p

∂xi

)
dΩ =

∫
Ω

ui
∂

∂xi

(
δp

δbn

)
dΩ−

∫
Ω

ui
∂p

∂xk

∂

∂xi

(
δxk
δbn

)
dΩ

=

∫
S

uini
δp

δbn
dS −

∫
Ω

∂ui
∂xi

δp

δbn
dΩ

−
∫
S

uini
∂p

∂xk

δxk
δbn

dS +

∫
Ω

∂

∂xi

(
ui
∂p

∂xk

)
δxk
δbn

dΩ

(6.13)

Το χωρικό ολοκλήρωμα του όρου διάχυσης αναλύεται ως εξής

∫
Ω

ui
δ

δbn

(
∂(µεij)

∂xj

)
dΩ =

∫
Ω

ui
∂

∂xj

(
δ(µεij)

δbn

)
dΩ︸ ︷︷ ︸

Τ1

−
∫

Ω

ui
∂(µεij)

∂xk

∂

∂xj

(
δxk
δbn

)
dΩ︸ ︷︷ ︸

Τ2

(6.14)

Η ανάλυση του όρου (Τ1) δίνει

∫
Ω

ui
∂

∂xj

(
δ(µεij)

δbn

)
dΩ =

∫
S

uinj
δ(µεij)

δbn
dS −

∫
Ω

∂ui
∂xj

δ(µεij)

δbn
dΩ

=

∫
S

µ∆uiεijnj
δα

δbn
+

∫
S

µuinj
δεij
δbn

dS

−
∫

Ω

µ∆
∂ui
∂xj

εij
δα

δbn
dΩ−

∫
Ω

µ
∂ui
∂xj

δεij
δbn

dΩ

(6.15)

Στο τελευταίο ολοκλήρωμα της εξ. 6.15 ο τανυστής των παραμορφώσεων εij αντικα-

θίσταται από τη σχέση 3.3 προκειμένου, τελικά, ο όρος (Τ1) να περιλαμβάνει εντός των

χωρικών ολοκληρωμάτων τις παραγώγους μόνο των ροϊκών μεγεθών (πίεση p, ταχύτη-
τα vi, κλάσμα όγκου α) ως προς τις μεταβλητές σχεδιασμού. Επίσης, γίνεται εναλλαγή
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της σειράς των δεικτών i, j όπου κρίνεται απαραίτητο. ΄Ετσι, λοιπόν, προκύπτει

∫
Ω

ui
∂

∂xj
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δ(µεij)

δbn

)
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∫
S

µ∆uiεijnj
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∂xj

εij
δα

δbn
dΩ

−
∫

Ω

µ
∂ui
∂xj

δ

δbn

(
∂vi
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∂xi
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(6.16)

όπου

εαij =
∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi

είναι ο τανυστής των συζυγών παραμορφώσεων.

Ο όρος (Τ2) στην εξ. 6.14 αναλύεται κάνοντας χρήση του Θεωρήματος Gauss (εξ.
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3.13) ως εξής
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(6.17)

Ανάλυση 3ου χωρικού ολοκληρώματος

Σύμφωνα με τα προαναφερθέντα, η ανάλυση του όρου
∫

Ω
φ δR

α

δbn
dΩ δίνει

∫
Ω

φ
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dΩ︸ ︷︷ ︸

Τ3

−
∫

Ω

φ
δ

δbn

(
∂

∂xj

(
D
∂α

∂xj

))
dΩ︸ ︷︷ ︸
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(6.18)

Ο όρος (Τ3) αναλύεται με χρήση της εξ. 6.5. ΄Ετσι, προκύπτει
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∂xi

(
φvi

∂α

∂xk
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(6.19)

΄Οπως έχει ήδη αναφερθεί στην ενότητα 3.1, ο συντελεστής διάχυσης D λαμβάνει

σταθερή τιμή εντός του χωρίου ολοκλήρωσης. Η τιμή αυτή εξαρτάται από τις ιδιότητες

των εμπλεκόμενων φάσεων. Συνεπώς, η χωρική παράγωγος
∂D
∂xi

και η παράγωγος ως

προς τις μεταβλητές σχεδιασμού
∂D
∂bn

είναι μηδενικές. Σύμφωνα με την εξ. 4.9, η ολική

μεταβολή του συντελεστή διάχυσης ως προς τις μεταβλητές σχεδιασμού είναι επίσης
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μηδενική. Η ανάλυση του όρου (Τ4) δίνει

∫
Ω

φ
δ
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∂
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∂xj

)
dΩ

−
∫
S

Dφ
∂2α

∂xk∂xj
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(6.20)

6.2.3 Οι Παράγωγοι Ευαισθησίας

Αντικαθιστώντας τους όρους των εξ. 6.9, 6.12, 6.13, 6.16, 6.17, 6.19, 6.20 στην εξ.

6.8 προκύπτει η ολική παράγωγος της επαυξημένης συνάρτησης ως προς τις μεταβλητές
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σχεδιασμού του προβλήματος, η οποία έχει τη μορφή

δL

δbn
=
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∂vj
∂xi
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∂xj

)
+ ρ∆

(
vi
∂q

∂xi
+ uivj

∂vi
∂xj

)
+ µ∆

∂ui
∂xj

εij

)
δα

δbn
dΩ

−
∫

Ω

∂ui
∂xi

δp

δbn
dΩ +

∫
S

(
uini +

∂FSi
∂p

ni

)
δp

δbn
dS

+

∫
S

(
−ρ∆qvini − µ∆uiεijnj + φvini +D

∂φ

∂xj
nj +

∂FSi
∂α

ni

)
δα

δbn
dS

+

∫
S

(
−ρqni + ρuivjnj + µεαijnj +

∂FSj
∂vi

nj

)
δvi
δbn

dS

−
∫
S

µuinj
δεij
δbn

dS −
∫
S

φD
δ

δbn

(
∂α

∂xj
nj

)
dS +

∫
S

Dφ
∂α

∂xj

δnj
δbn

dS

−
∫
S

(
−ρqni + ρuivjnj + µεαijnj +

∂FSj
∂vi

nj

)
∂vi
∂xk

δxk
δbn

dS

+

∫
S

(
ρ∆qvini + µ∆uiεijnj − φvini −D

∂φ

∂xj
nj +

∂FSj
∂α

nj

)
∂α

∂xk

δxk
δbn

dS

−
∫
S

(
uini +

∂FSj
∂p

nj

)
∂p

∂xk

δxk
δbn

dS +

∫
S

µuinj
∂εij
∂xk

δxk
δbn

dS +

∫
S

Dφ
∂2α

∂xk∂xj

δxk
δbn

njdS

−
∫

Ω

∂

∂xj

{
q
∂(ρvj)

∂xk
− ρvjui

∂vi
∂xk
− uj

∂p

∂xk
+ ui

∂(µεij)

∂xk
− µεαij

∂vi
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(6.21)

Στην εξ. 6.21 η ολική μεταβολή της επαυξημένης συνάρτησης έχει εκφραστεί συναρ-

τήσει των ολικών μεταβολών των ροϊκών μεγεθών
δU
δbn

, όπου U = [p, vi, α], τόσο στο

εσωτερικό όσο και στα όρια του χωρίου ολοκλήρωσης. Επιβάλλοντας τον μηδενισμό

των όρων στο εσωτερικό των χωρικών ολοκληρωμάτων προκύπτουν οι συζυγείς πε-

διακές εξισώσεις, ενώ από τον μηδενισμό των όρων στο εσωτερικό των επιφανειακών

ολοκληρωμάτων αποκτούν μορφή οι οριακές συνθήκες του συζυγούς προβλήματος. Ε-

ίναι άξιο αναφοράς το γεγονός ότι και οι μεν και οι δε έχουν την ίδια μορφή με αυτήν

που περιγράφεται στις ενότητες 4.4 και 4.5, αντίστοιχα. Αυτό είναι αναμενόμενο διότι,

όπως έχει ήδη αναφερθεί στην ενότητα 6.1, όλες οι συζυγές διατυπώσεις οδηγούν στις

ίδιες συζυγείς πεδιακές εξισώσεις και οριακές συνθήκες.

Οι εναπομείναντες όροι στην εξ. 6.21, μετά την ικανοποίηση των συζυγών πεδιακών

εξισώσεων και οριακών συνθηκών, αποτελούν την κατά FI συζυγή διατύπωση παράγω-
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γο ευαισθησίας
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(6.22)

Εφόσον στα όρια εισόδου και εξόδου του χωρίου ολοκλήρωσης οι αλλαγές στις με-

ταβλητές σχεδιασμού δεν οδηγούν σε μεταβολή της γεωμετρίας
δxk
δbn

=
δnj
δbn

= 0, τα

επιφανειακά ολοκληρώματα που εμφανίζονται στην εξ. 6.22 υπολογίζονται πάνω στα

στερεά τοιχώματα του χωρίου ολοκλήρωσης.

6.3 Η Enhanced-SI (E-SI) Συζυγής Διατύπωση

Σύμφωνα με όσα ειπώθηκαν στην υποενότητα 6.2.1, οι SI και FI συζυγείς διατυπώσεις

είναι μαθηματικά ισοδύναμες. Εφόσον και οι δύο οδηγούν στις ίδιες συζυγείς πεδιακές

εξισώσεις και οριακές συνθήκες, αρκεί να γίνει η σύγκριση των όρων που εμφανίζονται

στις παραγώγους ευαισθησίας, δεδομένου ότι πρέπει να ισχύει

δL

δbn

∣∣∣
SI

=
δL

δbn

∣∣∣
FI

Συγκρίνοντας τους όρους που εμφανίζονται στις εξ. 4.57 και 6.22, και απαλείφοντας

τους κοινούς όρους, είναι φανερό ότι ο όρος Leibniz είναι ισοδύναμος με το χωρικό

ολοκλήρωμα στο δεξί μέλος της εξ. 6.22

∫
S
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δxk
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∫
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∂xk

+µεαij
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∂xk
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∂xk
+D

∂φ

∂xj
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∂xk
−Dφ ∂2α

∂xk∂xj

}
δxk
δbn

dΩ

(6.23)

Επίσης, είναι άξιο αναφοράς το γεγονός ότι ο όρος Leibniz είναι δύσκολο να υπολο-

γιστεί αριθμητικά. Για την ακρίβεια, παρουσιάζει αρκετή δυσκολία ο υπολογισμός των

υπολοίπων των εξισώσεων ροής πάνω στο όριο του χωρίου ολοκλήρωσης. Λ.χ., ο υπο-

λογισμός του υπολοίπου της εξίσωσης της ορμής Rv
i πάνω στο στερεό σύνορο απαιτεί
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τον υπολογισμό των δεύτερων χωρικών παραγώγων. Σε μη-δομημένα πλέγματα η α-

κρίβεια υπολογισμού δεύτερων χωρικών παραγώγων επί του ορίου εισάγει ανακρίβειες.

Στην εργασία [26] γίνεται εκτενής ανάλυση των λόγων που καθιστούν τον υπολογισμό

του όρου Leibniz αριθμητικά δύσκολο.

Σύμφωνα με τα προαναφερθέντα, εφόσον ο υπολογισμός του όρου Leibniz παρουσιάζει

σχετική δυσκολία θα μπορούσε στη θέση του να υπολογιστεί το χωρικό ολοκλήρωμα

στο δεξί μέλος της εξ. 6.23, καθώς οι δύο όροι είναι ισοδύναμοι. Ο προαναφερθείς

όρος, ο οποίος στη βιβλιογραφία [26] ονομάζεται VTerm, αντικαθιστά τον όρο Leibniz.

V Term =−
∫
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∂xj
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q
∂(ρvj)

∂xk
− ρvjui

∂vi
∂xk
− uj

∂p

∂xk
+ ui

∂(µεij)

∂xk
− µεαij

∂vi
∂xk

−φvj
∂α

∂xk
−D ∂φ

∂xj

∂α

∂xk
+Dφ

∂2α

∂xk∂xj

}
δxk
δbn

dΩ (6.24)

Ωστόσο, ο υπολογισμός του όρου VTerm αντί του όρου Leibniz, προκειμένου να γε-

φυρωθεί το χάσμα υπολογισμού των παραγώγων ευαισθησίας μεταξύ της SI και FI με-
θόδου, αυξάνει σημαντικά το υπολογιστικό κόστος. Γίνεται αντιληπτό ότι η παρουσία

των μεταβολών των συντεταγμένων των σημείων του πλέγματος ως προς τις μεταβλη-

τές σχεδιασμού
δxk
δbn

, επιβάλλει την επίλυση 2Ν εξισώσεων μετατόπισης του πλέγματος

(gdPDEs). Για παράδειγμα, στην περίπτωση που οι ενδιαφερόμενες μεταβολές υπο-

λογιστούν με ένα σχήμα Πεπερασμένων Διαφορών, κάθε μεταβλητή σχεδιασμού του

προβλήματος πρέπει να μεταβληθεί κατά ±ε, όπου ε μια θετική ποσότητα πολύ μικρής

τιμής. Κάθε μεταβολή στην τιμή μιας εκ των μεταβλητών σχεδιασμού οδηγεί σε με-

ταβολή της γεωμετρίας του στερεού συνόρου, η οποία διαδίδεται στο εσωτερικό του

χωρίου ολοκλήρωσης μέσω της επίλυσης μιας, ελλειπτικής συνήθως, μδε. Οι οριακές

συνθήκες της τελευταίας είναι οι παραμορφώσεις του στερεού συνόρου, ενώ στα υ-

πόλοιπα όρια του χωρίου ολοκλήρωσης επιβάλλονται μηδενικές συνθήκες Dirichlet για

τις μετατοπίσεις των σημείων του πλέγματος.

Βασική αρχή της E-SI συζυγούς μεθόδου είναι να αποφευχθεί ο υπολογισμός των

παραγώγων
δxk
δbn

στο εσωτερικό του πεδίου, δεδομένου ότι, όπως έγινε αντιληπτό, ο

υπολογισμός τους παρουσιάζει αυξημένο υπολογιστικό κόστος. Στο σημείο αυτό γίνε-

ται η υπόθεση ότι οι παραπάνω παράγωγοι υπολογίζονται από την επίλυση μιας μδε

τύπου Laplace, η οποία έχει τη μορφή

Rm
i =

∂2mi

∂x2
j

= 0 (6.25)

όπου mi είναι η μετατόπιση των καρτεσιανών συντεταγμένων των σημείων του πλέγ-

ματος. Το μέγεθος mi αποτελεί συνάρτηση των συντεταγμένων των σημείων του
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πλέγματος xk αλλά και των μεταβλητών σχεδιασμού του προβλήματος, γιατί αυτές κα-

θορίζουν τις οριακές συνθήκες της εξ. 6.25.

Η συνάρτηση L (εξ. 4.8) επαυξάνεται με το χωρικό ολοκλήρωμα σε όλο το χωρίο

ολοκλήρωσης του υπολοίπου της εξ. 6.25 πολλαπλασιασμένο με την αντίστοιχη συζυγή

μεταβλητή. ΄Ετσι, λοιπόν, προκύπτει

L = F +

∫
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qRpdΩ +

∫
Ω

uiR
v
i dΩ +

∫
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φRα +

∫
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mα
i R

m
i dΩ (6.26)

όπου mα
i είναι η συζυγής ποσότητα για το mi. Η παραγώγιση της συνάρτησης L ως

προς τις μεταβλητές σχεδιασμού του προβλήματος δίνει
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(6.27)

Η ανάλυση των όρων
δ
δbn

∫
Ω
qRpdΩ, δ

δbn

∫
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uiR

v
i dΩ, δ

δbn

∫
Ω
φRαdΩ στο δεξί μέλος της

εξ. 6.27 έχει ήδη παρουσιαστεί στην ενότητα 4.3 με την SI συζυγή διατύπωση καθώς

και στην υποενότητα 6.2.2 με την FI συζυγή διατύπωση. Η ανάλυση του τελευταίου

όρου στο δεξί μέλος της εξ. 6.27 γίνεται με χρήση του θεωρήματος ολοκλήρωσης
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Leibniz (εξ. 4.12) ως εξής
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(6.28)

Στο τελευταίο βήμα της ανάλυσης του όρου
δ
δbn

∫
Ω
mα
i R

m
i dΩ χρησιμοποιείται η σχέση

που συνδέει τη μερική παράγωγο της ποσότηταςmi ως προς τις μεταβλητές σχεδιασμού

με τις παραγώγους ευαισθησίας των κόμβων του πλέγματος

δxi
δbn

=
∂mi

∂bn
(6.29)

Από την εξ. 6.28 γίνεται αντιληπτό ότι η ολική παράγωγος του όρου
∫

Ω
mα
i R

m
i dΩ

ως προς τις μεταβλητές σχεδιασμού δεν εξαρτάται των ολικών μεταβολών των ροϊκών

μεγεθών. Συνεπώς, οι συζυγείς πεδιακές εξισώσεις και οι οριακές συνθήκες του συζυ-

γούς προβλήματος παραμένουν οι ίδιες. Προσθέτοντας τους όρους της εξ. 6.28 στην
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παράγωγο ευαισθησίας (εξ. 6.22) προκύπτει
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(6.30)

Δεδομένου ότι, σύμφωνα με την E-SI συζυγή διατύπωση, οι μεταβολές των συντεταγ-

μένων των εσωτερικών κόμβων του πλέγματος (grid-sensitivities) δεν είναι επιθυμητό

να υπολογιστούν, επιβάλλεται ο μηδενισμός των όρων στο εσωτερικό των χωρικών

ολοκληρωμάτων που τις περιέχουν. ΄Ετσι, προκύπτει η συζυγής εξίσωση μετατόπισης

του πλέγματος (adjoint mesh movement equation), η οποία έχει τη μορφή
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(6.31)

Επιβάλλοντας τον μηδενισμό των συντελεστών του όρου
∂
∂xj

(
δxk
δbn

)
στα όρια του χωρίου

ολοκλήρωσης, προκύπτουν οι οριακές συνθήκες για τη συζυγή μεταβλητήmα
i . Εφόσον

το μόνο ολοκλήρωμα που περιέχει τον όρο
∂
∂xj

(
δxk
δbn

)
είναι το πρώτο ολοκλήρωμα στην

εξ. 6.28 έχουμε ότι

mα
k = 0 (6.32)

σε όλο το όριο του χωρίου ολοκλήρωσης. Συνεπώς, ο όρος
∫
S
mα
i R

m
i
δxk
δbn
nkdS απαλε-

ίφεται και οι εναπομείναντες όροι στην εξ. 6.30 αποτελούν την E-SI διατύπωση των
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παραγώγων ευαισθησίας
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(6.33)

Το πρόσθετο υπολογιστικό κόστος υπολογισμού των παραγώγων ευαισθησίας με χρήση

της εξ. 6.33, αντί της εξ. 4.57, έγκειται στην επίλυση της συζυγούς εξίσωσης πα-

ραμόρφωσης του πλέγματος (εξ. 6.31). Η τελευταία επιλύεται απεμπλεγμένα, μετά

δηλαδή την επίλυση των εξισώσεων του πρωτεύοντος και συζυγούς προβλήματος, δι-

ότι η ποσότητα mα
i δεν συνεισφέρει στις συζυγείς πεδιακές εξισώσεις. Επίσης, είναι

άξιο αναφοράς ότι το υπολογιστικό κόστος επίλυσης της εξ. 6.31 είναι αμελητέο συ-

γκριτικά με την επίλυση των εξισώσεων ροής και την επίλυση των συζυγών πεδιακών

εξισώσεων. Επομένως, είναι προφανές ότι η E-SI συζυγής διατύπωση επιτυγχάνει τα

δύο προτερήματα της SI μεθόδου: ανεξαρτησία υπολογισμού των παραγώγων ευαισθη-

σίας από το πλήθος των μεταβλητών σχεδιασμού του προβλήματος και ο υπολογισμός

τους βασίζεται σε επιφανειακά ολοκληρώματα στα όρια του χωρίου ολοκλήρωσης.

6.4 Πιστοποίηση Υπολογισμού Παραγώγων Ευαι-

σθησίας με τις Συζυγείς Μεθόδους

Στην ενότητα αυτή παρουσιάζονται τα αποτελέσματα υπολογισμού των παραγώγων

ευαισθησίας σε μια 2Δ γεωμετρία ενός αγωγού με δύο εισόδους, από όπου εισέρχονται

δύο φάσεις με διαφορετικές ιδιότητες, και ενιαία έξοδο, από όπου εξέρχεται το μείγμα.

Το υπολογιστικό πλέγμα για την παραπάνω γεωμετρία παρουσιάζεται στο σχήμα 6.1

και αποτελείται από περίπου 72.000 κυψέλες-όγκους ελέγχου. Οι ιδιότητες των δύο

φάσεων στο εσωτερικό του αγωγού παρουσιάζονται στον πίνακα 6.1. Επίσης, το μέτρο

της ταχύτητας στις δύο εισόδους του αγωγού λαμβάνεται ίσο με 0.05m/s και έτσι

μπορεί να προσδιοριστεί η τιμή του αριθμού Reynolds της ροής χρησιμοποιώντας τη

μέση τιμή της κινηματικής συνεκτικότητας για το μείγμα

Re =
vD

ν
≈ 357

όπου D = 0.1m η εσωτερική διάμετρος του αγωγού. Η τιμή του αριθμού Reynolds
είναι αρκετά χαμηλή ώστε να μπορεί να χρησιμοποιηθεί το μοντέλο στρωτής ροής και

να αποφευχθεί η χρήση μοντέλου τύρβης.

Ο αγωγός περιλαμβάνει ένα συγκλίνον τμήμα, λίγο πριν την έξοδο, το οποίο παρα-
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Ρευστό 1 Ρευστό 2

Πυκνότητα (kg/m3
) 1500 1300

Κινηματική Συνεκτικότητα (m2/s) 1.5 · 10−5 1.3 · 10−5

Πίνακας 6.1: 2Δ αγωγός με δύο εισόδους και ενιαία έξοδο: Ιδιότητες ρευστών

(α)

(β) (γ)

Σχήμα 6.1: 2Δ αγωγός με δύο εισόδους και ενιαία έξοδο: (α) γενική εικόνα υπολογι-

στικού πλέγματος, (β) λεπτομέρεια του πλέγματος στο συγκλίνον τμήμα του αγωγού, (γ)

τοποθέτηση σημείων ελέγχου της γεωμετρίας στο συγκλίνον τμήμα του αγωγού

μετροποιείται με χρήση ογκομετρικών καμπυλών B-Splines. Τα σημεία ελέγχου της

γεωμετρίας αποτελούν τις μεταβλητές σχεδιασμού του προβλήματος και ο υπολογι-

σμός των παραγώγων ευαισθησίας της εκάστοτε συνάρτησης-στόχου γίνεται ως προς

τις μετατοπίσεις αυτών. Στο σχήμα 6.1.γ παρουσιάζεται το 9 × 5 δομημένο πλέγμα

μορφοποίησης που τοποθετήθηκε στην περιοχή στένωσης της διατομής του αγωγού.

Αξίζει να σημειωθεί ότι τα σημεία ελέγχου που χρωματίζονται με κόκκινο χρώμα στο

σχήμα 6.1.γ είναι ανενεργά.

Οι παράγωγοι ευαισθησίας του προβλήματος υπολογίζονται και με τις τρεις συζυγείς

μεθόδους (SI, FI, E-SI). Για αυτόν τον σκοπό, απαιτείται πρώτα η επίλυση των εξι-

σώσεων του πρωτεύοντος και του συζυγούς προβλήματος στο εσωτερικό του αγωγού

και, στη συνέχεια, με διαφορετική επεξεργασία των γνωστών πεδίων του πρωτεύοντος

και συζυγούς προβλήματος γίνεται ο υπολογισμός των παραγώγων με την SI, FI και

E-SI συζυγή διατύπωση. Για την επίλυση των εξισώσεων του πρωτεύοντος και συζυγο-
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Σχήμα 6.2: 2Δ αγωγός με δύο εισόδους και ενιαία έξοδο: Οι τιμές των παραγώγων της

συνάρτησης-στόχου JP ως προς τις μεταβλητές σχεδιασμού. Αριστερά παρουσιάζονται οι

παράγωγοι ως προς τις μετατοπίσεις των σημείων ελέγχου κατά τη διεύθυνση-x, δεξιά

κατά τη διεύθυνση-y

Σχήμα 6.3: 2Δ αγωγός με δύο εισόδους και ενιαία έξοδο: Οι τιμές των παραγώγων της

συνάρτησης-στόχου Jα ως προς τις μεταβλητές σχεδιασμού. Αριστερά παρουσιάζονται οι

παράγωγοι ως προς τις μετατοπίσεις των σημείων ελέγχου κατά τη διεύθυνση-x, δεξιά

κατά τη διεύθυνση-y

ύς προβλήματος χρησιμοποιήθηκαν οι σχετικοί επιλύτες που προγραμματίστηκαν στο

πλαίσιο της εργασίας, ενώ για την επεξεργασία των πεδίων ροής και των συζυγών πε-

δίων με σκοπό τον υπολογισμό των παραγώγων ευαισθησίας με τις συζυγείς μεθόδους

αναπτύχθηκε κατάλληλο λογισμικό σε γλώσσα προγραμματισμού C++ και σε περι-

βάλλον OpenFOAM. Ακόμα, προκειμένου να πιστοποιηθεί η ορθότητα υπολογισμού

των παραγώγων ευαισθησίας με τις συζυγείς μεθόδους, οι τελευταίες υπολογίζονται

και με τη μέθοδο των πεπερασμένων διαφορών, η οποία απαιτεί την επίλυση του πρω-

τεύοντος προβλήματος δύο φορές για κάθε μεταβλητή σχεδιασμού και ανά κατεύθυνση

μετατόπισης των σημείων ελέγχου.
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Οι συναρτήσεις-στόχοι που χρησιμοποιήθηκαν για τη μελέτη αυτή είναι οι απώλειες

ολικής πίεσης στο εσωτερικό του αγωγού και η μέση τιμή του κλάσματος όγκου στην

έξοδο του αγωγού πολλαπλασιασμένη με την επιφάνεια εξόδου. Η μαθηματική έκφραση

των προηγούμενων συναρτήσεων-στόχων είναι

JP = −1

2

∫
SI,O

vini

(
p+

1

2
ρv2

j

)
dS (6.34)

Jα = α|SO| =
∫
SO

αdS (6.35)

Στα σχήματα 6.2 παρουσιάζονται οι τιμές των παραγώγων της συνάρτησης-στόχου

JP ως προς τις μεταβολές των μεταβλητών σχεδιασμού. Παρατηρώντας το σχήμα 6.2

είναι εμφανές ότι οι παράγωγοι της συνάρτησης JP που υπολογίζονται με τις συζυγείς

μεθόδους ταυτίζονται, σχεδόν, μεταξύ τους, αλλά και με τις πεπερασμένες διαφορές.

Στο σχήμα 6.3 παρουσιάζονται οι τιμές των παραγώγων της συνάρτησης-στόχου Jα
ως προς τις μεταβολές των μεταβλητών σχεδιασμού. Και σε αυτήν την περίπτωση

παρατηρείται ομοιότητα των παραγώγων που υπολογίζονται με τις συζυγείς μεθόδους

καθώς και με τις πεπερασμένες διαφορές.

6.5 Υπολογισμός των Παραγώγων Ευαισθησίας

του Στατικού Αναμίκτη

Στην ενότητα αυτή υπολογίζονται οι παράγωγοι ευαισθησίας στο πρόβλημα βελτιστο-

ποίησης του στατικού αναμίκτη, με το οποίο ασχολείται η παρούσα εργασία. Συγκε-

κριμένα, γίνεται υπολογισμός των παραγώγων της συνάρτησης-στόχου ως προς τις

μεταβλητές σχεδιασμού με την SI (εξ. 4.57) και E-SI (εξ. 6.30) συζυγή διατύπωση,

προκειμένου να γίνει εμφανής η επίδραση του όρου Leibniz στην ορθότητα υπολογισμού

των παραγώγων ευαισθησίας. Κατά τον υπολογισμό των παραγώγων με την SI συζυγή
διατύπωση, ο τελευταίος παραλείπεται υπό την σύνηθη παραδοχή ότι τα υπόλοιπα των

εξισώσεων ροής είναι μηδέν στα όρια του χωρίου ολοκλήρωσης. Επίσης, οι παράγωγοι

ευαισθησίας υπολογίζονται δύο φορές, μια φορά ως προς τη συνάρτηση-στόχο FP (εξ.

4.5) και άλλη μία ως προς τη συνάρτηση-στόχο FU (εξ. 4.3).

Επιπλέον, στο πλαίσιο αυτής της εργασίας, οι παράγωγοι ως προς τις μεταβλητές

σχεδιασμού υπολογίζονται και με τη μέθοδο των πεπερασμένων διαφορών. ΄Ετσι, η

παράγωγος της συνάρτησης-στόχου ως προς την n-οστή μεταβλητή σχεδιασμού υπο-

λογίζεται ως εξής

δF

δbn
=
F (b1, . . . , bn + ε, . . . , bN)− F (b1, . . . , bn − ε, . . . , bN)

2ε
(6.36)
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όπου ε μια θετική ποσότητα πολύ μικρής τιμής. Αξίζει να σημειωθεί ότι η μέθοδος των

πεπερασμένων διαφορών αποτελεί ένα μέτρο σύγκρισης για τις τιμές των παραγώγων

που υπολογίζονται με την SI και E-SI συζυγή μέθοδο.

Το υπολογιστικό πλέγμα που χρησιμοποιήθηκε για τον υπολογισμό των παραγώγων

αποτελείται από περίπου 209.500 κυψέλες-όγκους ελέγχου και έχει ήδη παρουσιαστεί

στο κεφ. 5, όπου γίνεται η πρόλεξη της ροής στο εσωτερικό του αναμίκτη. Τα επιφα-

νειακά ολοκληρώματα που εμφανίζονται στην έκφραση των παραγώγων ευαισθησίας,

εξ. 4.57, 6.30, αντίστοιχα, υπολογίζονται πάνω στην επιφάνεια των εμποδίων. Για την

παραμετροποίηση των τελευταίων χρησιμοποιούνται ογκομετρικές καμπύλες B-Splines,
τα σημεία ελέγχου των οποίων αποτελούν τις μεταβλητές σχεδιασμού ως προς τις ο-

ποίες υπολογίζονται οι παράγωγοι ευαισθησίας. Στο σχήμα 6.5 παρουσιάζεται η τοπο-

θέτηση σημείων ελέγχου της γεωμετρίας γύρω από την περιοχή ενός εμποδίου. Είναι

σημαντικό ότι τα σημεία ελέγχου δεν επιτρέπεται να μετατοπιστούν κατά τη διαμήκη

διεύθυνση του αναμίκτη (διεύθυνση x), διότι κάτι τέτοιο ίσως οδηγήσει σε μεταβολή

του πάχους, το οποίο δεν είναι επιθυμητό. ΄Ετσι, λοιπόν, οι παράγωγοι υπολογίζονται

ως προς τις μεταβολές των συντεταγμένων των σημείων ελέγχου κατά τη διεύθυνση y
και z, αντίστοιχα. Η παραμετροποίηση του προβλήματος παρουσιάζεται αναλυτικότερα

στο κεφ. 7, όπου εφαρμόζεται η συζυγής μέθοδος στην βελτιστοποίηση του αναμίκτη.

Στο σχήμα 6.6 δίνονται, ενδεικτικά, οι τιμές των παραγώγων της συνάρτησης-στόχου

FP ως προς τα σημεία ελέγχου της γεωμετρίας του πρώτου εμποδίου. Παρατηρείται

ότι η τιμή των παραγώγων ως προς τις μεταβολές των σημείων ελέγχου στη διεύθυνση

y, υπολογισμένες με την E-SI συζυγή μέθοδο και με τη μέθοδο των πεπερασμένων

διαφορών, δεν ταυτίζονται μεταξύ τους. Ωστόσο, είναι θετικό ότι και οι δύο μέθοδοι

οδηγούν σε παραγώγους ευαισθησίας ίδιας τάξης μεγέθους. Αντίθετα, ο υπολογισμός

των παραγώγων με την SI συζυγή μέθοδο ενδέχεται να οδηγήσει σε τιμές παραγώγων

χαμηλότερης τάξης μεγέθους. Μεγαλύτερη ομοιότητα παρουσιάζει η μορφή των πα-

ραγώγων της συνάρτησης FP ως προς τη μεταβολή των σημείων ελέγχου κατά τη

διεύθυνση z. Σε αυτήν την περίπτωση, παρατηρείται ομοιότητα των παραγώγων που

υπολογίζονται με την E-SI διατύπωση και με πεπερασμένες διαφορές, αλλά όχι απόλυτη

ταύτιση. Επίσης, η ακρίβεια υπολογισμού των παραγώγων με την SI συζυγή μέθοδο

είναι και σε αυτή την περίπτωση αμφισβητήσιμη αφού ενδέχεται να οδηγήσει σε πα-

ραγώγους με διαφορετικό πρόσημο, όπως φαίνεται στο σχήμα 6.6.β. Στο σχήμα 6.7

παρουσιάζονται οι τιμές των παραγώγων της συνάρτησης-στόχου FU για τις μεταβλητές

σχεδιασμού του πρώτου εμποδίου του αναμίτκη. Σε αυτήν την περίπτωση οι τιμές των

παραγώγων υπολογισμένες με την E-SI συζυγή μέθοδο και με πεπερασμένες διαφορές

παρουσιάζουν σημαντικές διαφορές, αλλά διατηρείται, ευτυχώς, η ίδια τάξη μεγέθους.

Ακόμα, είναι άξιο αναφοράς ότι οι τιμές των παραγώγων ως προς τη μεταβολή των

σημείων ελέγχου κατά τη διεύθυνση y που προκύπτουν με την SI συζυγή μέθοδο είναι

αρκετές τάξεις μεγέθους μικρότερες συγκριτικά με τα αποτελέσματα που δίνουν οι άλ-

λες δύο μέθοδοι. Εν πάσει περιπτώσει, γίνεται αντιληπτό ότι η ακρίβεια υπολογισμού

των παραγώγων ευαισθησίας με την SI συζυγή διατύπωση είναι αμφισβητήσιμη. ΄Ετσι,
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λοιπόν, κατά τη βελτιστοποίηση του αναμίκτη, η οποία πραγματοποιείται στο κεφ. 7,

ο υπολογισμός των παραγώγων της συνάρτησης-στόχου γίνεται με την E-SI συζυγή

μέθοδο.

Σχήμα 6.4: ΄Εμφαση στην πυκνότητα του πλέγματος κοντά στην περιοχή των εμποδίων

του στατικού αναμίκτη, πάνω στην επιφάνεια των οποίων υπολογίζονται οι παράγωγοι με

τη συζυγή μέθοδο

Σχήμα 6.5: Ση-

μεία ελέγχου ογκομε-

τρικής καμπύλης B-
Splines για την παραμε-

τροποίηση της γεωμε-

τρίας των εμποδίων του

στατικού αναμίκτη
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(α) (β)

Σχήμα 6.6: Σύγκριση των παραγώγων της συνάρτησης-στόχου FP ως προς τις με-

ταβλητές σχεδιασμού του πρώτου εμποδίου, υπολογισμένων με την SI και E-SI συζυγή

διατύπωση και με τη μέθοδο των πεπερασμένων διαφορών. Αριστερά (α) παρουσιάζονται

οι παράγωγοι κατά την y-διεύθυνση, δεξιά (β) οι παράγωγοι κατά την z-διεύθυνση

(α) (β)

Σχήμα 6.7: Σύγκριση των παραγώγων της συνάρτησης-στόχου FU ως προς τις με-

ταβλητές σχεδιασμού του πρώτου εμποδίου, υπολογισμένων με την SI και E-SI συζυγή

διατύπωση και με τη μέθοδο των πεπερασμένων διαφορών. Αριστερά (α) παρουσιάζονται

οι παράγωγοι κατά την y-διεύθυνση, δεξιά (β) οι παράγωγοι κατά την z-διεύθυνση
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Κεφάλαιο 7

Βελτιστοποίηση μιας Συσκευής

Ανάμιξης Δύο Ρευστών

Στην ενότητα αυτή εφαρμόζεται η συνεχής συζυγής μέθοδος στη βελτιστοποίηση μιας

συσκευής ανάμιξης δύο ρευστών. Η γεωμετρία του στατικού αναμίκτη έχει ήδη καθο-

ριστεί στο κεφ. 2. Η συσκευή αποτελείται από δύο εισόδους, από όπου εισέρχονται

δύο ρευστά με διαφορετικές ιδιότητες, μία έξοδο, ενώ στο εσωτερικό του αγωγού ε-

ίναι τοποθετημένα εμπόδια σε σταθερή και ίση απόσταση μεταξύ τους. Στην εργασία,

εξετάζεται ο επανασχεδιασμός της γεωμετρίας των εμποδίων ώστε να επιτυγχάνεται ε-

λαχιστοποίηση της συνάρτησης-στόχου F (εξ. 4.6). Οι συντελεστές βαρύτητας w1, w2

επιλέγονται με κατάλληλο τρόπο ως εξής

w1 =
w1

F 0
U

, w2 =
w2

F 0
P

(7.1)

όπου F 0
U , F

0
P είναι οι τιμές των συναρτήσεων FU , FP υπολογισμένων στην αρχική γε-

ωμετρία του στατικού αναμίκτη, αντίστοιχα.

Στον πίνακα 7.1 παρουσιάζονται οι ιδιότητες των δύο ρευστών εντός του στατικού

αναμίκτη κατά τη διαδικασία της βελτιστοποίησης.

Ρευστό 1 Ρευστό 2

Πυκνότητα (kg/m3
) 1500 1300

Κινηματική Συνεκτικότητα (m2/s) 1.5 · 10−5 1.3 · 10−5

Παροχή μάζας στην είσοδο (kg/s) 0.295 0.255

Πίνακας 7.1: Στατικός αναμίκτης: Ιδιότητες των δύο ρευστών



78 Κεφάλαιο 7. Βελτιστοποίηση μιας Συσκευής Ανάμιξης Δύο Ρευστών

7.1 Παραμετροποίηση της Γεωμετρίας των Ε-

μποδίων με Ογκομετρικές Καμπύλες B-Splines

Προκειμένου να πραγματοποιηθεί η διαδικασία βελτιστοποίησης του αναμίκτη της ροής

είναι απαραίτητο να προταθεί μία μέθοδος παραμετροποίησης της γεωμετρίας των εμπο-

δίων, που είναι τοποθετημένα στο εσωτερικό. Στην εργασία, επιλέχθηκε η τεχνική της

μορφοποίησης με ογκομετρικές B-Splines, μέσω των οποίων θα προκύψουν τα σημεία

ελέγχου της γεωμετρίας, τα οποία θα αποτελέσουν τις μεταβλητές σχεδιασμού του

προβλήματος.

΄Εστω ότι bijkm ,m ∈ [1, 3], i ∈ [0, I], j ∈ [0, J ], k ∈ [0, K] είναι οι καρτεσιανές συντε-

ταγμένες του σημείου ελέγχου υπ αριθμόν ijk σε ένα 3Δ δομημένο πλέγμα σημείων

ελέγχου, όπου I, J,K είναι ο αριθμός των σημείων ελέγχου στις τρεις καρτεσιανές

διευθύνσεις, αντίστοιχα. Οι καρτεσιανές συντεταγμένες x = [x, y, z]T των σημείων

του πλέγματος που βρίσκονται εντός των ορίων του πλέγματος που ορίζεται από τα

σημεία ελέγχου υπολογίζονται ως εξής

xm (u, v, w) = Ui,pu (u)Vj,pv (v)Wk,pw (w) bijkm (7.2)

όπου U = [u, v, w]T είναι οι παραμετρικές συντεταγμένες των σημείων του πλέγματος,

U, V,W είναι οι συναρτήσεις βάσης B-Splines βαθμού pu, pv, pw, αντίστοιχα, σύμφωνα

με το Παράρτημα Α΄. Να σημειωθεί ότι ο βαθμός των συναρτήσεων βάσης δεν είναι α-

παραίτητα ίδιος και στις τρεις διευθύνσεις. Εάν οι παραμετρικές συντεταγμένες U ενός

σημείου του πλέγματος είναι γνωστές, τότε μπορούν να υπολογιστούν οι καρτεσιανές

συντεταγμένες του σημείου με χρήση της εξ. 7.2, και μάλιστα με αμελητέο υπολογι-

στικό κόστος.

Από εδώ και στο εξής, προκειμένου να γίνεται διάκριση ανάμεσα στο υπολογιστικό

πλέγμα, στους όγκους ελέγχου του οποίου υπολογίζονται τα ροϊκά μεγέθη, και στο

πλέγμα που ορίζουν τα σημεία ελέγχου μιας ογκομετρικής καμπύλης B-Splines, το

πρώτο θα αναφέρεται ως ‘υπολογιστικό πλέγμα’ ενώ το δεύτερο ως ‘πλέγμα μορφοπο-

ίησης’.

Στην εργασία αυτή, η οποία ασχολείται με τη βελτιστοποίηση μορφής ενός στατικού

αναμίκτη, τοποθετείται ένα 5×11×3 δομημένο πλέγμα μορφοποίησης γύρω από καθένα

από τα έξι εμπόδια στο εσωτερικό του αναμίκτη, όπως φαίνεται στο σχήμα 7.1. Οι

συναρτήσεις βάσης επιλέχθηκε να έχουν βαθμό pu = 3, pv = 3, pw = 2, αντίστοιχα.

Τα σημεία του πλέγματος που βρίσκονται γύρω από τα εμπόδια και εντός των ορίων του

πλέγματος μορφοποίησης παραμετροποιούνται, δηλαδή για κάθε σημείο του πλέγματος

με γνωστές καρτεσιανές συντεταγμένες r = [xr, yr, zr]
T

υπολογίζονται οι αντίστοιχες
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Σχήμα 7.1: Τοπο-

θέτηση ενός 5×11×3
πλέγματος μορφοποίη-

σης γύρω από την πε-

ριοχή ενός εμποδίου.

Τα σημεία του πλέγ-

ματος που βρίσκονται

γύρω από το εμπόδιο

και εντός των ορίων

του μαύρου ¨κουτιού¨,

που ορίζεται από τα ε-

ξωτερικά σημεία ελέγ-

χου, μετατοπίζονται ε-

ξαιτίας της μετατόπισης

των πράσινων σημείων

ελέγχου.

παραμετρικές συντεταγμένες από την επίλυση του συστήματος

R (u, v, w) =

 x (u, v, w)− xr = 0
y (u, v, w)− yr = 0
z (u, v, w)− zr = 0

 (7.3)

όπου η ποσότητα xm (u, v, w) υπολογίζεται από τη σχέση 7.2, για τις γνωστές τιμές

των καρτεσιανών συντεταγμένων των σημείων ελέγχου b. Το 3× 3 σύστημα των εξι-

σώσεων που περιγράφεται από την εξ. 7.3 επιλύεται με τη μέθοδο Newton-Raphson,
αφού υπολογιστεί το Ιακωβιανό μητρώο

∂xm
∂uj

όπου m, j ∈ [1, 3].

Επίσης, αξίζει να σημειωθεί ότι τα σημεία ελέγχου του πλέγματος μορφοποίησης, που

παρουσιάζεται στο σχήμα 7.1, τα οποία χρωματίζονται με κόκκινο χρώμα είναι ανε-

νεργά, δηλαδή δεν μετατοπίζονται κατά τη διαδικασία της βελτιστοποίησης. ΄Ετσι,

λοιπόν, μόνο τα σημεία που χρωματίζονται με πράσινο χρώμα συμμετέχουν στην πα-

ραμετροποίηση του σχήματος των εμποδίων. Αυτά τα σημεία ελέγχου δεν επιτρέπεται

να μετακινηθούν κατά τη διαμήκη κατεύθυνση του αγωγού, διότι κάτι τέτοιο μπορεί

να οδηγήσει σε μεταβολή του πάχους των εμποδίων, το οποίο δεν είναι επιθυμητό για

κατασκευαστικούς λόγους. Τέλος, προκειμένου να διατηρηθεί η επίπεδη επιφάνεια στο

πάνω μέρος των εμποδίων, κάθε τριάδα ενεργών σημείων ελέγχου κατά τη διαμήκη κα-

τεύθυνση μετατοπίζεται ενιαία με χρήση της μέσης τιμής των παραγώγων ευαισθησίας.



80 Κεφάλαιο 7. Βελτιστοποίηση μιας Συσκευής Ανάμιξης Δύο Ρευστών

7.2 Αλγόριθμος Βελτιστοποίησης

Σύμφωνα με όσα ειπώθηκαν προηγουμένως, ο αλγόριθμος βελτιστοποίησης συνοψίζε-

ται στα ακόλουθα βήματα:

i) Γίνεται η γένεση του υπολογιστικού πλέγματος με χρήση του κατάλληλου λογι-

σμικού. Στη διπλωματική εργασία, έγινε χρήση του εργαλείου γένεσης πλέγματος

snappyHexMesh σε περιβάλλον OpenFOAM.

ii) Καθορίζεται το 3Δ πλέγμα μορφοποίησης γύρω από κάθε εμπόδιο.

iii) Γίνεται εύρεση των σημείων του πλέγματος που βρίσκονται στο εσωτερικό του

πλέγματος μορφοποίησης. Για καθένα από αυτά υπολογίζονται οι παραμετρικές

τους συντεταγμένες (u, v, w) από την επίλυση του συστήματος 7.3. Γίνεται α-

ντιληπτό ότι το υπολογιστικό κόστος του συγκεκριμένου βήματος αυξάνει με τον

αριθμό των σημείων ελέγχου που χρησιμοποιούνται καθώς με τον αριθμό των

σημείων του πλέγματος που πρέπει να παραμετροποιηθούν.

iv) Επιλύονται οι εξισώσεις ροής, οι οποίες παρουσιάζονται στην ενότητα 3.1.

v) Επιλύονται οι συζυγείς πεδιακές εξισώσεις, οι οποίες παρουσιάζονται στην ενότητα

4.4.

vi) Υπολογίζεται η παράγωγος της συνάρτησης-στόχου ως προς τα σημεία ελέγχου

της γεωμετρίας
δF
δbi

στην επιφάνεια των εμποδίων, με την E-SI συζυγή διατύπωση

(εξ. 6.30).

vii) Με την τιμή της παραγώγου της συνάρτησης-στόχου ως προς κάθε μεταβλητή

σχεδιασμού bi ανανεώνεται η τιμή της τελευταίας με τη μέθοδο της απότομης

καθόδου (εξ. 4.2).

viii) Γίνεται η παραμόρφωση του πλέγματος και αλλαγή της γεωμετρίας του αναμίκτη,

εξαιτίας της μεταβολής των μεταβλητών σχεδιασμού. ΄Ετσι, λοιπόν, με τις ανα-

νεομένες τιμές των σημείων ελέγχου, οι οποίες προέκυψαν από το προηγούμενο

βήμα, υπολογίζονται, με χρήση της εξ. 7.2, οι καρτεσιανές συντεταγμένες των

σημείων του πλέγματος τα οποία παραμετροποιούνται. Το υπολογιστικό κόστος

μετακίνησης του πλέγματος είναι, πρακτικά, αμελητέο.

ix) Υπολογίζεται η τιμή της συνάρτησης-στόχου και εφαρμόζεται κάποιο κριτήριο τερ-

ματισμού. Σε περίπτωση που το τελευταίο δεν ικανοποιείται, επαναλαμβάνεται η

διαδικασία από το βήμα (iv).

7.3 Αποτελέσματα της Βελτιστοποίησης του Στα-

τικού Αναμίκτη

Παρουσιάζονται τα αποτελέσματα της διαδικασίας βελτιστοποίησης του στατικού α-

ναμίκτη. Υπενθυμίζεται ότι, στόχος είναι ο σχεδιασμός του προφίλ των εμποδίων,
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διατηρώντας σταθερό το πάχος τους κατά τη διαμήκη κατεύθυνση, για κατασκευαστι-

κούς λόγους. Στο σχήμα 7.2 παρουσιάζεται η αρχική γεωμετρία των εμποδίων, προτού

διεξαχθεί η διαδικασία της βελτιστοποίησης. Η συνάρτηση-στόχος F του προβλήματος,

που τίθεται προς ελαχιστοποίηση, δίνεται από την εξ. 4.6, σύμφωνα με όσα ειπώθηκαν

στην ενότητα 4.2. Συνολικά, χρησιμοποιήθηκαν έξι διαφορετικοί συνδυασμοί συντε-

λεστών βαρύτητας και, για καθέναν από αυτούς, επιλύεται ένα διαφορετικό πρόβλημα

βελτιστοποίησης. Αυτοί παρουσιάζονται στον πίνακα 7.2.

Επιλύοντας τα έξι προβλήματα βελτιστοποίησης προκύπτει το μέτωπο των κατά Pareto
βέλτιστων λύσεων, το οποίο παρουσιάζεται στο σχήμα 7.3. Αξίζει να σημειωθεί ότι

στους άξονες του σχήματος 7.3 δεν παρουσιάζεται η τιμή των συναρτήσεων FP και FU ,
αντίστοιχα, αλλά η τιμή της πτώσης της ολικής πίεσης στο εσωτερικό του αναμίκτη

καθώς και η τιμή της ομοιομορφίας του μείγματος στην έξοδο. Οι ποσότητες αυτές

υπολογίζονται ως εξής

Pt,loss =
1

|SI |

∫
SI

(
p+

1

2
ρv2

j

)
dS − 1

|SO|

∫
SO

(
p+

1

2
ρv2

j

)
dS (7.4)

Uniformity =
1

|SO|

∫
SO

(α− α)2 dS (7.5)

Μικρές τιμές της ποσότητας Uniformity (εξ. 7.5) μεταφράζονται σε καλύτερη ομογε-

νοποίηση του μείγματος των δύο φάσεων στην έξοδο.

w1 0 0.05 0.1 0.25 0.5 1
w2 1 0.95 0.9 0.75 0.5 0

Πίνακας 7.2: Βελτιστοποίηση στατικού αναμίκτη: Συνδυασμοί συντελεστών βαρύτη-

τας της συνάρτησης-στόχου F (εξ. 4.7)

Σχήμα 7.2: Βελτιστοποίηση στατικού αναμίκτη: αρχική γεωμετρία των εμποδίων στο

εσωτερικό του αναμίκτη
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Σχήμα 7.3: Βελτιστοποίηση στατικού αναμίκτη: Το μέτωπο των κατά Pareto βέλτι-

στων λύσεων, μαζί με την ιστορία σύγκλισης του αλγορίθμου βελτιστοποίησης για κάθε

συνδυασμό των συντελεστών βαρύτητας

Με βάση το σχήμα 7.3, είναι εμφανές ότι δίνοντας υψηλότερες τιμές στο συντελεστή

βαρύτητας w2 δίνεται μεγαλύτερη έμφαση στην ελαχιστοποίηση της συνάρτησης FP .
Λ.χ., στην περίπτωση που ο εν λόγω συντελεστής λάβει την τιμή 1 και ο συντελεστής

w1 λάβει την τιμή 0, παρατηρείται μείωση της πτώσης ολικής πίεσης κατά 49%. Σε

απόλυτες μονάδες πίεσης, η πτώση ολικής πίεσης έχει μειωθεί κατά 54Pa. Ωστόσο,

παρατηρείται χειρότερη ομοιομορφία του μείγματος στην έξοδο του αναμίκτη σε σχέση

με την αρχική γεωμετρία, δηλαδή μεγαλύτερη τιμή της συνάρτησης στόχου FU . Πα-

ρόμοια αποτελέσματα παρατηρούνται σε περίπτωση που δίνεται έμφαση στην ελαχιστο-

ποίηση της συνάρτησης FU . Σε περίπτωση που οι συντελεστές βαρύτητας λάβουν την

τιμή 1 και 0, αντίστοιχα, η διαδικασία της βελτιστοποίησης οδηγεί σε δραστική πτώση

της τιμής της συνάρτησης FU . Αυτό μεταφράζεται σε αύξηση της ομοιομορφίας στην

έξοδο κατά 77% ταυτόχρονα, όμως, με αύξηση των απωλειών ολικής πίεσης κατά 4.9%.

Στον πίνακα 7.3 παρουσιάζονται αναλυτικά οι τιμές των απωλειών ολικής πίεσης (εξ.

7.4) και της ομοιομορφίας του μείγματος στην έξοδο του αναμίκτη (εξ. 7.5) για την

αρχική γεωμετρία του αναμίκτη καθώς και για τις κυριαρχούσες λύσεις του μετώπου

Pareto, οι οποίες φαίνονται με μαύρο ‘αστερίσκο’ στο σχήμα 7.3. Προκειμένου να γίνει

αντιληπτή η επίδραση των εμποδίων στο εσωτερικό του αναμίκτη, γίνεται ένα επιπλέον

τρέξιμο στο οποίο τα τελευταία αφαιρούνται. Σε αυτήν την περίπτωση, παρατηρείται

εξαιρετικά χαμηλότερη τιμή των απωλειών ολικής πίεσης σε σχέση με τις κυριαρχούσες
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(α) w1 = 0, w2 = 1 (β) w1 = 0.05, w2 = 0.95

(γ) w1 = 0.1, w2 = 0.9 (δ) w1 = 0.25, w2 = 0.75

(ε) w1 = 0.5, w2 = 0.5 (στ) w1 = 1, w2 = 0

Σχήμα 7.4: Βελτιστοποίηση στατικού αναμίκτη: Η βέλτιστη μορφή των εμποδίων για

κάθε συνδυασμό των συντελεστών βαρύτητας

λύσεις του μετώπου Pareto. Ωστόσο, η ομοιομορφία του μείγματος στην έξοδο είναι

αρκετά χαμηλή (σχήμα 7.6) διότι δεν υπάρχει κάποιος μηχανισμός που να ευνοεί την

ανάμιξη των δύο φάσεων.

Στο σχήμα 7.4 παρουσιάζεται η βέλτιστη μορφή των εμποδίων για κάθε συνδυασμό συ-

ντελεστών βαρύτητας. Στην περίπτωση που οι συντελεστές βαρύτητας λάβουν την τιμή

0 και 1, αντίστοιχα, δηλαδή στόχος του προβλήματος είναι η ελαχιστοποίηση της συ-

νάρτησης FP , μόνο, παρατηρείται ότι η βελτιστοποίηση τείνει να μειώσει την επιφάνεια

των εμποδίων, προκειμένου να επιτευχθεί μείωση της ανακυκλοφορίας κατάντι αυτών

και, επομένως, μείωση της πτώσης ολικής πίεσης. Στην περίπτωση που στόχος είναι

αποκλειστικά η ελαχιστοποίηση της συνάρτησης FU παρατηρείται ότι η βελτιστοποίηση

οδηγεί σε πιο ‘κυματιστά’ σχήματα εμποδίων, προκαλώντας τον στροβιλισμό της ροής

και αυξάνοντας την ομογενοποίηση του μείγματος. Αυτό φαίνεται χαρακτηριστικά στο
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(α) w1 = 0, w2 = 1 (β) w1 = 0.05, w2 = 0.95

(γ) w1 = 0.1, w2 = 0.9 (δ) w1 = 0.25, w2 = 0.75

(ε) w1 = 0.5, w2 = 0.5 (στ) w1 = 1, w2 = 0

Σχήμα 7.5: Βελτιστοποίηση στατικού αναμίκτη: Η ομοιομορφία του μείγματος στην

έξοδο του στατικού αναμίκτη για κάθε συνδυασμό των συντελεστών βαρύτητας

Σχήμα 7.6: Κατα-

νομή ομοιομορφίας του

μείγματος στην έξοδο

του στατικού αναμίκτη

στην περίπτωση που τα

εμπόδια αφαιρεθούν από

το εσωτερικό

σχήμα 7.7, όπου παρουσιάζεται η εφαπτομενική συνιστώσα του πεδίου ταχύτητας σε

μια τομή του αναμίκτη ανάντι του τελευταίου εμποδίου. Επίσης, στο σχήμα 7.5 παρου-

σιάζεται η ομοιομορφία του μείγματος στην έξοδο του αναμίκτη για τις κατά Pareto
βέλτιστες λύσεις του προβλήματος.



7.3. Αποτελέσματα της Βελτιστοποίησης του Στατικού Αναμίκτη 85

Σχήμα 7.7: Βελτι-

στοποίηση στατικού α-

ναμίκτη: Το εφαπτομε-

νικό διάνυσμα της τα-

χύτητας σε μια τομή

του αναμίκτη ανάντι του

έκτου εμποδίου, πάνω

φαίνεται η κατανομή

ταχύτητας στην αρχι-

κή γεωμετρία του α-

ναμίκτη, κάτω φαίνε-

ται η κατανομή τα-

χύτητας μετά τη δια-

δικασία της βελτιστο-

ποίησης ως προς τη

συνάρτηση-στόχο FU

Τέλος, και για λόγους πληρότητας, αναφέρεται ότι σε όλα τα προβλήματα βελτιστο-

ποίησης, ως κριτήριο σύγκλισης των εξισώσεων του πρωτεύοντος και του συζυγούς

προβλήματος τέθηκε τα υπόλοιπα των εξισώσεων να λάβουν ταυτόχρονα τιμή μικρότερη

ή ίση του 1 ·10−7
. Στο σχήμα 7.8 παρουσιάζεται ενδεικτικά η σύγκλιση των εξισώσεων

για τον πρώτο κύκλο του αλγορίθμου βελτιστοποίησης στην περίπτωση που οι συντε-

λεστές βαρύτητας w1, w2 είναι 0.25 και 0.75, αντίστοιχα.
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(α) (β)

Σχήμα 7.8: Βελτιστοποίηση στατικού αναμίκτη: Η σύγκλιση των ισχυουσών εξισώσε-

ων για το συνδυασμό συντελεστών βαρύτητας w1 = 0.25, w2 = 0.75

(α) Πρώτο εμπόδιο (β) Δεύτερο εμπόδιο (γ) Τρίτο εμπόδιο

(δ) Τέταρτο εμπόδιο (ε) Πέμπτο εμπόδιο (στ) ΄Εκτο εμπόδιο

Σχήμα 7.9: Βελτιστοποίηση στατικού αναμίκτη: Η κατανομή του κλάσματος όγκου

ανάντι των εμποδίων στη βέλτιστη γεωμετρία του αναμίκτη ως προς τη συνάρτηση-στόχο

FU
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(α)

(β)

Σχήμα 7.10: Βελτιστοποίηση στατικού αναμίκτη: Γραμμές ροής χρωματισμένες με

την τιμή του κλάσματος όγκου, (α) στην αρχική γεωμετρία, (β) μετά τη διαδικασία

βελτιστοποίησης ως προς τη συνάρτηση-στόχο FU

Απώλειες Ολικής Πίεσης [Pa] Ομοιομορφία μείγματος [-]

Αρχική Γεωμετρία Αναμίκτη 110.76 4.20 · 10−3

w1 = 1, w2 = 0 116.50 9.78 · 10−4

w1 = 0.5, w2 = 0.5 103.28 1.19 · 10−3

w1 = 0.25, w2 = 0.75 83.44 1.90 · 10−3

w1 = 0.1, w2 = 0.9 65.29 3.87 · 10−3

w1 = 0.05, w2 = 0.95 59.18 5.52 · 10−3

w1 = 0, w2 = 1 56.53 6.34 · 10−3

Αναμίκτης χωρίς εμπόδια 22.35 9.65 · 10−3

Πίνακας 7.3: Οι τιμές των απωλειών ολικής πίεσης (εξ. 7.4) και της ομοιομορφίας

του μείγματος (εξ. 7.5) που προέκυψαν από τη διαδικασία της βελτιστοποίησης για την

αρχική γεωμετρία του στατικού αναμίκτη, τις βέλτιστες κατά Pareto λύσεις και για τον

αναμίκτη χωρίς εμπόδια στο εσωτερικό
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(α)

(β)

Σχήμα 7.11: Βελτιστοποίηση στατικού αναμίκτη: Γραμμές ροής χρωματισμένες με

την τιμή της ολικής πίεσης, (α) στην αρχική γεωμετρία, (β) μετά τη διαδικασία βελτι-

στοποίησης ως προς τη συνάρτηση-στόχο FP



Κεφάλαιο 8

Ανακεφαλαίωση - Συμπεράσματα

Αντικείμενο της διπλωματικής αυτής εργασίας αποτέλεσε η βελτιστοποίηση μιας συ-

σκευής ανάμιξης δύο ρευστών με χρήση της συνεχούς συζυγούς μεθόδου. ΄Ετσι,

λοιπόν, καθορίστηκαν οι διαστάσεις και σχεδιάστηκε το 3Δ μοντέλο της εν λόγω συ-

σκευής, ώστε να ανταποκρίνεται σε ένα μοντέλο αναμίκτη κοντά στην πραγματικότητα.

Η γεωμετρία αυτή είναι ένας αγωγός σταθερού μήκους και διαμέτρου, με δύο εισόδους

και μία έξοδο, και έξι εμπόδια ημικυκλικού σχήματος ομοιόμορφα τοποθετημένα στο

εσωτερικό. Στη συνέχεια παρουσιάστηκαν οι εξισώσεις Navier-Stokes για την περίπτω-

ση μόνιμης, στρωτής και διφασικής ροής, όπου οι δύο φάσεις θεωρούνται ασυμπίεστες

και πλήρως αναμίξιμες. Επίσης, χρησιμοποιήθηκε το μοντέλο του κλάσματος όγκου

(VoF), σύμφωνα με το οποίο εισάγεται το βαθμωτό μέγεθος α, το οποίο εκφράζει το

κλάσμα όγκου της φάσης με δείκτη 1 στο μείγμα προς τον όγκο της στοιχειώδους

κυψέλης Ωi. Ακόμα, δόθηκαν οι οριακές συνθήκες του προβλήματος. Ακολούθησε η

μαθηματική διατύπωση της συζυγούς μεθόδου προκειμένου να υπολογιστεί η τιμή των

παραγώγων της συνάρτησης-στόχου F ως προς τις μεταβλητές σχεδιασμού του προ-

βλήματος
−→
b . Συγκεκριμένα, ορίστηκαν δύο συναρτήσεις-στόχοι: η πρώτη περιγράφει

τις απώλειες ολικής πίεσης (FP ) και η δεύτερη περιγράφει την ομοιομορφία του μείγ-

ματος των δύο φάσεων στις περιοχές εξόδου του χωρίου ολοκλήρωσης (FU). Από την

παραπάνω διαδικασία, επιβάλλοντας τον μηδενισμό των όρων στο εσωτερικό της παρα-

γώγου της συνάρτησης-στόχου, που περιέχουν τις μεταβολές των ροϊκών μεγεθών ως

προς τις μεταβλητές σχεδιασμού, προέκυψαν οι συζυγείς πεδιακές εξισώσεις και οι ορια-

κές συνθήκες του συζυγούς προβλήματος. Με βάση τα παραπάνω, πραγματοποιήθηκε

η γένεση του υπολογιστικού πλέγματος του αναμίκτη, για την οποία χρησιμοποιήθη-

κε το εργαλείο snappyHexMesh του ανοικτού λογισμικού OpenFOAM. Για αυτό το

πλέγμα έγινε η επίλυση των εξισώσεων του πρωτεύοντος προβλήματος, καθώς και των

συζυγών πεδιακών εξισώσεων, μία φορά ως προς τη συνάρτηση στόχο FP και μία ως

προς τη συνάρτηση στόχο FU . Σε όλες τις περιπτώσεις παρατηρήθηκε σύγκλιση των ε-

ξισώσεων. Οι αντίστοιχοι επιλύτες των εξισώσεων του πρωτεύοντος και του συζυγούς

προβλήματος προγραμματίστηκαν, στο πλαίσιο της εργασίας, εξαρχής στο περιβάλλον

του λογισμικού OpenFOAM.
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Ιδιαίτερη έμφαση δόθηκε στην ακρίβεια υπολογισμού των παραγώγων με τη συζυγή

μέθοδο. Συγκεκριμένα, αναπτύχθηκαν και οι τρεις συζυγείς διατυπώσεις (SI, FI, E-
SI), για τον υπολογισμό της κλίσης της συνάρτησης-στόχου σε προβλήματα μόνιμων,

στρωτών, διφασικών ροών. Για τον υπολογισμό των παραγώγων ευαισθησίας με τις

συζυγείς μεθόδους αναπτύχθηκε κατάλληλο λογισμικό σε γλώσσα προγραμματισμού

C++ και σε περιβάλλον OpenFOAM. Η πιστοποίηση της ορθότητας υπολογισμού των

παραγώγων ευαισθησίας με χρήση του ανωτέρω λογισμικού πραγματοποιήθηκε σε μια

2Δ γεωμετρία ενός αγωγού με δύο εισόδους και ενιαία έξοδο, όπου χρησιμοποιήθη-

καν δύο συναρτήσεις-στόχοι. Και στις δύο περιπτώσεις οι συζυγείς μέθοδοι οδήγησαν

σε τιμές παραγώγων πολύ κοντά στις πεπερασμένες διαφορές, οι οποίες αποτέλεσαν

ένα μέτρο σύγκρισης. Ακόμα, προκειμένου να γίνει αντιληπτή η επίδραση του όρου

Leibniz στην ορθότητα υπολογισμού των παραγώγων ευαισθησίας, οι τελευταίες υπο-

λογίζονται στην αρχική γεωμετρία του στατικού αναμίκτη με την SI και E-SI συζυγή

μέθοδο. Επίσης, ο υπολογισμός των παραγώγων ευαισθησίας έγινε και με τη μέθοδο

των πεπερασμένων διαφορών, η οποία αποτέλεσε ένα μέτρο σύγκρισης για τις συζυγείς

μεθόδους. Παρατηρήθηκε ότι η E-SI συζυγής διατύπωση οδήγησε σε μικρές διαφορές

σε σχέση με τις πεπερασμένες διαφορές. Ωστόσο, ο υπολογισμός των παραγώγων

ευαισθησίας με την SI συζυγή μέθοδο οδήγησε σε αμφισβητήσιμα αποτελέσματα τόσο

ως προς την τάξη μεγέθους όσο και ως προς το πρόσημο.

Τέλος, εφαρμόστηκε η συνεχής συζυγής μέθοδος στη βελτιστοποίηση της μορφής των

εμποδίων στο εσωτερικό του στατικού αναμίκτη, διατηρώντας σταθερό το πάχος τους

κατά τη διαμήκη κατεύθυνση. Για την παραμετροποίηση των εμποδίων χρησιμοποιήθη-

καν ογκομετρικές καμπύλες B-Splines, τα σημεία ελέγχου των οποίων αποτέλεσαν τις

μεταβλητές σχεδιασμού του προβλήματος. Ο υπολογισμός των παραγώγων ευαισθη-

σίας έγινε με την E-SI συζυγή διατύπωση, και οι τελευταίες χρησιμοποιήθηκαν για

την ανανέωση της τιμής των μεταβλητών σχεδιασμού με τη μέθοδο της απότομης κα-

θόδου. Η συνάρτηση στόχος του προβλήματος προέκυψε ως γραμμικός συνδυασμός

των επιμέρους συναρτήσεων-στόχων FU και FP , εισάγοντας κατάλληλους συντελεστές

βαρύτητας. Συνολικά, χρησιμοποιήθηκαν έξι διαφορετικοί συνδυασμοί συντελεστών

βαρύτητας. Για καθέναν από αυτούς επιλύθηκε ένα διαφορετικό πρόβλημα βελτιστοπο-

ίησης και προέκυψε το μέτωπο των κατά Pareto βέλτιστων λύσεων. Αξίζει να γίνει μια

αναφορά στις δύο ακραίες περιπτώσεις, όπου τέθηκε ως στόχος η ελαχιστοποίηση των

συναρτήσεων FU , FP , αντίστοιχα. Στην πρώτη περίπτωση, παρατηρήθηκε αύξηση της

ομοιομορφίας του μείγματος στην έξοδο του αναμίκτη της ροής κατά 77%. Ωστόσο,

παρατηρήθηκε ταυτόχρονα αύξηση των απωλειών ολικής πίεσης κατά 4.9% (5.74 Pa).
Στη δεύτερη περίπτωση, επιτεύχθηκε μείωση της πτώσης ολικής πίεσης κατά 49% (54

Pa), αλλά με χειροτέρευση της ομοιομορφίας στην έξοδο σε σχέση με την αρχική γεω-

μετρία του αναμίκτη. Στην περίπτωση που συνάρτηση-στόχος του προβλήματος ήταν η

FP , η διαδικασία της βελτιστοποίησης οδήγησε, ορθά, στη μείωση της επιφάνειας των

εμποδίων. ΄Οταν τέθηκε ως στόχος του προβλήματος η ελαχιστοποίηση της συνάρτη-

σης FU , η διαδικασία της βελτιστοποίησης οδήγησε σε ‘κυματιστά’ προφίλ εμποδίων,
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τα οποία ενισχύουν το στροβιλισμό της ροής.
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Παράρτημα Αʹ

Συναρτήσεις βάσης B-Splines

΄Εστω bi, i ∈ [0, n] τα σημεία ελέγχου μιας παραμετρικής καμπύλης x(u). Η εξίσωση

παρεμβολής των n+ 1 δεδομένων σημείων b0, . . . , bn μέσω κυβικών B-Splines είναι η

x (u) =
n∑
i=0

Ni,p (u) bi (Αʹ.1)

όπου Ni,p (u) η i-οστή συνάρτηση βάσης βαθμού p. Για τον προσδιορισμό των συναρ-

τήσεων βάσης ορίζεται συνήθως ένα διάνυσμα πραγματικών αριθμώνU = (u0, . . . , um−1),
όπου m = n + p + 1, οι οποίοι ονομάζονται ¨κόμβοι¨. Για κάθε κόμβο ui που ανήκει

στο διάνυσμα U πρέπει να ισχύει ότι ui ∈ [0, 1],∀i ∈ [0,m− 1]. Επίσης, οι κόμβοι ui
πρέπει να είναι τοποθετημένοι σε αύξουσα σειρά, δηλαδή ui ≤ ui+1,∀i ∈ [0,m − 1].
Ορισμένοι κόμβοι μπορεί να έχουν πολυπλοκότητα μεγαλύτερη από ένα, δηλαδή ο ίδιος

κόμβος δύναται να υπάρχει στο διάνυσμα U περισσότερες από μία φορές. Το διάνυσμα

U το οποίο αποτελείται από ομοιόμορφα κατανεμημένους κόμβους ορίζεται ως εξής

U = [0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
p+1

,
1

N
, . . . ,

N − 1

N
, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸

p+1

] (Αʹ.2)

όπου η ποσότητα N παίρνει την τιμή N = n − p − 1. Αξίζει, ακόμα, να τονιστεί ότι

το διάνυσμα κόμβων οδηγεί στο σχηματισμό κλειστών καμπύλων, οι οποίες διέρχονται

από το πρώτο και τελευταίο σημείο ελέγχου. Τέλος, ο αριθμός των σημείων ελέγχου

πρέπει να υπερβαίνει τον βαθμό των συναρτήσεων βάσης τουλάχιστον κατά ένα, δηλαδή

n ≥ p + 1, δεδομένου ότι η ποσότητα N που εμφανίζεται στην εξ. Αʹ.2 πρέπει να

λαμβάνει θετικές τιμές. Εάν η ποσότητα N λάβει την τιμή μηδέν, το διάνυσμα των

κόμβων στην εξ. Αʹ.2 παίρνει τη μορφή

U = [0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
p+1

, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
p+1

] (Αʹ.3)
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Ni,3

Ni,2 Ni+1,2

Ni,1 Ni+1,1 Ni+2,1

Ni,0 Ni+1,0 Ni+2,0 Ni+3,0

Σχήμα Αʹ.1: Αναδρομικός τύπος υπολογισμού του Ni,p για p = 3

και οδηγεί σε συναρτήσεις βάσης οι οποίες ονομάζονται πολυώνυμα Bezier-Bernstein
και η προκύπτουσα καμπύλη ονομάζεται καμπύλη Bezier.

Με βάση τα παραπάνω ορίζονται οι m συναρτήσεις βάσης ως εξής

Ni,0 (u) =

{
1, u ∈ [ui, ui+1)

0, αλλού
(Αʹ.4)

Ni,p (u) =
u− ui
ui+p − ui

Ni,p−1 (u) +
ui+p+1 − u
ui+p+1 − ui+1

Ni+1,p−1 (u) (Αʹ.5)

Σε περίπτωση που ο παρανομαστής των κλασμάτων στην εξ. Αʹ.5 μηδενιστεί, τότε εξ

ορισμού μηδενίζεται και ο αριθμητής και η τιμή του κλάσματος λαμβάνεται κατ΄ εξα-

ίρεση ίση με το μηδέν. Από την εξ. Αʹ.4 γίνεται αντιληπτό ότι οι συναρτήσεις βάσης

μηδενικού βαθμού είναι βηματικές, ενώ οι συναρτήσεις βάσης βαθμού p είναι γραμμικός

συνδυασμός δύο συναρτήσεων βάσης βαθμού p − 1, όπως φαίνεται από την εξ. Αʹ.5.

Στο σχήμα Αʹ.1 παρουσιάζεται παραστατικά ο αναδρομικός τύπος υπολογισμού του

Ni,p, για βαθμό p = 3. Από το σχήμα Αʹ.1 είναι προφανές ότι η συνάρτηση βάσης Ni,3

εξαρτάται των συναρτήσεων βάσης μηδενικού βαθμού Ni,0, Ni+1,0, Ni+2,0, Ni+3,0. ΄Ετσι,

λοιπόν, και σύμφωνα με την εξ. Αʹ.4, η συνάρτηση βάσης Ni,3 επηρεάζει τα σημεία της

καμπύλης στο διάστημα κόμβων [ui, ui+4). Στη γενικότητα, ισχύει ότι η συνάρτηση
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βάσης βαθμού p επηρεάζει όλα τα σημεία των οποίων η παραμετρική συντεταγμένη

βρίσκεται εντός του διαστήματος των κόμβων [ui, ui+p+1). Η παραπάνω ιδιότητα ονο-

μάζεται ‘ιδιότητα τοπικής υποστήριξης’ (local support property), διότι η μετατόπιση

ενός σημείου ελέγχου οδηγεί στη μεταβολή ενός τμήματος μόνο της παραμετρικής κα-

μπύλης. Ακόμα, είναι προφανές ότι το εύρος της ‘τοπικότητας’ μιας καμπύλης B-Spline
καθορίζεται από το βαθμό p.

Μία σημαντική ιδιότητα των καμπυλών B-Splines είναι εκείνη της διαφορισιμότητας,

διότι σε μεθόδους αιτιοκρατικής βελτιστοποίησης απαιτείται η εύρεση των παραγώγων

ευαισθησίας ως προς τις μεταβλητές σχεδιασμού. Η παράγωγος μιας συνάρτησης βάσης

ως προς την παραμετρική συντεταγμένη u δίνεται από τη σχέση

N
′

i,p (u) =
p

ui+p − ui
Ni,p−1 (u)− p

ui+p+1 − ui+1

Ni+1,p−1 (u) (Αʹ.6)
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