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Περίληψη

Η διπλωµατική αυτή εργασία επικεντρώνεται στην αεροδυναµική ϐελτιστοποίηση
µορφής - αεροδυναµικό στιβαρό σχεδιασµό σε ασυµπίεστες, χρονικά µόνιµες,
στρωτές ϱοές, οι οποίες διέπονται από αβεβαιότητες. Η ύπαρξη αβεβαιοτήτων
εισάγεται στο πρόβληµα από τις λεγόµενες περιβαλλοντικές µεταβλητές. Η
αντικειµενική συνάρτηση, την οποία ϑα ϐελτιστοποιούσε ο αλγόριθµος αν δεν
υπήρχαν αβεβαιότητες, επηρεάζεται από αυτές. Η αβεβαιότητα µοντελοποιείται
στατιστικά και ο υπολογισµός, της µέσης τιµής και της τυπικής απόκλισης της
αντικειµενικής συνάρτησης γίνεται µέσω της µεθόδου των στατιστικών ϱοπών.
Επειδή η µέθοδος που αναπτύσσεται διατηρεί µόνο τους πρώτους όρους από τα
αναπτύγµατα των στατιστικών ϱοπών καλείται FOSM (First-Order,
Second-Moment). Ο όρος στιβαρός σχεδιασµός προέρχεται από το γεγονός ότι
δηµιουργείται µια συνολική αντικειµενική συνάρτηση, που λαµβάνει υπόψη της τη
µέση τιµή και την τυπική απόκλιση. Αυτή καλείται αντικειµενική συνάρτηση
στιβαρού σχεδιασµού. Επιλέγοντας ως διαδικασία ϐελτιστοποίησης µία µέθοδο
ϐασισµένη στην κλίση της αντικειµενικής συνάρτησης στιβαρού σχεδιασµού,
προκύπτει η απαίτηση για τον υπολογισµό έως και δεύτερων µεικτών παραγώγων
(µεικτών, ως προς τις µεταβλητές σχεδιασµού και τις περιβαλλοντικές µεταβλητές) .
Ο υπολογισµός αυτός γίνεται µέσω µιας µεθόδου προβολής εξισώσεων η οποία
µειώνει αισθητά το απαιτούµενο υπολογιστικό κόστος. Η γενική διαδικασία
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ϐελτιστοποίησης προγραµµατίστηκε στο περιβάλλον του ελεύθερου λογισµικού
OpenFOAM και εφαρµόστηκε για δύο διαφορετικές αντικειµενικές συναρτήσεις. Η
πρώτη µελέτη αφορούσε τη συνάρτηση της γωνίας-στόχου για πτερύγωση
συµπιεστή ενώ η δεύτερη την ελαχιστοποίηση ολικών απωλειών πίεσης σε αγωγό.
Πρωταρχικό µέληµα της εργασίας είναι ο προγραµµατισµός του σχετικού
λογισµικού, η πιστοποίηση όλων των απαιτούµενων παραγώγων και η σύγκριση των
αποτελεσµάτων της µεθόδου του FOSM µε αντίστοιχες µεθόδους (Μη-Επεµβατικού
Αναπτύγµατος Πολυωνυµικού Χάους 1ης και 2ης Τάξης καθώς και της µεθόδου
∆εύτερης-Τάξης ∆εύτερης-Ροπής (SOSM)). Το εξαιρετικό πλεονέκτηµα της µεθόδου
που εξετάζεται είναι η οικονοµία, µιας και έχει υπολογιστικό κόστος ανεξάρτητο
τόσο των µεταβλητών σχεδιασµού όσο και του πλήθους των περιβαλλοντικών
µεταβλητών. ΄Ετσι για κάθε κύκλος ϐελτιστοποίησης κοστίζει περίπου όσο 4
ισοδύναµες επιλύσεις της ϱοής.
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Abstract

This diploma thesis focuses on aerodynamic shape optimization - robust design
for incompressible, steady state, laminar flows under uncertainties.
Uncertainties are introduced through the so-called environmental variables. The
objective function, used to solve the problem in the abscence of uncertainties, is
influenced by the stochastically varying environmental variables. Uncertainty is
modeled using the theory of statistics and, therefore, the computation of the
mean value and standard deviation of the deterministic objective function is
performed using the method of statistical moments. Due to the fact, that the
method handles only first-order terms this will be reffered to as FOSM
(First-Order Second-Moment). Robust design makes use of an objective function
that takes into consideration both mean value and standard deviation. This
expression is called robust design objective function. Choosing a procedure
which is based on the gradient of the robust design objective function requires
the computation up to second order mixed derivatives (mixed with respect to
both design and environmental variables). This computation is based on a
projection method that reduces significantly the computational cost. The whole
optimization procedure was programmed in the OpenFOAM open source
software and implemented in two test problems. The first study was about the
target exit angle objective function in a compressor stator cascade, whereas the
second was about the total pressure losses in a duct. Primary concern of this

vii



diploma thesis is the programming of a software and the assessment of the
computed derivatives, as well as the comparison of the results of the FOSM
method with alternative methods such as the Non-Intrusive Polynomial Chaos
Expansion 1st and 2nd Order, and the Second-Order Second-Moment (SOSM).
The substantial advantage of this method is the low computational cost, which is
independent of the number of the design and the environmental variables.
Therefore, each optimization cycle costs as much as four equivalent flow
solutions.
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Κεφάλαιο 1

Εισαγωγή

1.1 Στοχαστικότητα και Στιβαρός Αεροδυναµικός

Σχεδιασµός

Για την επίλυση σύνθετων προβληµάτων χρησιµοποιούνται υπολογιστικές µέθοδοι.
Η µοντελοποίηση του εκάστοτε προβλήµατος οφείλει να είναι όσο το δυνατόν πιο
πιστή ως προς τη πραγµατικότητα. Βέβαια ως γνωστόν, ο ϕυσικός κόσµος δεν είναι
αιτιοκρατικά ορισµένος, η αβεβαιότητα που εισάγουν τα ϕυσικά µεγέθη ϑα ήταν
επιθυµητό να εισαχθεί µε τη σειρά της στη µοντελοποίηση. Σε ένα τέτοιο
περιβάλλον, στόχος είναι ο σχεδιασµός αεροδυναµικών ή υδροδυναµικών µορφών
που να αποδίδουν ικανοποιητικά όχι µόνο στο ονοµαστικό σηµείο λειτουργίας,
αλλά και σε ένα εύρος συνθηκών λειτουργίας. Η διαδικασία εύρεσης τέτοιων
µορφών ονοµάζεται αεροδυναµικά στιβαρός σχεδιασµός (robust design).

Ο όρος ¨αεροδυναµικός στιβαρός σχεδιασµός ή ϐελτιστοποίηση αεροδυναµικής
µορφής υπό αβεβαιότητες¨ (aerodynamic robust design or shape optimization
under uncertainties ) αναφέρεται στην αλλαγή σχήµατος σώµατος σε ϱοή µε στόχο
µια ϐελτιστοποιηµένη γεωµετρία, η οποία ϑα διατηρεί τη σχεδόν τέλεια (ως προς τα
κριτήρια που τέθηκαν) απόδοσή της, παρ΄ όλες τις µεταβολές του περιβάλλοντος
που προκύπτουν λόγω αβεβαιότητας. Ο όρος ¨περιβάλλον¨ (και οι από αυτόν
απορρέουσες περιβαλλοντικές µεταβλητές) χαρακτηρίζει τις συνθήκες λειτουργίας
(ϱοής, στην περίπτωση αυτής της εργασίας).

Αρχικά σε ένα πρόβληµα στο οποίο υπάρχει στοχαστικότητα πρέπει να γίνει ο
διαχωρισµός των µεταβλητών που το διέπουν. Αυτές χωρίζονται σε δύο κατηγορίες
τις µεταβλητές περιβάλλοντος (enviromental variables) και τις µεταβλητές

1



σχεδιασµού (design variables). Οι περιβαλλοντικές-στοχαστικές µεταβλητές c,
πλήθους Μ

(
~c ∈ RM

)
είναι αυτές από τις οποίες πηγάζει η στοχαστικότητα του

µοντέλου. Γίνεται επίσης, η παραδοχή ότι ακολουθούν κανονική κατανοµή,
χαρακτηριστικά παραδείγµατα τέτοιων µεταβλητών είναι η γωνία της ϱοής, το µέτρο
της ταχύτητας στην είσοδο ενός συµπιεστή, αλλά και οι κατασκευαστικές ατέλειες
της γεωµετρίας. Στον αντίποδα, οι µεταβλητές σχεδιασµού b, πλήθους Ν (~b ∈ RN )
ϑεωρούνται πλήρως ελεγχόµενες από τον χρήστη, υπό την έννοια ότι µπορεί να τους
επιβληθούν ακριβώς οι τιµές που ϑα προκύψουν από τη ϐελτιστοποίηση.

Για να πραγµατοποιηθεί η διαδικασία της ϐελτιστοποίησης, πρέπει αρχικώς να
ορισθεί µια ϐασική αντικειµενική συνάρτηση F. Αυτή λ.χ. ϑα µπορούσε να είναι η
άνωση ή η οπισθέλκουσα ή, όπως ϑα εξεταστεί σε αυτή τη διπλωµατική εργασία, η
γωνία εξόδου της ϱοής από τη σταθερή πτερύγωση συµπιεστή (1η µελέτη), ή, οι
απώλειες ολικής πίεσης σε αγωγό (2η µελέτη).

Η ϐασική αντικειµενική συνάρτηση F υποδηλώνει το ϕυσικό µέγεθος για το οποίο
ϐελτιστοποιείται η γεωµετρία χωρίς να λαµβάνει υπόψη τη στοχαστικότητα. Για να
επιτευχθεί το τελευταίο, πρέπει να οριστεί µια τροποποιηµένη αντικειµενική
συνάρτηση F̂ η οποία προκύπτει συνήθως ως γραµµικός συνδυασµός της
εκτιµώµενης µέσης τιµής (µF ) και της τυπικής απόκλισης (σF ) της ϐασικής
αντικειµενικής συνάρτησης F και ϑα καλείται στο εξής αντικειµενική συνάρτηση
στιβαρού σχεδιασµού.

1.2 Μέθοδος των Στατιστικών Ροπών

΄Ενας τρόπος για να επιλυθούν προβλήµατα στιβαρού σχεδιασµού είναι να εκφραστεί
η αντικειµενική συνάρτηση ως γραµµικός συνδυασµός της µέσης τιµής της F (first
statistical moment)

µF (b, c) =

∫
Fg(c)dc (1.1)

και της τυπικής της απόκλισης

σF (b, c) =

√∫
(F − µF )2g(c)dc (1.2)

όπου η g(c) είναι η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας της στοχαστικής µεταβλητής.
Μια µέθοδος που ελαχιστοποιεί µια συνάρτηση που λαµβάνει υπόψη της και τη
µέση τιµή και την τυπική απόκλιση καλείται µέθοδος της δεύτερης-ϱοπής (second-
moment method).

΄Εχοντας ϑεωρήσει κανονική κατανοµή για τις στοχαστικές µεταβλητές, αν
αναπτυχθεί η µέση τιµή και η τυπική απόκλιση µε ανάπτυγµα Taylor πρώτης
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τάξης [1] προκύπτει

µF ' F |c̄, σF '

√√√√ M∑
µ=1

[
δF

δcµ

]2

c̄

σ2
µ =

√[
δF

δcµ

]2

c̄

σ2
µ (1.3)

Η µέση τιµή και η τυπική απόκλιση της συνάρτησης στόχου υπολογίζονται στη
µέση τιµή των στοχαστικών µεταβλητών, ενώ ο επαναλαµβανόµενος δείκτης µ
υποδηλώνει άθροιση για µ = 1,...,Μ. Εδώ πρέπει να σηµειωθεί ότι για ανάπτυγµα
Taylor πρώτης τάξης η µέση τιµή που υπολογίζεται είναι ταυτόσηµη µε την τιµή της
ϐασικής αντικειµενικής συνάρτησης που ϑα υπολογιζόταν και σε ένα πρόβληµα
χωρίς στοχαστικότητα. Οπότε, ο παράγοντας της στοχαστικότητας εισέρχεται στην
αντικειµενική συνάρτηση µόνο µέσω της τυπικής απόκλισης. Η αντικειµενική
συνάρτηση στιβαρού σχεδιασµού που επιλέγεται δίνεται από την έκφραση

F̂ = w1 µF + w2 σF (1.4)

Για τον υπολογισµό της τιµής της F̂ απαιτείται η επίλυση του ϱοϊκού προβλήµατος
και ο υπολογισµός των πρώτων παραγώγων της συνάρτησης στόχου ως προς τις
στοχαστικές µεταβλητές.

Για να πραγµατοποιηθεί ϐελτιστοποίηση µε οποιαδήποτε αιτιοκρατική µέθοδο είναι
απαραίτητος ο υπολογισµός παραγώγων. Στη µέθοδο της απότοµης καθόδου είναι
απαραίτητος ο υπολογισµός των πρώτων παραγώγων της F̂ ως προς τις µεταβλητές
σχεδιασµού. Οι µεταβλητές σχεδιασµού είναι οι µεταβλητές που ελέγχονται από τον
χρήστη, άρα η γνώση των αντίστοιχων παραγώγων καθορίζει την κατεύθυνση ως
προς την οποία πρέπει να µεταβληθούν για να επιτευχθεί ϐελτιστοποίηση.
Παραγωγίζοντας τη σχέση 1.4 προκύπτει

δF̂

δbm
= w1

δF

δbm
+ w2

∑M
µ=1

δF
δcµ

δ2F
δcµδbm

σ2
µ√∑M

µ=1

[
δF
δcµ

]2

σ2
µ

(1.5)

΄Ετσι, για να υπολογιστούν οι παράγωγοι πρέπει να είναι γνωστές οι ακόλουθες τρεις
οµάδες ποσοτήτων

δF

δbm
,

[
δF

δcµ

]2

σ2
µ,

δ2F

δcµδbm

δF

δcµ
σ2
µ (1.6)

Οι δύο πρώτοι όροι της σχέσης 1.6 µπορούν να υπολογιστούν µέσω της επίλυσης
του συνεχούς συζυγούς προβλήµατος. Ο τρίτος όρος της σχέσης (1.6) κρύβει την
ουσία της µεθόδου αυτής, αποτελείται από την παράγωγο δ2F

δbmδcµ
(η οποία πλέον ϑα
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καλείται ως : b-c µεικτές παράγωγοι) επί ένα διάνυσµα. Τα στοιχεία του διανύσµατος
z δίνονται από τη σχέση (1.7) στην οποία οι αγκύλες υποδηλώνουν ότι δεν υπάρχει
άθροιση ως προς µ.

zµ = 〈 δF
δcµ

σ2
µ〉 (1.7)

Πάνω στο διάνυσµα z, του οποίου εν γένει ο υπολογισµός δεν προσθέτει υπολογιστικό
κόστος, προβάλλονται οι b-c µεικτές παράγωγοι.

δ2F

δcµδbm

δF

δcµ
σ2
µ =

δ2F

δcµδbm
zµ =

M∑
µ=1

δ2F

δcµδbm
zµ (1.8)

Η σχέση (1.5) µπορεί να γραφτεί, πιο συνοπτικά, σε µορφή αθροίσµατος ή και
τανυστικά ως

δF̂

δbm
=

δF

δbm
+ κ

∑M
µ=1

δ2F
δcµδbm

zµ√∑M
µ=1

[
δF
δcµ

]2

σ2
µ

=
δF

δbm
+ κ

δ2F
δcµδbm

zµ√[
δF
δcµ

]2

σ2
µ

(1.9)

Η ύπαρξη του διανύσµατος z καθορίζει τη µέθοδο διότι, σε οποιαδήποτε άλλη
περίπτωση, για τον υπολογισµό δεύτερων µεικτών ϑα γινόταν πρώτα ευθεία
διαφόριση ως προς τις µεταβλητές µε το µικρότερο πλήθος και στη συνέχεια, ϑα
εφαρµοζόταν η συζυγής µέθοδος. Το υπολογιστικό κόστος µια τέτοιας προσέγγισης
είναι ανάλογο του πλήθους των αβέβαιων µεταβλητών αφού M < N . Αντ΄ αυτού,
όπως ϑα παρουσιαστεί στη συνέχεια, στη µέθοδο που εξετάζεται εδώ, το
υπολογιστικό κόστος είναι ανεξάρτητο του πλήθους των µεταβλητών. Η µέθοδος
ονοµάζεται : µέθοδος πρώτης-τάξης δεύτερης-ϱοπής µε προβολές (projected
first-order second-moment ) και συντοµογραφικά ϑα αναφέρεται ως p-FOSM.

1.3 Στόχος και ∆οµή της ∆ιπλωµατικής Εργασίας

Η διπλωµατική εργασία εστιάζει αρχικά στη µαθηµατική διατύπωση της µεθόδου
του p-FOSM. Σε δεύτερη ϕάση, αφότου προγραµµατίστηκε ως γενικότερη
διαδικασία ϐελτιστοποίησης στο ελεύθερο λογισµικό του OpenFOAM εξετάζεται η
εφαρµογή της σε δύο ξεχωριστές αντικειµενικές συναρτήσεις. Σηµαντικό τµήµα της
διπλωµατικής εργασίας είναι η πιστοποίηση των παραγώγων που υπολογίζονται
από τον κώδικα και είναι απαραίτητες για τη ϐελτιστοποίηση. Επίσης, γίνεται
αξιολόγηση της µεθόδου του FOSM ως προς τα αποτελέσµατα υπολογισµού µέσης
τιµής και τυπικής απόκλισης. Συγκρίνεται το υπολογιστικό κόστος της µεθόδου για
τον υπολογισµό µέσης τιµής και τυπικής απόκλισης µε άλλες αντίστοιχες µεθόδους
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πρώτης τάξης, και τέλος εφαρµόζεται ο κώδικας σε προβλήµατα ϐελτιστοποίησης
και σχολιάζονται τα αποτελέσµατα.

Η δοµή της εργασίας έχει ως εξής :

• Κεφάλαιο 20 Αναλύεται η συνεχής συζυγής µέθοδος για τις εξισώσεις
Navier-Stokes σε στρωτή ϱοή ασυµπίεστου ϱευστού και αναπτύσσεται η
έκφραση της πρώτης παραγώγου για τις µεταβλητές σχεδιασµού και
µεταβλητές περιβάλλοντος.

• Κεφάλαιο 30 Παρατίθενται οι εξισώσεις των προβολών και η τελική έκφραση
των µεικτών b-c παραγώγων.

• Κεφάλαιο 40 Παρουσιάζεται ο συνολικός αλγόριθµος της µεθόδου του pFOSM
και αναλύεται το υπολογιστικό κόστος της µεθόδου.

• Κεφάλαιο 50 Επίλυση και σύγκλιση όλων των εξισώσεων της προσοµοίωσης της
αεροτοµής της NACA-12, πιστοποίηση, των τριών ποσοτήτων παραγώγων, της
µέσης τιµής και τυπικής απόκλισης που υπολογίζονται από τον κώδικα.

• Κεφάλαιο 60 Αποτελέσµατα ϐελτιστοποίησης µορφής µε αβεβαιότητες για τη
διδιάστατη πτερύγωση της αεροτοµής της NACA-12.

• Κεφάλαιο 70 Εφαρµογή της µεθόδου του pFOSM για τη ϐελτιστοποίηση
µορφής µε αβεβαιότητες µε αντικειµενική συνάρτηση τις ολικές απώλειες
πίεσης σε αγωγό σχήµατος S.

• Κεφάλαιο 80 Συνολικά συµπεράσµατα από τη µελέτη που έγινε για το pFOSM
και προτάσεις για περαιτέρω έρευνα και εφαρµογές.
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Κεφάλαιο 2

Υπολογισµός Πρώτων Παραγώγων

µε τη Συζυγή Μέθοδο

Απώτερος σκοπός αποτελεί η δηµιουργία µιας µεθόδου που ϑα µπορεί να
ϐελτιστοποιήσει το σχήµα σώµατος σε ϱοή µε αβεβαιότητες, σύµφωνα µε τα
κριτήρια που έχει ϑέσει ο χρήστης (ϐαρύτητα µεταξύ µέσης τιµής και τυπικής
απόκλισης). Ειδικότερα, σε µια πρώτη µελέτη, ϑα εξεταστεί η ϐελτιστοποίηση
γεωµετρίας σταθερής πτερύγωσης συµπιεστή στο διδιάστατο επίπεδο για µια
αντικειµενική συνάρτηση. Με το πρόβληµα να διέπεται από στοχαστικότητα του
µέτρου και της γωνίας της ταχύτητας στην είσοδο συµπιεστή. Σε αυτό το κεφάλαιο
ϑα παρουσιαστούν οι εξισώσεις που επιλύονται, οι οριακές τους συνθήκες καθώς
και οι τελικές σχέσεις υπολογισµού των παραγώγων πρώτης τάξεως ( δF

δbm
, δF
δcµ

), οι
οποίες είναι απαραίτητες στην αιτιοκρατική ϐελτιστοποίηση.

2.1 Εξισώσεις Ασυµπίεστης Ροής

Οι δύο προσοµοιώσεις που εξετάζονται στο πλαίσιο της διπλωµατικής αυτής
εργασίας, είναι για στρωτή ϱοή ασυµπίεστου ϱευστού. Οι εξισώσεις που διέπουν ένα
τέτοιο πρόβληµα είναι οι εξισώσεις Navier Stokes για ασυµπίεστο ϱευστό, συνέχεια
και ορµή, και γράφονται παρακάτω σε τανυστική γραφή για δύο ή τρεις διαστάσεις

Rp = −∂vj
∂xj

= 0 (2.1αʹ)

7



Rv
i = vj

∂vi
∂xj
− ∂

∂xj

[
ν

(
∂vi
∂xj

+
∂vj
∂xi

)]
+
∂p

∂xi
= 0, i = 1, 2 (, 3) (2.1βʹ)

όπου µε vi συµβολίζονται οι συνιστώσες της ταχύτητας, p η πίεση διαιρεµένη µε τη
σταθερή πυκνότητα και ν η σταθερή κινηµατική συνεκτικότητα του ϱευστού.

2.2 Οριακές Συνθήκες των Εξισώσεων Ροής

Οι οριακές συνθήκες που συµπληρώνουν το σύστηµα των εξισώσεων είναι :

Είσοδος =


vi = v0

∂p
∂xj
nj = 0

ν̃ = ν̃0

Τοιχώµατα =


vi = 0
∂p
∂xj
nj = 0

ν̃ = 0

΄Εξοδος =


∂vi
∂xj
nj = 0

p = 0
∂ν̃
∂xj
nj = 0

Στα περιοδικά όρια επιβάλλεται συνθήκη ισότητας των τιµών των ϱοϊκών µεγεθών.
Αυτό προκύπτει από την κυκλική συµµετρία του συµπιεστή.

2.3 Συνάρτηση-Στόχος

΄Οπως προαναφέρθηκε, στόχος της πρώτης µελέτης είναι η ϐελτιστοποίηση του
αεροδυναµικού σχήµατος σε ένα πρόβληµα αντίστροφου σχεδιασµού. Στόχος
διαλέγεται να είναι η αλλαγή της γωνίας της ϱοής στην έξοδο της σταθερής
πτερύγωσης ενός συµπιεστή, ούτως ώστε να πλησιάσει όσο το δυνατόν περισσότερο
σε µια γωνία εξόδου της ϱοής (atarget) που επιθυµεί ο χρήστης. Οπότε, ορίζεται η
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συνάρτηση στόχος :

F =

∫
Soutlet

1

2
(aoutlet − atarget)2 ds =

∫
Sout

FSoutdS (2.2)

Η συνάρτηση-στόχος όπως παρουσιάζεται στη σχέση (2.3) είναι ένα επιφανειακό
ολοκλήρωµα υπολογισµένο στην έξοδο του χωρίου. Ελαχιστοποίηση της
συνάρτησης στόχου σηµατοδοτεί την αλλαγή της γωνίας εξόδου, η οποία έρχεται
πλέον πιο ¨κοντά¨ στη γωνία που στοχεύει ο χρήστης (atarget). Μια τέτοια
αντικειµενική συνάρτηση έχει ϕυσική σηµασία, διότι αν λ.χ. η γωνία-στόχος είναι
µικρότερη και όντως ελαχιστοποιηθεί η συνάρτηση, τότε αυτό συνεπάγεται µείωση
του µέτρου της ταχύτητας στην έξοδο άρα περαιτέρω αύξηση της στατικής πίεσης
στη σταθερή πτερύγωση συµπιεστή.

2.4 Υπολογισµός Παραγώγων Μέσω της Συνεχούς

Συζυγούς Μεθόδου

2.4.1 Παραγώγιση Επαυξηµένης Συνάρτησης

Στη σχέση (1.6) παρουσιάζονται οι τρεις οµάδες παραγώγων που χρειάζονται για τον
υπολογισµό της ∂F̂

∂bm
. Οι δύο πρώτες οµάδες από αυτές ϑα υπολογιστούν

χρησιµοποιώντας τη συνεχή συζυγή µέθοδο.

Για να εφαρµοστεί η συνεχής συζυγής µέθοδος πρέπει πρώτα να οριστεί η
επαυξηµένη συνάρτηση Faug, η οποία προκύπτει αν προστεθούν στη
συνάρτηση-στόχο τα υπόλοιπα των εξισώσεων ϱοής (residuals) επί τα ογκικά
ολοκληρώµατα των πολλαπλασιαστών Lagrange

Faug = F +

∫
Ω

ΨlR
U
l dΩ (2.3)

όπου το Ψ = [q, ui]
T είναι το διάνυσµα των συζυγών µεταβλητών, µε q συµβολίζεται

η συζυγής πίεση και µε ui οι συνιστώσες της συζυγούς ταχύτητας. Με RU

συµβολίζονται τα υπόλοιπα των εξισώσεων ϱοής, τα οποία είναι µηδέν αφού
ικανοποιούνται οι εξισώσεις ϱοής και οι αντίστοιχες οριακές τους συνθήκες. Η
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έκφραση (2.3) µπορεί να γραφεί εναλλακτικά ως

Faug = F +

∫
Ω

qRpdΩ +

∫
Ω

uiR
v
i dΩ (2.4)

∆εδοµένου ότι τα ολοκληρώµατα στο δεξί µέλος της εξίσωσης (2.4) είναι µηδενικά,
η F και Faug είναι ίσες. Οπότε ίσες ϑα είναι και οι παράγωγοί τους. ΄Ετσι, αντί της
παραγώγου ευαισθησίας δF

δbm
, µπορεί να υπολογιστεί η παράγωγος της επαυξηµένης

συνάρτησης δFaug
δbm

ως

δFaug
δbm

=
δF

δbm︸︷︷︸
1οςόρος

+
δ

δbm

∫
Ω

qRpdΩ︸ ︷︷ ︸
2οςόρος

+
δ

δbm

∫
Ω

uiR
v
i dΩ︸ ︷︷ ︸

3οςόρος

(2.5)

Ξεκινώντας από τον πρώτο όρο δF
δbm

, παραγωγίζεται η συνάρτηση-στόχος και
προκύπτει

δF

δbm
=

∫
Sout

∂FSout
∂vi

δvi
δbm

dSout (2.6)

Κατά την παραγώγιση των χωρικών ολοκληρωµάτων ο όρος δ
δbm

∫
Ω
qRpdΩ γράφεται

ως :
δ

δbm

∫
Ω

qRpdΩ =

∫
Ω

q
δRp

δbm
dΩ +

∫
Ω

δq

δbm
�
�>

0
RpdΩ +

∫
Ω

q��>
0

Rp δ (dΩ)

δbm
(2.7)

Με τον ίδιο τρόπο γράφεται και η παράγωγος του ολοκληρώµατος της εξίσωσης της
ορµής

δ

δbm

∫
Ω

uiR
vdΩ =

∫
Ω

ui
δRv

δbm
dΩ +

∫
Ω

δui
δbm
�
�>

0
RvdΩ +

∫
Ω

ui�
�>

0
Rv δ (dΩ)

δbm
(2.8)

Τα Rp και Rv είναι αντιστοίχως, τα υπόλοιπα της εξίσωσης της ορµής και της
συνέχειας και ισούνται µε µηδέν. Επειδή οι µεταβλητές σχεδιασµού είναι τα σηµεία
ελέγχου που παραµετροποιούν τη γεωµετρία υπάρχει εξάρτηση x(bm), άρα ισχύει
ότι :

δ

δbm

(
∂Φ

∂xj

)
6= ∂

∂xj

(
δΦ

δbm

)
(2.9)

Αν χρησιµοποιηθεί η ακόλουθη σχέση που συνδέει την ολική µε τη µερική παράγωγο
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οποιουδήποτε µεγέθους Φ

δ

δbm

(
∂Φ

∂xj

)
=

∂

∂xj

(
δΦ

δbm

)
− ∂Φ

∂xk

∂

∂xj

(
δxk
δbm

)
(2.10)

προκύπτει ότι

∫
Ω

q
δRp

δbm
dΩ = −

∫
Ω

q
δ

δbm

(
∂vj
∂xj

)
dΩ = −

∫
Ω

q
∂

∂xj

(
δvj
δbm

)
dΩ+

∫
Ω

q
∂vj
∂xk

∂

∂xj

(
δxk
δbm

)
dΩ

(2.11)

Ο όρος δxk
δbµ

της σχέσης (2.11) είναι οι παράγωγοι ευαισθησίας πλέγµατος (grid
sensitivities).

Εφαρµόζοντας ολοκλήρωση κατά παράγοντες και, στη συνέχεια, το ϑεώρηµα Green-
Gauss έχουµε την τελική έκφραση της παραγώγου του ολοκληρώµατος της εξίσωσης
της συνέχειας (2ος όρος):

∫
Ω

q
δRp

δbm
dΩ = −

∫
S

qnj
δvj
δbm

dS +

∫
Ω

∂q

∂xj

δvj
δbm

dΩ +

∫
Ω

q
∂vj
∂xk

∂

∂xj

(
δxk
δbm

)
dΩ (2.12)

Αντίστοιχη µεταχείριση έχει και ο τρίτος όρος, που είναι η παράγωγος του
ολοκληρώµατος της εξίσωσης της ορµής ως προς τις µεταβλητές σχεδιασµού.
∆ηλαδή, όπου χρειάζεται, εφαρµόζεται η σχέση (2.10) και το ϑεώρηµα
Green-Gauss.

Για τον τρίτο όρο ισχύει :

δ

δbm

∫
Ω

uiR
v
i dΩ =

∫
Ω

{
ui
∂vj
∂xj
− vj

∂ui
∂xj
− ν ∂

∂xj

(
∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi

)}
δvi
δbm

dΩ

−
∫

Ω

∂ui
∂xi

δp

δbm
dΩ +

∫
S

{
uivjnj + ν

(
∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi

)
nj

}
∂vi
∂bm

dS

−
∫
S

uinj
δτij
δbm

dS +

∫
S

uini
δp

δbm
dS

+

∫
Ω

{
q
∂vj
∂xk
− uivj

∂vi
∂xk

+ ui
∂τij
∂xk
− uj

∂p

∂xk

}
∂

∂xj

(
δxk
δbm

)
dΩ

(2.13)
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Συνδυάζοντας τις σχέσεις (2.9), (2.11), (2.13)

δFaug
δbm

=

∫
Ω

{
ui
∂vj
∂xj
− vj

∂ui
∂xj
− ν ∂

∂xj

(
∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi

)
+

∂q

∂xj

}
δvi
δbm

dΩ

−
∫

Ω

∂ui
∂xi

δp

δbm
dΩ +

∫
S

{
uivjnj + ν

(
∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi

)
nj − qni

}
∂vi
∂bm

dS

−
∫
S

uinj
δτij
δbm

dS +

∫
S

uini
δp

δbm
dS +

∫
Sout

∂FSout
∂vi

δvi
δbm

dSout +

∫
Ω

Ajk
∂

∂xj

(
δxk
δbm

)
dΩ

(2.14)

Το Ajk είναι ο όρος που προκύπτει σε περίπτωση που η παραγώγιση γίνεται, όπως
εδώ, ως προς τις µεταβλητές σχεδιασµού (διότι αυτές επηρεάζουν τη γεωµετρία), ενώ
ισούται µε

Ajk = q
∂vj
∂xk
− uivj

∂vi
∂xk
− ν

(
∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi

)
∂vi
∂xk

+ ui
∂τij
∂xk
− uj

∂p

∂xk
(2.15)

Τελικά, αυτό που παρατηρείται στην τελική έκφραση της παραγωγού δFaug
δbm

είναι ότι
αποτελείται από ένα άθροισµα ογκικών και επιφανειακών ολοκληρωµάτων. Για να
υπολογιστούν οι ποσότητες δvi

δbm
, δp

δbm
, και δτij

δbm
απαιτούνται στην περίπτωση της

ευθείας διαφόρισης, Ν επιλύσεις των εξισώσεων του πρωτεύοντος προβλήµατος
δηλαδή των εξισώσεων Navier-Stokes (όπου Ν το πλήθος των µεταβλητών
σχεδιασµού). Επειδή, κατ΄ αυτόν τον τρόπο, το υπολογιστικό κόστος γίνεται πολύ
µεγάλο, απαλείφονται όλα τα ολοκληρώµατα τα οποία περιέχουν παραγώγους
ϱοϊκών µεγεθών ως προς µεταβλητές σχεδιασµού. ΄Ετσι, η τελική έκφραση των
παραγώγων ευαισθησίας συναρτάται µόνο των µεταβολών των γεωµετρικών
ποσοτήτων ως προς τις µεταβλητές σχεδιασµού. Το κόστος για τον υπολογισµό τους
είναι αµελητέο σε σχέση µε το κόστος για την επίλυση της ϱοής. Σε αυτό το κόστος,
όµως, προστίθεται και το κόστος επίλυσης των συζυγών εξισώσεων, παρ΄ όλα αυτά
συνεχίζει να είναι ανεξάρτητο του πλήθους M των µεταβλητών σχεδιασµού.

2.4.2 Συζυγείς Πεδιακές Εξισώσεις

Για να αποφευχθεί λοιπόν ο υπολογισµός των παραγώγων αυτών επιβάλλεται στους
συντελεστές τους στην εξίσωση (2.14) να είναι µηδενικοί. Από τα δύο πρώτα χωρικά
ολοκληρώµατα δηµιουργούνται οι πεδιακές συζυγείς εξισώσεις. Τόσο οι συζυγείς
εξισώσεις όσο και οι οριακές τους συνθήκες εξαρτώνται µόνο από το ϱοϊκό πεδίο
που είναι ήδη γνωστό. Η συζυγής εξίσωση της συνέχειας και η συζυγής εξίσωση της

12



ορµής γράφονται

Rq = −∂uj
∂xj

= 0 (2.16)

Ru
i = uj

∂vj
∂xi
− vj

∂ui
∂xj
− ν ∂

∂xj

(
∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi

)
+
∂q

∂xi
= 0, i = 1, 2 (, 3) (2.17)

Το κόστος της αριθµητικής επίλυσης των συζυγών εξισώσεων είναι περίπου ίδιο µε
αυτό του προβλήµατος ϱοής µιας και πρόκειται για συζευγµένες εξισώσεις
αντίστοιχης πολυπλοκότητας.

2.4.3 Οριακές Συνθήκες Συζυγούς Προβλήµατος

Οι οριακές συνθήκες του συνεχούς συζυγούς προβλήµατος καθορίζονται εξ
ολοκλήρου από τα επιφανειακά ολοκληρώµατα τα οποία χωρίζονται σε επιφανειακά
ολοκληρώµατα για την είσοδο, την έξοδο και γύρω από τα στερεά τοιχώµατα.

Συζυγείς Συνθήκες στην Είσοδο

Η αντικειµενική συνάρτηση είναι µεν επιφανειακό ολοκλήρωµα, αλλά στη
συγκεκριµένη περίπτωση, ορίζεται µόνο στην έξοδο του χωρίου. Οπότε σύµφωνα µε
την εξίσωση (2.14) τα επιφανειακά ολοκληρώµατα που αποµένουν είναι τα εξής

I1 =

∫
Sinlet

γi
δvi
δbm

dS, I2 =

∫
Sinlet

c
δp

δbm
dS, I3 =

∫
Sinlet

vinj
δτij
δbm

dS (2.18)

µε γi = uivjnj + ν
(
∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi

)
nj − qni, c = uini

Για να µην υπολογίζονται οι παράγωγοι των ϱοϊκών µεγεθών ως προς τις µεταβλητές
σχεδιασµού πρέπει οι τρεις όροι µε τους οποίους πολλαπλασιάζονται γi, c, eij να είναι
µηδενικοί, οπότε και τα ολοκληρώµατα I1, I2, I3 να είναι και αυτά τελικά ίσα µε το
µηδέν. Βέβαια, στην είσοδο, από την οριακή συνθήκη του πρωτεύοντος προβλήµατος
έχουµε ότι η ταχύτητα εισόδου είναι σταθερή και επιβάλλεται από τον χρήστη πράγµα
που σηµαίνει ότι δui

δbm
= 0. Για να είναι µηδενικό το ολοκλήρωµα I2, πρέπει το

c = 0 δηλαδή uini = 0. Ενώ για να είναι µηδέν και το τρίτο ολοκλήρωµα πρέπει
uiti = 0 µε ti το εφαπτοµενικό διάνυσµα στην είσοδο. Για τη συζυγή πίεση, δεν
υπάρχει κάποια συνθήκη που να απορρέει από τα ολοκληρώµατα, οπότε επιβάλλεται
µηδενική συνθήκη Neumann. ΄Αρα:
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Είσοδος =

{
ui = 0
∂q
∂xj
nj = 0

Συζυγείς Συνθήκες στα Τοιχώµατα

Στα τοιχώµατα ισχύουν περίπου τα ίδια µε την είσοδο, το µόνο που αλλάζει είναι ότι
εδώ ισχύει µηδενική συνθήκη Dirichlet για την ταχύτητα

Τοιχώµατα =

{
ui = 0
∂q
∂xj
nj = 0

Συζυγείς Συνθήκες στην ΄Εξοδο

Στην έξοδο, πρέπει να ληφθεί υπόψη και ο όρος που προστίθεται στο επιφανειακό
ολοκλήρωµα και προέρχεται από τη συνάρτηση-στόχο. Η συνάρτηση στόχος επιδρά
µόνο στο I1 και όχι στα I2 και I3 που παραµένουν ίδια

I1 =

∫
Soutlet

(
γi +

∂Fsout
∂vi

)
δvi
δbm

dS (2.19)

Η πίεση στην έξοδο είναι µηδενική λόγω οριακής συνθήκης του πρωτεύοντος
προβλήµατος οπότε δp

δbm
=0 άρα και I2 =0. Εξετάζοντας τον όρο που πολλαπλασιάζει

το δvi
δbm

και επιβάλλοντας τον µηδενισµό του, προκύπτει η διανυσµατική εξίσωση

uivjnj + ν

(
∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi

)
nj − qni +

∂Fsout
∂vi

= 0 (2.20)

Μετά από πράξεις αναλυτικής παραγώγισης του όρου ∂Fsout
∂vi

προκύπτει ότι

∂Fsout
∂vi

=
∂
(

1
2

(a− atarget)2)
∂ui

=
(a− atarget)
|v|2

[
−vy
vx

]
(2.21)

Από τη διανυσµατική εξίσωση (2.20) προκύπτουν δύο αλγεβρικές, µια για τη
συζυγή πίεση και µία για την εφαπτοµενική συνιστώσα της συζυγούς ταχύτητας.
Υπολογιστικά πειράµατα έχουν δείξει ότι το I3 µπορεί να αµεληθεί στην έξοδο της
ϱοής. Επειδή δεν υπάρχει άλλη σχέση που να υπαγορεύει κάποια συνθήκη για την
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κάθετη συνιστώσα της συζυγούς ταχύτητας επιβάλλεται µηδενική συνθήκη
Neumann. ΄Αρα,

΄Εξοδος =


q = unvn + ν

(
∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi

)
njni + ∂Fsout

∂vi
ni

utvjnj + ν
(
∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi

)
njti + ∂Fsout

∂vi
ti = 0

ui
∂xj
nj = 0

2.4.4 Τελική ΄Εκφραση Παραγώγων Πρώτης Τάξης

Οι σχέσεις που έχουν παρουσιαστεί µέχρι στιγµής αφορούν αποκλειστικά
παραγώγιση ως προς τις µεταβλητές σχεδιασµού. Η τελική έκφραση της
παραγώγου, µετά και την επίλυση του συζυγούς προβλήµατος, είναι :

δF

δbm
=

∫
Ω

Ajk
∂

∂xj

(
δxk
δbm

)
dΩ =

∫
Ω

{
q
∂vj
∂xk
− uivj

∂vi
∂xk
− ν

(
∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi

)
∂vi
∂xk

+ui
∂τij
∂xk
− uj

∂p

∂xk

}
dΩ (2.22)

΄Ολοι οι υπόλοιποι όροι έχουν µηδενιστεί από το συζυγές πρόβληµα και τις οριακές
του συνθήκες.

Για τον τελικό υπολογισµό της πρώτης παραγώγου της αντικειµενικής ως προς τις
στοχαστικές µεταβλητές, ισχύει ότι ακριβώς ίσχυσε και κατά την παραγώγιση ως προς
τις µεταβλητές σχεδιασµού, µε δύο ουσιαστικές διαφοροποιήσεις.

Ειδικότερα, όταν η παραγώγιση γίνεται ως προς τις στοχαστικές µεταβλητές (αντί των
µεταβλητών σχεδιασµού), ισχύει η ισότητα

δ

δcµ

(
∂Φ

∂xj

)
=

∂

∂xj

(
δΦ

δcµ

)
(2.23)

µιας και δεν υπάρχει εξάρτηση της γεωµετρίας από τις στοχαστικές µεταβλητές.
Λόγω της ανεξαρτησίας αυτής απαλείφεται ο όρος Ajk από την τελική έκφραση της
παραγώγου

Η άλλη διαφορά συναντάται στο επιφανειακό ολοκλήρωµα στην είσοδο της ϱοής
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όπου το δui
δcµ

δεν είναι µηδενικό

I1 =

∫
Sinlet

γi
δvi
δcµ

dS =

∫
Sinlet

{
uivjnj + ν

(
∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi

)
nj − qni

}
δvi
δcµ

dS (2.24)

΄Οµως, παρά τις διαφορές στη παραγώγιση που µόλις επισηµάνθηκαν, οι δύο
παράγωγοι δF

δbm
και δF

δcµ
υπολογίζονται επιλύοντας µία ϕορά το ίδιο συζυγές

πρόβληµα. Αυτό ισχύει διότι, οι διαφοροποιήσεις αλλάζουν τον τελικό τύπο
υπολογισµού της παραγώγου, αλλά οι συζυγείς οριακές συνθήκες και οι συζυγείς
εξισώσεις παραµένουν οι ίδιες.

Η παράγωγος δvi
δcµ

είναι διάφορη του µηδενός και υπολογίζεται εύκολα αναλυτικά
αφού οι στοχαστικές µεταβλητές δεν είναι άλλες από το µέτρο της ταχύτητας και τη
γωνία που σχηµατίζει το ϱευστό εισερχόµενο στο χωρίο. Λόγω µηδενικής οριακής
συνθήκης της συζυγούς ταχύτητας, ο όρος που την περιέχει στο ολοκλήρωµα,
απαλείφεται. ΄Ετσι, η τελική τιµή της παραγώγου δίνεται από τη σχέση

δF

δcµ
=

∫
Sinlet

{
ν

(
∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi

)
nj − qni

}
δvi
δcµ

dS (2.25)

Αν r =

[
cos(ain)
sin(ain)

]
και c =

[
|v|
a

]
τότε για την παράγωγο δvi

δcµ
ισχύει

δvi
δcµ

=
δ (|v|ri)
δcµ

=
δ|v|
δcµ

ri + |v| δri
δcµ

=

[
cos(ain) −|v|sin(ain)
sin(ain) |v|cos(ain)

]
(2.26)

∂Fsout
∂vi

=
∂
(

1
2

(a− atarget)2)
∂ui

=
(a− atarget)
|v|2

[
−vy
vx

]
(2.27)
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Κεφάλαιο 3

Υπολογισµός των Προβολών των

Ροϊκών και Συζυγών Εξισώσεων

Για τον τελικό υπολογισµό της παραγώγου της αντικειµενικής συνάρτησης ως προς
τις µεταβλητές σχεδιασµού δF̃

δbm
χρειάζεται ο υπολογισµός των τριών προαναφερθεισών

οµάδων ποσοτήτων της σχέσης (1.5). Με την επίλυση του πρωτεύοντος και συζυγούς
προβλήµατος, έχουν υπολογιστεί οι δύο πρώτες οµάδες όρων. Εκκρεµεί όµως, ο
υπολογισµός των b-c µεικτών παραγώγων, επί ένα διάνυσµα z σχέσεις (1.7) και
(1.8). Στο κεφάλαιο αυτό ϑα αναπτυχθεί η µέθοδος του απευθείας υπολογισµού
του όρου δ2F

δcµδbm
zµ, καθώς και οι λόγοι για τους οποίους επιλέχτηκε. Στο εξής όπου

αναφέρεται η έκφραση ¨προβολή εξίσωσης¨ ϑα εννοείται η προβολή της εκάστοτε
εξίσωσης πάνω στο διάνυσµα zµ.

3.1 Ευθεία ∆ιαφόριση και ∆ηµιουργία των

Προβολών των Εξισώσεων

Για να υπολογιστούν οι b-c µεικτές παράγωγοι, πρέπει να παραγωγιστεί ως προς
τις στοχαστικές µεταβλητές η σχέση (2.22), που αποτελεί την αναλυτική έκφραση
του δF

δbm
. ΄Οπως έχει προαναφερθεί υπάρχει ανεξαρτησία µεταξύ γεωµετρίας και

στοχαστικών µεταβλητών (εξ ου και ο µηδενισµός του δεύτερου όρου της σχέσης
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((3.1)), ως εκ τούτου, χρησιµοποιείται η σχέση (2.23). Συνεπώς, ισχύει

δ

δcµ

(
δF

δbm

)
=

δ

δcµ

(∫
Ω

Ajk
∂

∂xj

(
δxk
δbm

)
dΩ

)
=

∫
Ω

δAjk
δcµ

∂

∂xj

(
δxk
δbm

)
dΩ +∫

Ω

Ajk
��

���
���

���:
0

δ

δcµ

(
∂

∂xj

(
δxk
δbm

))
dΩ (3.1)

Εκτελώντας αναλυτικά την παραγώγιση, η (3.1) γράφεται

δ2F

δcµδbm
=

∫
Ω

{
δq

δcµ

∂vj
∂xk

+ q
∂

∂xk

δvj
δcµ
− vj

δui
δcµ

∂vi
∂xk
− ui

δvj
δcµ

∂vi
∂xk
− ν

(
∂

∂xj

δui
δcµ

)
∂vi
∂xk

− ν
(
∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi

)
∂

∂xk

δvi
δcµ

+
δui
δcµ

∂

∂xk

(
∂vi
∂xj

+
∂vj
∂xi

)
+ui

∂

∂xk

(
∂

∂xj

δvi
δcµ

+
∂

∂xi

δvj
δcµ

)
− δuj
δcµ

∂p

∂xk
− uj

∂

∂xk

δp

δcµ

}
∂

∂xj

(
δxk
δbm

)
dΩ

(3.2)

Η σχέση (3.2) περιέχει άγνωστες ποσότητες, οι οποίες δεν είναι άλλες, από τις
παραγώγους των µεταβλητών του πρωτεύοντος και συζυγούς προβλήµατος ως προς
τις στοχαστικές µεταβλητές. Για τον υπολογισµό αυτών των ποσοτήτων, εν γένει, ϑα
ακολουθείτο η µέθοδος της ευθείας διαφόρισης (Direct Differentiation) των
εξισώσεων της ϱοής και των εξισώσεων του συζυγούς προβλήµατος, ως προς κάθε
µια από τις στοχαστικές µεταβλητές. Παρ΄ όλα αυτά, επειδή η Ϲητούµενη προς
υπολογισµό ποσότητα περιέχει µεικτές παραγώγους επί ένα διάνυσµα ((1.8))
προτιµάται η εξής αντιµετώπιση: Αρχικά, γίνεται προβολή των µεικτών παραγώγων
πάνω στο διάνυσµα z

δ2F

δcµδbm
zµ =

∫
Ω

{
δq

δcµ
zµ
∂vj
∂xk

+ q
∂

∂xk

δvj
δcµ

zµ − vj
δui
δcµ

zµ
∂vi
∂xk
− ui

δvj
δcµ

zµ
∂vi
∂xk
− uivj

∂

∂xk

(
δvi
δcµ

zµ

)
− ν

[
∂

∂xj

(
δui
δcµ

zµ

)
+

∂

∂xi

(
δuj
δcµ

zµ

)]
∂vi
∂xk
− ν

(
∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi

)
∂

∂xk

(
δvi
δcµ

zµ

)
+
δui
δcµ

zµ
∂

∂xk

(
∂vi
∂xj

+
∂vj
∂xi

)
+ ui

∂

∂xk

[
ν

(
∂

∂xj

(
δvi
δcµ

zµ

)
+

∂

∂xi

(
δvj
δcµ

zµ

))]
−δuj
δcµ

zµ
∂p

∂xk
− uj

∂

∂xk

(
δp

δcµ
zµ

)}
∂

∂xj

(
δxk
δbm

)
dΩ (3.3)

Πλέον οι άγνωστες ποσότητες έχουν πολλαπλασιαστεί επί το διδίαστατο διάνυσµα z
και στο εξής ϑα ονοµάζονται προβεβληµένες µεταβλητές, και ϑα συµβολίζονται ως :
δp
δcµ
zµ = p̃, δvi

δcµ
zµ = ṽi,

δq
δcµ
zµ = q̃, και δui

δcµ
zµ = ũi.

Αντικαθιστώντας στη σχέση (3.3) τις προβεβληµένες µεταβλητές προκύπτει ο τελικός
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τύπος

δ2F

δcµδbm
zµ =

∫
Ω

{
q̃
∂vj
∂xk

+ q
∂ṽj
∂xk
− vjũi

∂vi
∂xk
− uiṽj

∂vi
∂xk
− uivj

∂ṽi
∂xk

− ν
(
∂ũi
∂xj

+
∂ũj
∂xi

)
∂vi
∂xk
− ν

(
∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi

)
∂ṽi
∂xk

+ ũi
∂

∂xk

(
∂vi
∂xj

+
∂vj
∂xi

)
+ ui

∂

∂xk

[
ν

(
∂ṽi
∂xj

+
∂ṽj
∂xi

]]
−ũj

∂p

∂xk
− uj

∂p̃

∂xk

}
∂

∂xj

(
δxk
δbm

)
dΩ (3.4)

Αντί της ευθείας διαφόρισης των εξισώσεων ως προς κάθε στοχαστική µεταβλητή, οι
εξισώσεις παραγωγίζονται ως προς το διάνυσµα των στοχαστικών µεταβλητών και
προβάλλονται στο διάνυσµα z. Τα διανύσµατα c και z, όπως υποδεικνύουν και οι
δείκτες τους, έχουν το ίδιο µέγεθος, ίσο µε το πλήθος (Μ) των στοχαστικών
µεταβλητών. Στη συνέχεια παρουσιάζονται οι εξισώσεις που επιλύονται για να
υπολογιστούν τα προβεβληµένα µεγέθη p̃, ṽi, q̃ και ũi.

3.1.1 Προβολές των Εξισώσεων Ροής και Οριακές Συνθήκες

Προβολές των Εξισώσεων Ροής

Οι εξισώσεις της ϱοής όπως δίνονται από τις σχέσεις (2.1αʹ) και (2.1βʹ) παραγωγίζονται
ως προς c και προβάλλονται στο z έτσι προκύπτουν οι δύο προβολές των εξισώσεων
του πρωτεύοντος προβλήµατος

R̃p = −δR
p

δcµ
zµ = − δ

δcµ

(
∂vj
∂xj

)
zµ = − ∂

∂xj

(
δvj
δcµ

zµ

)
= −∂ṽj

∂xj
= 0 (3.5αʹ)

R̃v
i = ṽj

∂vi
∂xj

+ vj
∂ṽi
∂xj
− ∂

∂xj

[
ν

(
∂ṽi
∂xj

+
∂ṽj
∂xi

)]
+
∂p̃

∂xi
= 0, i = 1, 2 (, 3) (3.5βʹ)

Οι προβολές των εξισώσεων ϱοής διαφέρουν από τις εξισώσεις του πρωτεύοντος
προβλήµατος, τόσο ως προς τις ίδιες τις µεταβλητές, όπως είναι λογικό, αλλά και ως
προς τον όρο της µεταφοράς (convection term). Βέβαια, το υπολογιστικό κόστος
επίλυσης τους, είναι ίδιο µε αυτό των εξισώσεων του πρωτεύοντος προβλήµατος.
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Οριακές Συνθήκες των Προβολών των Εξισώσεων Ροής

Οι οριακές συνθήκες των προβολών των εξισώσεων ϱοής προκύπτουν αν
παραγωγιστούν και προβληθούν αντίστοιχα οι οριακές συνθήκες του πρωτεύοντος
προβλήµατος. Πιο συγκεκριµένα, οι οριακές συνθήκες δεν διαφοροποιούνται,
εκτός από την περίπτωση της ταχύτητας στην είσοδο, όπου ισχύουν τα εξής κατά
την παραγώγιση:

Στο πρωτεύον πρόβληµα, ισχύει σύµφωνα µε τη σχέση (2.26)
δvi
δcµ
|inlet =

[
cos(ain) −|v|sin(ain)
sin(ain) |v|cos(ain)

]
, πολλαπλασιάζοντας επί το διάνυσµα

z =
[
δF
δc1
σ1

2 δF
δc2
σ2

2
]

το οποίο έχει ήδη υπολογιστεί, προκύπτει ότι :
ṽi|inlet = δvi

δcµ
|inletzµ = ṽ0 και οι οριακές συνθήκες γράφονται

Είσοδος =

{
ṽi = ṽ0

∂p̃
∂xj
nj = 0

Τοιχώµατα =

{
ṽi = 0
∂p̃
∂xj
nj = 0

΄Εξοδος =

{
∂ṽi
∂xj
nj = 0

p̃ = 0

3.1.2 Προβολές των Συζυγών Εξισώσεων και Οριακές Συνθήκες

Προβολές των Συζυγών Εξισώσεων

Η ίδια συλλογιστική ακολουθείται και για τη δηµιουργία των προβολών των
συζυγών εξισώσεων. Ειδικότερα, παραγωγίζονται ως προς τις στοχαστικές
µεταβλητές οι συζυγείς εξισώσεις (2.16), (2.17) και προβάλλονται στο διάνυσµα z,

R̃q =
δRq

δcµ
zµ =

δ

δcµ

(
−∂uj
∂xj

)
zµ = − ∂

∂xj

(
δuj
δcµ

zµ

)
= −∂ũj

∂xj
= 0 (3.6αʹ)

R̃u
i = ũj

∂vj
∂xi

+uj
∂ṽj
∂xi
−ṽj

∂ui
∂xj
−ṽj

∂ui
∂xj
− ∂

∂xj

[
ν

(
∂ũi
∂xj

+
∂ũj
∂xi

)]
+
∂q̃

∂xi
= 0, i = 1, 2 (, 3)

(3.6βʹ)
Στη σχέση (3.6βʹ) υπάρχουν πλέον τέσσερις όροι που ¨θυµίζουν¨ τούς όρους
µεταφοράς (convection terms). Το υπολογιστικό κόστος επίλυσής των προβολών
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των συζυγών εξισώσεων, ϑεωρείται παραπλήσιο εκείνου της επίλυσης του
πρωτεύοντος προβλήµατος.

Οριακές Συνθήκες των Προβολών των Συζυγών Εξισώσεων

Οι οριακές συνθήκες που επιβάλλονται στις προβεβληµένες συζυγείς εξισώσεις
προκύπτουν από την παραγώγιση των συζυγών οριακών συνθηκών ως προς cµ και
προβολή τους πάνω στο zµ,

Είσοδος =

{
ũi = 0
∂q̃
∂xj
nj = 0

Τοιχώµατα =

{
ũi = 0
∂q̃
∂xj
nj = 0

Ιδιαιτερότητα παρουσιάζεται στην έξοδο, λόγω της παραγώγισης της ϐασικής
αντικειµενικής συνάρτησης,

΄Εξοδος =


q̃ = ũnvn + unṽn + ν

(
∂ũi
∂xj

+
∂ũj
∂xi

)
njni + δ

δcµ

(
∂Fsout
∂vi

ni

)
zµ

ũtvjnj + utṽjnj + ν
(
∂ũi
∂xj

+
∂ũj
∂xi

)
njti + δ

δcµ

(
∂Fsout
∂vi

ti

)
zµ = 0

ũi
∂xj
nj = 0

όπου

δ

δcµ

(
∂Fsout
∂vi

ni

)
zµ =

δ

δcµ

[
(a− atarget)

|v|2 (−nxvy + nyvx)

]
zµ =

δ

δcµ
(a− atarget) zµ

−nxvy + nyvx
|v|2

+
δ

δcµ

(
1

|v|2

)
zµ (a− atarget) (−nxvy + nyvx)

+
δ

δcµ
(−nxvy + nyvx) zµ

(a− atarget)
|v|2 (3.7)

Κάνοντας τις επί µέρους αναλυτικές παραγωγίσεις υπολογίζεται ο τελικός τύπος

δ

δcµ

(
∂Fsout
∂vi

ni

)
zµ = (vxṽy − vyṽx)

−nxvy + nyvx

|v|4
− 2

(a− atarget)
|v|4 (−nxvy + nyvx) (vxṽx + vyṽy)

+
(a− atarget)

|v|2 (−ṽynx + ṽxny) (3.8)
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Κατά την παραγώγιση του δ
δcµ

(
∂Fsout
∂vi

ti

)
zµ προκύπτουν τα ίδια αποτελέσµατα µε

αυτά της σχέσης (3.8), µε τη διαφορά ότι αντί για τις συνιστώσες του κάθετου
διανύσµατος ni, εµφανίζονται αυτές του εφαπτοµενικού ti.
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Κεφάλαιο 4

Αλγόριθµος pFOSM και

Υπολογιστικό Κόστος

4.1 Αλγόριθµος Βελτιστοποίησης Μορφής µε τη

Μέθοδο του p-FOSM

Μετά την επίλυση των δύο προβληµάτων µε τις προβολές των εξισώσεων έχουν
ϐρεθεί τα πεδία των προβεβληµένων µεταβλητών και µπορεί πλέον να υπολογιστεί
το δ2F

δcµδbm
zm σχέση (3.2). ΄Εχοντας υπολογίσει τις τρεις αρχικώς άγνωστες ποσότητες

δF
δbm

, δF
δcµ

και δ2F
δcµδbm

zm υπολογίζεται από τη σχέση (1.9) η παράγωγος της

τροποποιηµένης αντικειµενικής. ΄Εχοντας υπολογίσει το δF̂
δbm

, µε τη µέθοδο της
απότοµης καθόδου ανανεώνονται οι µεταβλητές σχεδιασµού και πραγµατοποιείται
αιτιοκρατική ϐελτιστοποίηση

bmnew = bmold − η
δF̂

δbm
(4.1)

Από τη στιγµή που οι µεταβλητές σχεδιασµού bm είναι οι συντεταγµένες των σηµείων
ελέγχου (control points) της γεωµετρίας, ανανέωση τους ϑα προκαλέσει την αλλαγή
σχήµατος, του υπό ϐελτιστοποίηση αντικειµένου, καθώς και τη δηµιουργία νέου
πλέγµατος.
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Αρχή

Επίλυση του πρωτεύοντος

προβλήµατος→ vi, p

Επίλυση των συνεχών

συζυγών εξισώσεων→ ui, q

Υπολογισµός

F̂ , µF , σF , zµ,
δF
δbm

, δF
δcµ

Επίλυση των προβολών των

ϱοϊκών εξισώσεων→ ṽi, p̃

Επίλυση των προβολών των

συζυγών εξισώσεων→ ũi, q̃

Υπολογισµός δ2F
δcµδbm

zµ

Υπολογισµός δF̂
δbm

Ανανέωση µεταβλητών

σχεδιασµού:

bmnew = bmold − η δF̂
δbm

Μεταβολή γεωµετρίας,

νέο πλέγµα

Νέος

κύκλος

ϐελτιστοποίησης

Stop

Yes

No

Αν το κάθε ένα από τα µπλέ κουτάκια του αλγορίθµου, ϑεωρηθεί ότι είναι ένα ϐήµα
της µεθόδου του pFOSM πιο αναλυτικά ισχύει :

• Βήµα 10 επίλυση του πρωτεύοντος προβλήµατος εξισώσεις (2.1αʹ), (2.1βʹ) µε
οριακές συνθήκες αυτές του υποκεφαλαίου 2.2.

• Βήµα 20 επίλυση του συζυγούς προβλήµατος εξισώσεις (2.16), (2.17) µε
οριακές συνθήκες αυτές του υποκεφαλαίου 2.4.3.

• Βήµα 30 υπολογισµός F̂ σχέση (1.4), µF και σF σχέση (1.3), zµ σχέση (1.7),
δF
δbm

σχέση (2.22), δF
δcµ

, σχέση (2.25).

• Βήµα 40 επίλυση των προβολών των ϱοϊκών εξισώσεων (3.5αʹ), (3.5βʹ) µε οριακές
συνθήκες αυτές του υποκεφαλαίου 3.1.1.

• Βήµα 50 επίλυση των προβολών των ϱοϊκών εξισώσεων (3.6αʹ), (3.6βʹ) µε οριακές
συνθήκες αυτές του υποκεφαλαίου 3.1.2.

• Βήµα 60 υπολογισµός σχέση δ2F
δbmδcµ

, σχέση 3.4.
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• Βήµα 70 υπολογισµός δF̂
δbm

, σχέση 1.5.

4.2 Υπολογιστικό Κόστος της Μεθόδου

Το υπολογιστικό κόστος για τον υπολογισµό µέσης τιµής και τυπικής απόκλισης
αντικειµενικής συνάρτησης µε τη µέθοδο του FOSM είναι σταθερό, ανεξάρτητο του
πλήθους των στοχαστικών µεταβλητών και αντιστοιχεί σε 2 ΙΕΡ (ισοδύναµες επιλύσεις
ϱοής). ∆ιότι η µέση τιµή απαιτεί 1 ΙΕΡ αυτό της επίλυσης των εξισώσεων της ϱοής
και η τυπική απόκλιση άλλο 1 ΙΕΡ για την επίλυσης του συζυγούς προβλήµατος και
τον υπολογισµό της πρώτης παραγώγου ως προς τις στοχαστικές µεταβλητές.

Στην προσπάθεια να αξιολογηθεί το υπολογιστικό κόστος της µεθόδου του FOSM
συγκρίνεται µε το αντίστοιχο των µεθόδων επεµβατικού και µη-επεβατικού
αναπτύγµατος πολυωνυµικού χάους πρώτης τάξης. Το υπολογιστικό κόστος του
επεµβατικού αναπτύγµατος πολυωνυµικού χάους δίνεται από τον τύπο:

ΥΚ= (Q+n)
Q!n!

όπου η Q η τάξη χάους και n το πλήθος των αβέβαιων µεταβλητών.

Το υπολογιστικό κόστος του µη-επεµβατικού αναπτύγµατος πολυωνυµικού χάους
δίνεται από τον τύπο: ΥΚ=(Q+ 1)n όπου η Q η τάξη χάους και n το πλήθος των
αβέβαιων µεταβλητών.

Ειδικότερα, συγκρίνοντας µεταξύ τους τα πρώτης τάξης µοντέλα, ισχύει ότι :

Συντοµογραφίες Πλήθος Αβέβαιων

Μεταβλητών

Υπολογιστικό

κόστος
FOSM 1 2

iPCE 1 2

niPCE 1 2

FOSM 2 2

iPCE 2 3

niPCE 2 4

FOSM 3 2

iPCE 3 4

niPCE 3 8

Πίνακας 4.1: Υπολογιστικό κόστος FOSM, iPCE και niPCE πρώτης τάξης.
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Το υπολογιστικό κόστος της µεθόδου του p-FOSM κατά τη ϐελτιστοποίηση είναι το
χαµηλότερο δυνατό, αφού είναι ανεξάρτητο του πλήθους των στοχαστικών
µεταβλητών (Μ) και ισούται µε 4 ισοδύναµες επιλύσεις ϱοής (ΙΕΡ). Οι 4 ΙΕΡ
προκύπτουν από:

• 1 ΙΕΡ για την επίλυση των εξισώσεων ϱοής του ϱευστού.

• 1 ΙΕΡ για την επίλυση των εξισώσεων της συζυγούς ϱοής.

• 1 ΙΕΡ για την επίλυση των προβολών των εξισώσεων της ευθείας διαφόρισης του
προβλήµατος ϱοής του ϱευστού.

• 1 ΙΕΡ για την επίλυση των προβολών των εξισώσεων της ευθείας διαφόρισης του
προβλήµατος της συζυγούς ϱοής.

Σε οποιαδήποτε άλλη προσέγγιση ενός προβλήµατος στιβαρού σχεδιασµού, µε
µέθοδο πρώτης-τάξης δεύτερης-ορµής (FOSM) το υπολογιστικό κόστος ϑα ήταν
2Μ+2 ΙΕΡ [1]. Το κόστος αυτό προκύπτει επειδή δεν χρησιµοποιείται η µέθοδος της
προβολής και για να υπολογιστούν οι άγνωστες ποσότητες των παραγώγων των
ϱοϊκών και συζυγών µεταβλητών ως προς της στοχαστικές µεταβλητές που
ϐρίσκονται στην τελική έκφραση (πριν την προβολή) των b-c µεικτών παραγώγων
3.3 επιλύονται 2Μ το πλήθος ισοδύναµες εξισώσεις. Αυτές προκύπτουν πλέον από
ευθεία διαφόριση των δύο εξισώσεων του πρωτεύοντος και συζυγούς προβλήµατος
επί τον αριθµό Μ των αβέβαιων µεταβλητών, ως προς τις οποίες γίνεται η ευθεία
διαφόριση.

΄Οπως γίνεται αντιληπτό, σε αυτήν την περίπτωση το κόστος αυξάνει γραµµικά σε
σχέση µε το πλήθος των στοχαστικών µεταβλητών. Αν το πλήθος είναι µεγάλο, µια
τέτοια προσέγγιση είναι ασύµφορη από πλευράς υπολογιστικού κόστους. Στη
διπλωµατική αυτή εργασία, υπάρχουν δύο στοχαστικές µεταβλητές, συνεπώς, όπως
παρουσιάζεται και στον πίνακα 4.2 το κέρδος σε υπολογιστικό κόστος του p-FOSM
έναντι µιας µεθόδου ευθείας διαφόρισης για τον υπολογισµό της δεύτερης b-c
µεικτής παραγώγου, είναι 2 ΙΕΡ σε κάθε κύκλο ϐελτιστοποίησης. Στον πίνακα 4.2
µε τον όρο FOSM εννοείται η µέθοδος που δεν χρησιµοποιεί τη τεχνική των
προβολών για τον υπολογισµό των b-c µεικτών παραγώγων αλλά αποκλειστικά την
ευθεία διαφόριση των εξισώσεων.

Συντοµογραφίες Μ Υπολογιστικό

κόστος
p-FOSM 2 4

FOSM 2 6

Πίνακας 4.2: Υπολογιστικό κόστος p-FOSM και FOSM
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Κεφάλαιο 5

Επίλυση Εξισώσεων στο Open-FOAM

Χρησιµοποιώντας την παραπάνω µαθηµατική ανάλυση, δηµιουργήθηκε κώδικας σε
περιβάλλον του ελεύθερου λογισµικού Open-FOAM, ο οποίος πραγµατοποιεί
ϐελτιστοποίηση σχήµατος µε την µέθοδο του p-FOSM. Για να εξεταστεί ο κώδικας
που αναπτύχθηκε, χρησιµοποιούνται προσοµοιώσεις (test cases). Η πρώτη
προσοµοίωση έγινε σε πτερύγωση συµµετρικής αεροτοµής (NACA-12), για στρωτή
ϱοή.

Η προσοµοίωση έχει τα εξής χαρακτηριστικά: πρόκειται για µια διδιάστατη
πτερύγωση στροβιλοµηχανής, η γωνία κλίσης της πτερύγωσης είναι 300, η γωνία
πρόσπτωσης +100 και ο αριθµός Reynolds 1000.

Για να επιλυθεί η ϱοή υπάρχει η ανάγκη δηµιουργίας πλέγµατος. Το πλέγµα
δηµιουργήθηκε από προϋπάρχον λογισµικό της ΜΠΥΡ&Β /ΕΜΠ. Είναι µεικτού
τύπου, κοντά στην πτερύγωση είναι τύπου C, ενώ το υπόλοιπο είναι µη-δοµηµένο
αποτελούµενο από τριγωνικά στοιχεία. Συνολικά έχει 40.692 κυψέλες, είναι
αρκετά πυκνό κοντά στην πτερύγωση για να επιτευχθεί κατάλληλη πύκνωση για το
οριακό στρώµα, και αραιώνει σταδιακά καθώς αποµακρύνεται κανείς από τα όρια
της πτερύγωσης. Κατ΄ αυτόν τον τρόπο επιτυγχάνεται κατάλληλη πύκνωση εκεί που
κρίνεται επιθυµητό και, συγχρόνως, οικονοµία στον αριθµό των κυψελών. Τα
χαρακτηριστικά του πλέγµατος παρουσιάζονται στα παρακάτω σχήµατα 5.1 και 5.2.
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Σχήµα 5.1: Υπολογιστικό πλέγµα στην πτερύγωση της NACA-12, υπό γωνία κλίσης 30
µοιρών και στερεότητα 1.

Σχήµα 5.2: Υπολογιστικό πλέγµα στο χείλος εκφυγής της αεροτοµής της πτερύγωσης.
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5.1 Επίλυση της Ροής

Για να επιλυθεί οι εξισώσεις της ϱοή σε περιβάλλον Open-FOAM χρησιµοποιείται
ο αλγόριθµος Simple (Semi-Implicit Method for Pressure Linked Equations) [1].
Επειδή ισχύει η συµµετρία εκ περιστροφής και η περιοδικότητα της ϱοής, η επίλυση
γίνεται για ένα και µόνο ϐήµα πτερύγωσης. Ακολουθούν τα σχήµατα 5.3, 5.4 των
πεδίων του µέτρου της ταχύτητας και πίεσης.

Σχήµα 5.3: Πεδίο µέτρου ταχύτητας στην πτερύγωση της NACA-12 για στρωτή ϱοή.

Σχήµα 5.4: Πεδίο πιέσεων στην πτερύγωση της NACA-12 για στρωτή ϱοή.
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Για να πιστοποιηθεί το κατά πόσον έχουν συγκλίνει οι εξισώσεις ϱοής παρουσιάζεται
στο σχήµα (5.5), η πορεία των αδιάστατων υπολοίπων των τριών εξισώσεων (ορµή
κατά x, ορµή κατά y και συνέχεια).

Σχήµα 5.5: ∆ιάγραµµα σύγκλισης πρωτεύοντος προβλήµατος για την πτερύγωση της
NACA-12.

Τα αδιάστατα υπόλοιπα των εξισώσεων στις 4.000 επαναλήψεις είναι περίπου 10−11

για τη συνέχεια και 10−13 για την ορµή, και κατά x και κατά y. Σε πραγµατικό χρόνο
οι 4.000 επαναλήψεις αντιστοιχούν σε 123s. ΄Ολα τα αποτελέσµατα προσοµοιώσεων
στα οποία γίνεται αναφορά από εδώ και στο εξής έχουν προκύψει από παράλληλα
¨τρεξίµατα¨ σε 4 πυρήνες (τύπου Intel 64 bit @ 2.6GHz). Για οικονοµία χρόνου κατά
τη διάρκεια της ϐελτιστοποίησης τίθεται ως κριτήριο σύγκλισης µικρότερα υπόλοιπα,
της τάξης του 5 · 10−7 και για τις τρεις εξισώσεις. Πρέπει να σηµειωθεί ότι τέτοια
υπόλοιπα κρίνονται πλήρως ικανοποιητικά ως προς τη σύγκλιση των εξισώσεων, ενώ
οδηγούν σε επίλυση τις ϱοής σε χρόνο 70 s.

5.2 Επίλυση Συζυγών Εξισώσεων

Μέχρι στιγµής έχει παρουσιαστεί η επίλυση του πρωτεύοντος προβλήµατος και η
σύγκλισή του. Για να διεξαχθεί όµως ϐελτιστοποίηση µε τη µέθοδο του p-FOSM
απαιτείται η επίλυση άλλων τριών οµάδων εξισώσεων, των συζυγών, των προβολών
των εξισώσεων ϱοής και των προβολών των εξισώσεων του συζυγούς προβλήµατος.
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Για να επιλυθεί το συζυγές πρόβληµα χρησιµοποιήθηκε ο κώδικας της ΜΠΥΡ&Β
/ΕΜΠ, παρ΄ όλα αυτά χρειάστηκε να προγραµµατιστεί η προκείµενη αντικειµενική
συνάρτηση και οι επιδράσεις της στις οριακές συνθήκες του συζυγούς προβλήµατος
σχέση (2.21). Στο παρακάτω σχήµα παρουσιάζεται το διάγραµµα σύγκλισης των
συζυγών εξισώσεων. Ο χρόνος που απαιτείται για να συγκλίνουν οι εξισώσεις του
συζυγούς προβλήµατος σε αδιάστατα υπόλοιπα της τάξης 5 · 10−7 είναι 113 s και
απαιτούνται 2.642 επαναλήψεις.

Σχήµα 5.6: ∆ιάγραµµα σύγκλισης συζυγούς προβλήµατος για την πτερύγωση της NACA-
12.

Τα συζυγή πεδία που προέκυψαν παρουσιάζονται στα σχήµατα 5.2 και 5.8
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Σχήµα 5.7: Πεδίο µέτρου της συζυγούς ταχύτητας για την πτερύγωση της NACA-12.

Σχήµα 5.8: Πεδίο της συζυγούς πίεσης για την πτερύγωση της NACA-12.
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5.3 Επίλυση των Προβολών των Εξισώσεων

Για να επιλυθούν στο Open-FOAM οι προβολές των εξισώσεων του πρωτεύοντος και
συζυγούς προβλήµατος προγραµµατίστηκε κώδικας σε περιβάλλον OpenFOAM,
αφού προγραµµατίστηκαν και οι οριακές τους συνθήκες συνυπολογίζοντας και την
επίδραση της αντικειµενικής σχέση (3.7), επιλύονται. Ακολουθούν τα διαγράµµατα
σύγκλισης.

Σχήµα 5.9: ∆ιάγραµµα σύγκλισης των εξισώσεων των προβολών του πρωτεύοντος
προβλήµατος για την πτερύγωση της NACA-12.

Σχήµα 5.10: ∆ιάγραµµα σύγκλισης των εξισώσεων των προβολών του συζυγούς
προβλήµατος για την πτερύγωση της NACA-12.
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Για να πραγµατοποιηθεί ο πρώτος κύκλος ϐελτιστοποίησης απαιτείται λοιπόν ένα
χρονικό διάστηµα 329s, ήτοι περίπου 5,5min. Οι υπόλοιποι κύκλοι
ϐελτιστοποίησης αναµένεται ότι ϑα χρειαστούν λιγότερο χρόνο για να
ολοκληρωθούν. Αυτό οφείλεται στην καλύτερη αρχικοποίηση των πεδίων σε σχέση
µε την αρχική (του πρώτου κύκλου ϐελτιστοποίησης).
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Κεφάλαιο 6

Πιστοποίηση Παραγώγων

Η επίλυση των τεσσάρων οµάδων εξισώσεων δίνει τη δυνατότητα υπολογισµού των
παραγώγων δF

δbm
, δF
δcµ

, και των παραγώγων επί διάνυσµα δ2F
δbmδcµ

zµ οι οποίες είναι
απαραίτητες για τον υπολογισµό της τυπικής απόκλισης αλλά και για την ανανέωση
των µεταβλητών σχεδιασµού. Στο κεφάλαιο αυτό ϑα γίνει σύγκριση των τιµών των
παραπάνω παραγώγων που προκύπτουν µε τη µέθοδο του p-FOSM συγκριτικά µε
τις τιµές που προκύπτουν µε τη µέθοδο των πεπερασµένων διαφορών για την
προσοµοίωση της NACA-12. Επίσης ϑα αντιπαρατεθούν τα αποτελέσµατα για τον
υπολογισµό της µέσης τιµής και της τυπικής απόκλισης µεταξύ του λογισµικού
που υλοποιεί τη µέθοδο του µη-επεµβατικού αναπτύγµατος πολυωνυµικού
χάους [6] και του κώδικα του FOSM.

6.1 Παραµετροποίηση Μορφής

Πρέπει να γίνει µια σύντοµη πλην απαραίτητη αναφορά στην παραµετροποίηση της
γεωµετρίας. Πιο συγκεκριµένα, αυτή γίνεται µε τη χρήση των Volumetric
B-Splines. Ο κώδικας για την παραµετροποίηση της γεωµετρίας µε Volumetric
B-Splines στο Open-FOAM προϋπήρχε στη ΜΠΥΡ&Β/ΕΜΠ. ΄Οπως ϕαίνεται και
στο σχήµα 6.1, διαµορφώνεται ένα κουτί µέσα στο οποίο περιέχεται η προς
ϐελτιστοποίηση γεωµετρία. Τα όρια του κουτιού καθορίζονται από τα εξωτερικά
σηµεία ελέγχου (controll points). Με ϐάση τα σηµεία ελέγχου γίνεται η
παραµετροποίηση της γεωµετρίας. Οι συντεταγµένες στο επίπεδο, των σηµείων
ελέγχου είναι στην ουσία οι µεταβλητές σχεδιασµού της ϐελτιστοποίησης. Αλλαγή
της ϑέσης των σηµείων ελέγχου προκαλεί αλλαγή της γεωµετρίας, του πλέγµατος,
της ϱοής και εν τέλει αλλαγή στην τιµή της αντικειµενικής συνάρτησης. ∆εν είναι
όµως όλα τα σηµεία ελέγχου ελεύθερα να κινηθούν, υπάρχει περιορισµός τόσο στη
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µέγιστη µετατόπιση τους όσο και στην κίνηση των ακριανών σηµείων ελέγχου, στα
οποία επιβάλλεται να παραµένουν παγωµένα στις ϑέσεις τους.

΄Οπως παρουσιάζεται στο σχήµα 6.1 οι κοντά στα όρια σειρές περιµετρικά των σηµείων
ελέγχου είναι παγωµένες. Η συνθήκη ακινησίας στην είσοδο και έξοδο του κουτιού
(κατά τη διεύθυνση της ϱοής) κρατά το µήκος της χορδής της πτερύγωσης σταθερό.
Η ανάλυση που έγινε έδειξε ότι οι προτελευταίες σειρές των σηµείων ελέγχου πάνω
και κάτω δεν επηρεάζουν τη γεωµετρία λόγω απόστασης. Ενώ οι τελευταίες σειρές
κατά την κάθετη διεύθυνση στη ϱοή κρατήθηκαν σταθερές για να µην εξέλθουν τα
σηµεία ελέγχου εκτός γεωµετρίας και να µεταβάλουν τα περιοδικά όρια.

Σχήµα 6.1: Ενεργά και ανενεργά σηµεία ελέγχου των Volumetric B-Splines για την
πτερύγωση της NACA-12.

6.2 Πιστοποίηση Παραγώγων ως προς τις

Στοχαστικές Μεταβλητές

Επειδή η µέθοδος µε ϐάση την οποία διεξάγεται η ϐελτιστοποίηση ακολουθεί την
πορεία που υποδεικνύουν οι παράγωγοι, πρέπει να γίνει πιστοποίηση της αξιοπιστίας
των παραγώγων που υπολογίζονται. Η σύγκρισή τους ϑα γίνει µε τα αποτελέσµατα
που προκύπτουν µε πεπερασµένες διαφορές δεύτερης τάξης, τα οποία ϑεωρούνται
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αξιόπιστα.

δF

δcµ
=
Fcµ+ε − Fcµ−ε

2ε
(6.1)

Στον πίνακα που ακολουθεί υπάρχουν οι τιµές των παραγώγων της
συνάρτησης-στόχου προς τις στοχαστικές µεταβλητές (µέτρο της ταχύτητας στην
είσοδο, γωνία εισόδου της ϱοής). Παρατηρείται, πρακτικά, ταύτιση στις τιµές των
παραγώγων, το µέγιστο σχετικό σφάλµα είναι κατά τον υπολογισµό της παραγώγου
δF
δ|v| µε τιµή -1,5%.

Παράγωγοι ως

προς cµ

Παράγωγοι µε FD Παράγωγοι µε τη

Συζυγή Μέθοδο
δF
δ|vin| 5.345 · 10−4 5.266 · 10−4

δF
δain

1.340 · 10−2 1.343 · 10−2

Πίνακας 6.1: Παράγωγοι ως προς τις στοχαστικές µεταβλητές µε πεπερασµένες διαφορές
και τη συνεχή συζυγή µέθοδο για την πτερύγωση της NACA-12.

6.3 Πιστοποίηση Παραγώγων ως προς τις

Μεταβλητές Σχεδιασµού

Τα ενεργά σηµεία ελέγχου είναι 25, συνεπώς οι µεταβλητές σχεδιασµού είναι 50
στο διδιάστατο επίπεδο (κίνηση κατά x και y). ΄Οπως ϕαίνεται στα σχήµατα 6.2, 6.3
οι παράγωγοι δF

δbm
που υπολογίζονται µε τη συζυγή µέθοδο και µε τις πεπερασµένες

διαφορές δεύτερης τάξης είναι σχεδόν ταυτόσηµες. Εποµένως, όλες οι πρώτες
παράγωγοι (και ως προς c και ως b) που υπολογίζονται µέσω της συνεχούς
συζυγούς µεθόδου κρίνονται ως πολύ αξιόπιστες,
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Σχήµα 6.2: Παράγωγοι δF
δbx

υπολογισµένες µε πεπερασµένες διαφορές και τη συζυγή
µέθοδο για την πτερύγωση της NACA-12.
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Σχήµα 6.3: Παράγωγοι δF
δby

υπολογισµένες µε πεπερασµένες διαφορές και τη συζυγή
µέθοδο για την πτερύγωση της NACA-12.
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6.4 Πιστοποίηση b-c Μεικτών Παραγώγων επί

∆ιάνυσµα

΄Εχοντας πιστοποιήσει τα αποτελέσµατα για τις πρώτες παραγώγους αποµένει η
εξακρίβωση των αποτελεσµάτων για τις δεύτερες. Η µέθοδος του p-FOSM
υπολογίζει απευθείας τις b-c µεικτές παραγώγους επί διάνυσµα (παρουσιάστηκε
αναλυτικά στο κεφάλαιο 3, σχέση (3.4)). Για τη σύγκριση των ποσοτήτων του όρου
δ2F

δbmδcµ
zµ, αρχικά χρησιµοποιούνται πεπερασµένες διαφορές δεύτερης τάξης για να

υπολογιστούν οι b-c µεικτές παράγωγοι (για κάθε µια από τις στοχαστικές
µεταβλητές ξεχωριστά),

δ2F

δbmδcµ
=
F(bm+εi,cµ+εj) − F(bm−εi,cµ+εj) − F(bm+εi,cµ−εj) + F(bm−εi,cµ−εj)

4εiεj
(6.2)

και, στη συνέχεια, γίνεται η άθροιση σύµφωνα µε τη σχέση

δ2F

δbmδcµ
zµ =

δ2F

δbmδc1

z1 +
δ2F

δbmδc2

z2 =
δ2F

δbmδ|v|

[
δF

δ|v|
σ2
|v|

]
+

δ2F

δbmδa

[
δF

δa
σ2
a

]
(6.3)

Οι συνιστώσες του διανύσµατος z =
[
δF
δ|v|σ|v|

2 δF
δca
σa

2
]

υπολογίζονται µε ακρίβεια,
διότι αποτελούνται από τις πρώτες παραγώγους της F ως προς τις στοχαστικές
µεταβλητές (πίνακας 8.1 ) επί την τυπική απόκλιση των αβέβαιων µεταβλητών
σ|v|inlet =0.1m/s και σainlet =0.01rad=0.573o.

Τα αποτελέσµατα της σύγκρισης των b-c µεικτών παραγώγων επί διάνυσµα µε τη
µέθοδο του pFOSM και µε τις πεπερασµένες διαφορές παρουσιάζονται στα σχήµατα
6.4 και 6.5.
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Σχήµα 6.4: Παράγωγοι δ2F
δbxδcµ

zµ υπολογισµένες µε πεπερασµένες διαφορές και µε τη
συζυγή µέθοδο.

Σχήµα 6.5: Παράγωγοι δ2F
δbyδcµ

zµ υπολογισµένες µε πεπερασµένες διαφορές και µε τη
συζυγή µέθοδο.
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Είναι εµφανές ότι τα αποτελέσµατα είναι εξαιρετικά ¨κοντά¨ µεταξύ τους, γεγονός
που αποδεικνύει την ακρίβεια µε την οποία υπολογίζονται και οι δεύτερες b-c µεικτές
παράγωγοι. ΄Εχοντας πλέον αποδείξει ότι όλες οι αναγκαίες για τη ϐελτιστοποίηση
παράγωγοι υπολογίζονται µε ακρίβεια στην αρχική γεωµετρία, συνάγεται ότι και η
διαδικασία ϐελτιστοποίηση που ϑα ακολουθήσει γίνεται µε ορθά ¨µέσα¨.

6.5 Υπολογισµός Μέσης Τιµής και Τυπικής

Απόκλισης

Η µέθοδος FOSM υπολογίζει τη µέση τιµή και την τυπική απόκλιση της
συνάρτησης-στόχου χρησιµοποιώντας µόνο τους όρους πρώτης τάξης σχέση (1.3).
Για εξακρίβωση της ακρίβειας υπολογισµού της µέσης τιµής και της τυπικής
απόκλισης, γίνεται σύγκριση των αποτελεσµάτων του FOSM µε αυτά του κώδικα
του µη-επεµβατικού αναπτύγµατος πολυωνυµικού χάους 1ης και 2ης τάξης
(Non-Intrusive Polynomial Chaos). Το µη-επεµβατικό ανάπτυγµα πολυωνυµικού
χάους (niPCE) 2ης τάξης έχει επαληθευθεί ότι παρέχει αξιόπιστα αποτελέσµατα [6].

Στοχαστική

µέθοδος

Μέση τιµή µF Τυπική απόκλιση

σF

FOSM 1.1063 · 10−3 1.4474 · 10−4

niPCE 1st order 1.1148 · 10−3 1.4475 · 10−4

niPCE 2nd order 1.11482 · 10−3 1.4660 · 10−4

Πίνακας 6.2: Σύγκριση µέσης τιµής και τυπικής απόκλισης συνάρτησης-στόχου µε FOSM,
niPCE 1ης τάξης, και niPCE 2ης τάξης για την πτερύγωση της NACA-12.

Τα αποτελέσµατα των τριών µεθόδων κρίνονται ότι ϐρίσκονται εξαιρετικά ¨κοντά¨
µεταξύ τους. Παρά το γεγονός ότι η µέθοδος του FOSM είναι µέθοδος πρώτης τάξης,
υπολογίζει τη µέση τιµή και την τυπική απόκλιση µε µεγάλη ακρίβεια, συγκρίνοντας
τα αποτελέσµατα µε µια πιστοποιηµένη µέθοδο δεύτερης τάξης (niPCE 2ης τάξης).
Ενώ το υπολογιστικό κόστος του FOSM, όπως ϑα ϕανεί και παρακάτω είναι σαφώς
µικρότερο από αυτό των άλλων δύο niPCE µεθόδων.

Στο σχήµα 6.6 γίνεται σύγκριση του χρόνου που απαιτεί η κάθε µέθοδος για
υπολογισµούς µέσης τιµής και τυπικής απόκλισης. Εδώ πρέπει να σηµειωθεί ότι η
µέθοδος του FOSM απαιτεί σταθερό χρόνο για τον υπολογισµό της µF και σF ,
ανεξαρτήτως του αριθµού των στοχαστικών µεταβλητών, σε αντίθεση µε το niPCE,
όπου το υπολογιστικό κόστος αυξάνει σηµαντικά µε την αύξηση των στοχαστικών

41



µεταβλητών. ΄Ηδη, µε τις 2 στοχαστικές µεταβλητές, η µέθοδος του FOSM (απαιτεί
µια επίλυση του πρωτεύοντος και µια επίλυση του συζυγούς προβλήµατος) είναι 2
ϕορές πιο γρήγορο από τη µέθοδο του niPCE 1ης τάξης (απαιτεί 4 επιλύσεις της
ϱοής) και 4,5 ϕορές από το niPCE 2ης τάξης (απαιτεί 9 επιλύσεις της ϱοής). ΄Οσο
αυξάνει ο αριθµός των στοχαστικών µεταβλητών, αυξάνει και το συγκριτικό κέρδος
(σε υπολογιστικό κόστος) από τη χρήση της µεθόδου του FOSM.

Σχήµα 6.6: Χρόνος υπολογισµού µέσης τιµής και τυπικής απόκλισης µε FOSM, niPCE 1st

order niPCE 2nd order για δύο στοχαστικές µεταβλητές για την πτερύγωση της NACA-12.

6.6 Υπολογισµός Μέσης Τιµής και Τυπικής

Απόκλισης µε Πεπερασµένες ∆ιαφορές για τη

Μέθοδο του SOSM

Στο προηγούµενο υποκεφάλαιο, έγινε παράθεση αποτελεσµάτων για τον
υπολογισµό µέσης τιµής και τυπικής απόκλισης χρησιµοποιώντας τη
µη-επεµβατική µέθοδο του αναπτύγµατος πολυωνυµικού χάους 1ης και 2ης τάξης.
Στο παρόν, ϑα γίνει σύγκριση µεταξύ των µεθόδων: πρώτης τάξης δεύτερων
στατιστικών ϱοπών και δεύτερης τάξης δεύτερων στατιστικών ϱοπών (FOSM έναντι
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SOSM). Να σηµειωθεί, ότι δεν εφαρµόζεται η µέθοδος του SOSM, αλλά οι τύποι της
µεθόδου µε πεπερασµένες διαφορές.

Στο SOSM, στην ουσία προστίθενται στους τύπους υπολογισµού µέσης τιµής και
τυπικής απόκλισης και οι δεύτεροι όροι του αναπτύγµατος Taylor. Με τις σχέσεις να
είναι

µF ' F |c̄ +
1

2

M∑
µ=1

[
δ2F

δc2
µ

]
c̄

σ2
µ = F |c̄ +

1

2

[
δ2F

δc2
µ

]
c̄

σ2
µ (6.4)

σF '

√√√√ M∑
µ=1

M∑
k=1

{[
δF

δcµ

]2

c̄

σ2
µ +

1

2

[
δ2F

δcµδck

]2

c̄

σ2
µσ

2
k

}
=

√[
δF

δcµ
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Για τον υπολογισµό των δύο επιπρόσθετων όρων δεύτερης τάξης χρησιµοποιούνται
πεπερασµένες διαφορές, µιας και ο υπολογισµός τους γίνεται ενδεικτικά για λόγους
σύγκρισης.

Για δύο στοχαστικές µεταβλητές το συµµετρικό µητρώο γράφεται ως

δ2F

δcµδck
=

[
δ2F
δ2|vin|

δ2F
δ|vin|δain

δ2F
δainδ|vin|

δ2F
δ2ain

]
(6.6)

Για τις δεύτερες ορθές παραγώγους χρησιµοποιείται ο τύπος των κεντρικών διαφορών

δ2F

δ2cm
=
Fcm+ε − 2Fcm + Fcm−ε

ε2
(6.7)

ενώ για τις µεικτές ισχύει η σχέση (6.2).

Τελικά προκύπτουν τα αποτελέσµατα του πίνακα 6.3. Μεταξύ των µεθόδων
παρατηρούνται ελαφρές αποκλίσεις, γεγονός που υποδεικνύει ότι στις παρούσες
προσοµοιώσεις οι πρώτης τάξης µέθοδοι υπολογίζουν µε αρκετή αξιοπιστία µέση
τιµή και τυπική απόκλιση. Βέβαια αυτό δεν συµβαίνει πάντα, εξαρτάται από την
αντικειµενική συνάρτηση που επιλέγεται, τις στοχαστικές µεταβλητές και τη µεταξύ
τους σχέση.
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Στοχαστική

µέθοδος

Μέση τιµή µF Τυπική απόκλιση

σF

FOSM 1.1063 · 10−3 1.4474 · 10−4

SOSM 1.1207 · 10−3 1.4489 · 10−4

niPCE 2nd order 1.11482 · 10−3 1.4660 · 10−4

Πίνακας 6.3: Σύγκριση µέσης τιµής και τυπικής απόκλισης συνάρτησης-στόχου µεταξύ
FOSM, SOSM και µη-επεµατικού πολυωνυµικού χάους 2ης τάξης για την προσοµοίωση της
NACA-12.
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Κεφάλαιο 7

Βελτιστοποίηση Μορφής Αεροτοµής

2∆ Πτερύγωσης µε Αβεβαιότητες

΄Εχοντας υπολογίσει µε ακρίβεια όλες τις αναγκαίες παραγώγους, είναι δυνατόν
πλέον να διεξαχθεί ϐελτιστοποίηση µορφής σε πρόβληµα που οι συνθήκες της ϱοής
στην είσοδο διέπονται από αβεβαιότητα, λαµβάνοντας όµως υπόψη, την επιθυµία
του χρήστη να επιτυγχάνεται µια τελική γεωµετρία, η οποία να έχει και καλύτερη
µέση τιµή αντικειµενικής συνάρτησης αλλά και τυπική απόκλιση. ∆ιότι το
επιθυµητό πάντα σενάριο σε ένα πρόβληµα ελαχιστοποίησης είναι οι µείωση και
των δύο ποσοτήτων, παρ΄ όλα αυτά η πορεία που ϑα ακολουθήσει καθεµία από
αυτές δεν είναι κατ΄ ανάγκη η ίδια. Αντικειµενική συνάρτηση της ϐελτιστοποίησης
για τη συγκεκριµένη προσοµοίωση είναι η γωνία εξόδου της ϱοής, στόχο δηλαδή,
αποτελεί η έξοδος του ϱευστού µε γωνία όσο το δυνατόν πιο ¨κοντά¨ στη γωνία που
ορίζει ο χρήστης.

7.1 Αποτελέσµατα Βελτιστοποίησης

Επιλύοντας τη ϱοή στο OpenFOAM για την αρχική γεωµετρία υπολογίζεται ότι η
µέση γωνία εξόδου της ϱοής είναι āoutlet = 33.687o. Ως στόχος επιλέγεται γωνία
εξόδου aoutlet = 31o, µε απώτερο σκοπό την επίτευξη µεγαλύτερης συµπίεσης στη
σταθερή πτερύγωση συµπιεστή. Τα δύο µεγέθη που εισάγουν τη αβεβαιότητα στο
πρόβληµα είναι το µέτρο της ταχύτητας και η γωνία της ϱοής στην είσοδο, και τα
δύο ϑεωρείται ότι ακολουθούν κανονική κατανοµή, όπου |Vinlet| = 1±3 ·0.1m/s και
ainlet = 40± 3 · 0.57o.
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Η αντικειµενική συνάρτηση αεροδυναµικού σχεδιασµού υπό αβεβαιότητες για την
οποία γίνεται η ϐελτιστοποίηση, επιλέγεται να δίνεται από τη σχέση (7.1), στην οποία
ο χρήστης επιλέγει τις τιµές των συντελεστών w1 και w2 ανάλογα µε τη ϐαρύτητα που
ϑέλει να προσδώσει στις δύο ποσότητες, µέσης τιµής και τυπικής απόκλισης.

F̂ = w1µF + w2 σF (7.1)

Πρώτα ϑα εξεταστεί η περίπτωση ϐαρών w1 = 0 και w2 = 1. Με την αντικειµενική
συνάρτηση στιβαρού σχεδιασµού να αποτελείται πλέον µόνο από την τυπική
απόκλιση. Η συγκεκριµένη επιλογή ϐαρών αντιστοιχεί στην περίπτωση που ο
χρήστης ϑέλει να ϐελτιώσει µόνο την τιµή της τυπικής απόκλισης ¨αδιαφορώντας¨
για την πορεία που ϑα ακολουθήσει η µέση τιµή. Ως πρόβληµα δεν έχει τεχνικά
ενδιαφέρον αλλά είναι µια εξαιρετική δοκιµή της προγραµµατισθείσας µεθόδου.
Τελικά, η αντικειµενική συνάρτηση στιβαρού αεροδυναµικού και η παράγωγός της
ως προς τις µεταβλητές σχεδιασµού γράφεται

F̂ = σF ,
δF̂

δbm
=
δσF
δbm

=

δ2F
δbmδcµ

zµ

σF
(7.2)

Η ϐελτιστοποίηση διήρκεσε 57 λεπτά ¨τρέχοντας¨ παράλληλα σε 4 επεξεργαστές
Intel 64 bit @ 2.6GHz, µέσα σε αυτά τα λεπτά ολοκληρώθηκαν 15 κύκλοι
ϐελτιστοποίησης. Τα αποτελέσµατα για την πορεία της τιµής της τυπικής
απόκλισης παρουσιάζονται στο σχήµα 7.1

Σχήµα 7.1: Ρυθµός σύγκλισης της τυπικής απόκλισης µε αντικειµενική συνάρτηση µόνο
την τυπική απόκλιση της F.
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Μέσα σε 15 κύκλους, σηµειώθηκε πτώση της τιµής της τυπικής απόκλισης κατά
τρεις τάξεις µεγέθους από 1.44 · 10−4 σε 2.29 · 10−7. Η µείωση της τυπικής
απόκλισης σε τόσο µεγάλο ϐαθµό σηµαίνει ότι η τελική γεωµετρία είναι πλέον
αεροδυναµικά πολύ πιο στιβαρή από την αρχική. ∆ηλαδή, µπορεί τα µέτρο και η
γωνία της ταχύτητας στην είσοδο να µεταβάλλονται (λόγω αβεβαιότητας) αλλά στη
τελική ϐελτιστοποιηµένη γεωµετρία έχει προκύψει κατανοµή τιµής αντικειµενικής
συνάρτησης πολύ πιο ¨µαζεµένη¨ γύρω από τη µέση τιµή. Η πορεία µέσης τιµής
που προκύπτει κατά τη διάρκεια της ϐελτιστοποίησης, παρουσιάζεται στο σχήµα
7.2

Σχήµα 7.2: ∆ιάγραµµα µέσης τιµής µε αντικειµενική συνάρτηση µόνο την τυπική απόκλιση
της F.

Τα αποτελέσµατα του σχήµατος 7.2 για τη µέση τιµή, υποδηλώνουν ότι η τελική
γεωµετρία έχει και πολύ καλύτερη µέση τιµή. Αν τεθεί ότι το προφίλ των διανυσµάτων
των ταχυτήτων στην έξοδο είναι σταθερό, µπορεί να υπολογιστεί µια ¨µέση¨ γωνία
εξόδου (που ϑα έδινε την ίδια τιµή αντικειµενικής συνάρτησης), σύµφωνα µε τη
σχέση

F =
1

2

∫
Sout

(â− atar)2 dS ⇒ â = atar +

√
2F

Sout
(7.3)

Εφαρµόζοντας τη σχέση 7.3, η µέση γωνία εξόδου της τελικής γεωµετρίας είναι
â = 31.172o, πολύ κοντά στον στόχο atar = 31o.

Οι γεωµετρίες του 1 και 15 κύκλου µαζί µε τις αντίστοιχες κατανοµές ταχυτήτων
παρουσιάζονται στα σχήµατα 7.3, 7.4 και 7.5.
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Σχήµα 7.3: Γεωµετρία και πεδίο ταχύτητας για τον 10 κύκλο ϐελτιστοποίησης µε w1 =
0, w2 = 1.

Σχήµα 7.4: Γεωµετρία και πεδίο ταχύτητας για τον 150 κύκλο ϐελτιστοποίησης µε w1 =
0, w2 = 1.
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Σχήµα 7.5: Περίγραµµα της πτερύγωσης της αεροτοµής της NACA-12 για τον 10 και 150

κύκλο ϐελτιστοποίησης µε w1 = 0, w2 = 1.

Αν και ένα τέτοιο αποτέλεσµα ϕαντάζει ιδανικό µε τελική γεωµετρία που
χαρακτηρίζεται από πολύ καλή µέση τιµή και τυπική απόκλιση, στην
πραγµατικότητα έτσι αναιρείται ο λόγος ύπαρξης διαφορετικών ϐαρών (στη
συγκεκριµένη πάντα προσοµοίωση). Ενώ λοιπόν, η ϐαρύτητα δίνεται αποκλειστικά
στην τυπική απόκλιση και η παράγωγός της καθορίζει την πορεία της
ϐελτιστοποίησης, ϐελτιστοποιείται σηµαντικά και η µέση τιµή.

Αντιστρέφοντας τις τιµές των ϐαρών σε w1 = 1 και w2 = 0, σχηµατίζεται αντικειµενική
συνάρτηση στιβαρού αεροδυναµικού σχεδιασµού που αποτελείται µόνο από τη µέση
τιµή της F. Αυτή και η παράγωγός της δίνονται

F̂ = µF ,
δF̂

δbm
=
δµF
δbm

=
δF

δbm
(7.4)

Στην περίπτωση όπως εδώ, που διεξάγεται ϐελτιστοποίηση µόνο για τη µέση τιµή
υπάρχει ταύτιση µε τη ϐελτιστοποίηση που γίνεται και σε ένα ¨κλασικό¨ πρόβληµα,
στο οποίο δεν υφίσταται η έννοια της αβεβαιότητας. Αυτό ισχύει διότι, στη µέθοδο
του FOSM, η µέση τιµή και η παράγωγός της κατ΄ επέκταση, δεν λαµβάνουν υπόψη
τους την αβεβαιότητα του προβλήµατος. Αφού, η µέση τιµή ισούται µε την τιµή της
αντικειµενική συνάρτησης υπολογισµένης στη µέση τιµή των αβέβαιων µεταβλητών

µF ' F |c̄ (7.5)

Εν αντιθέσει, στη µέθοδο του SOSM σχέση 6.4 ο δεύτερος όρος του αναπτύγµατος
Taylor εισάγει την ύπαρξη στοχαστικότητας στον υπολογισµό της µέσης τιµής.
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Η ϐελτιστοποίηση αυτή χρειάστηκε σχεδόν το µισό χρόνο (30 λεπτά) σε σχέση µε την
προηγούµενη (στον ίδιο αριθµό και τύπο επεξεργαστών), από τη στιγµή που εδώ δεν
απαιτείται η επίλυση των εξισώσεων των προβολών. Τα αποτελέσµατα για τη πορεία
των δύο µεγεθών παρουσιάζονται στα σχήµατα 7.6 και 7.7

Σχήµα 7.6: ∆ιάγραµµα σύγκλισης µέσης τιµής, ϐελτιστοποιώντας την πτερύγωση της
αεροτοµής της NACA-12 µε αντικειµενική συνάρτηση µόνο τη µέση τιµή της F.

Σχήµα 7.7: ∆ιάγραµµα τυπικής απόκλισης, ϐελτιστοποιώντας την πτερύγωση της
αεροτοµής της NACA-12 µε αντικειµενική συνάρτηση µόνο τη µέση τιµή της F.
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΄Οπως και στο προηγούµενο παράδειγµα, η τελική γεωµετρία έχει καλύτερη µέση
τιµή (από την αρχική), η οποία υπήρξε Ϲητούµενο της ϐελτιστοποίησης, αλλά και
καλύτερη τυπική απόκλιση. Στο σχήµα 7.7 διαφαίνεται ότι από τον 70 κύκλο και
µετά η τυπική απόκλιση δεν ϐελτιώνεται, το οποίο δεν έρχεται σε αντίθεση µε τις
απαιτήσεις της ϐελτιστοποίησης που για το συγκεκριµένο παράδειγµα αφορούσαν
µόνο τη µέση τιµή.

Σχήµα 7.8: Γεωµετρία και πεδίο πιέσεων στον 10 κύκλο ϐελτιστοποίησης και
αντικειµενική συνάρτηση τη γωνία-στόχο.

Σχήµα 7.9: Γεωµετρία και πεδίο πιέσεων στον 150 κύκλο ϐελτιστοποίησης.

Μια περίεργη αλλά και συνάµα ερµηνεύσιµη συµπεριφορά κατά τη ϐελτιστοποίηση
είναι η τάση που παρατηρείται στο χείλος εκφυγής της αεροτοµής, το οποίο αντί
να καµπυλώνεται µε κοιλότητα που να δείχνει προς τα κάτω (ώστε να καθοδηγήσει
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την ϱοή σε πιο µικρή γωνία εξόδου από την αρχική), καµπυλώνεται ανάποδα. Αυτό
συµβαίνει διότι έτσι το ϱευστό της πλευράς υποπίεσης επιβραδύνει κοντά στο χείλος
εκφυγής, η πίεση αυξάνει και γίνεται µεγαλύτερη από το αντίστοιχο κοµµάτι της
πλευράς υπερπίεσης, αυτή η διαφορά πίεσης (στο χείλος εκφυγής) ουσιαστικά ωθεί
το ϱευστό να στρίψει προς τα κάτω, και είναι ο ϕυσικός µηχανισµός που ακολουθεί
η ϐελτιστοποίηση σχήµα 7.10.

(αʹ)

(ϐʹ)

Σχήµα 7.10: Αεροτοµή NACA-12: α) ∆ιανύσµατα ταχυτήτων 1ου κύκλου ϐελτιστοποίησης
ϐ)∆ιανύσµατα ταχυτήτων 15ου κύκλου ϐελτιστοποίησης .
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Αν συγκριθεί σε κοινό διάγραµµα η τυπική απόκλιση για τις δύο διαφορετικές
επιλογές ϐαρών προκύπτει το παρακάτω σχήµα

Σχήµα 7.11: ∆ιάγραµµα σύγκλισης τυπικής απόκλισης, ϐελτιστοποιώντας την πτερύγωση
της αεροτοµής της NACA-12 για δύο αντικειµενικές συναρτήσεις µια µόνο για τη µέση τιµή
της F, και µια µόνο για την τυπική της απόκλιση.

Στο σχήµα 7.11 ϕαίνεται ότι υπάρχει διαφοροποίηση για την τελική τυπική απόκλιση
που επιτυγχάνεται, όταν η ϐελτιστοποίηση λαµβάνει υπόψη της µόνο την τυπική
απόκλιση η τελική τιµή είναι καλύτερη και η σύγκλιση συνεχής.

Σχήµα 7.12: Σύγκριση σχηµάτων ανάµεσα στο 1ο και 15ο κύκλο ϐελτιστοποίησης για την
πτερύγωση της αεροτοµής της NACA-12.
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Οι τελικές γεωµετρίες παρουσιάζονται στο σχήµα 7.12 ϕαίνεται ακολουθούν το ίδιο
γεωµετρικό µοτίβο µε την χαρακτηριστική καµπυλότητα στο χείλος εκφυγής, η µόνη
ουσιαστική διαφοροποίηση ϐρίσκεται στο πάχος της αεροτοµής.
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Κεφάλαιο 8

Βελτιστοποίηση Αγωγού Σχήµατος S

για Ελαχιστοποίηση Απωλειών

Ολικής Πίεσης

Σε αυτό το κεφάλαιο παρατίθενται αποτελέσµατα ϐελτιστοποίησης µορφής αγωγού
σχήµατος S, µε παράλληλα αλλά µετατοπισµένα ευθεία τµήµατα εισόδου και εξόδου
της ϱοής. Υιοθετείται νέα αντικειµενική συνάρτηση (απώλειες ολικής πίεσης) για την
οποία πραγµατοποιείται η νέα µαθηµατική διατύπωση της προτεινόµενης µεθόδου
και η πιστοποίηση των παραγώγων που υπολογίζονται.

8.1 Στοιχεία Προσοµοίωσης Αγωγού Σχήµατος S

Στην προσπάθεια πιστοποίησης των αποτελεσµάτων του κώδικα του pFOSM στο
OpenFOAM, χρησιµοποιείται µια διαφορετική αντικειµενική συνάρτηση, αυτή των
απωλειών ολικής πίεσης µεταξύ της εισόδου και της εξόδου του αγωγού. Η
προσοµοίωση γίνεται σε διδιάστατο αγωγό µήκους l = 6.82m µε σταθερό πλάτος
d = 0.38m. Ως προς τα στοιχεία της ϱοής, η ταχύτητα εισόδου έχει συνιστώσα µόνο
κατά τη διεύθυνση x, µε µέτρο |u|inlet = 0.0394m/s, ενώ η κινηµατική
συνεκτικότητα έχει τιµή ν = 1.5 · 10−5m2/s.

Το πλέγµα αποτελείται από 24000 κυψέλες, είναι δοµηµένο µε πολύ καλή
πύκνωση κοντά στα τοιχώµατα, ούτως ώστε, να επιτυγχάνεται κατάλληλη ακρίβεια
για το στρωτό οριακό στρώµα. ∆ηµιουργήθηκε, χρησιµοποιώντας λογισµικό που
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έχει αναπτυχθεί στη ΜΠΥΡ&Β /ΕΜΠ.

Σχήµα 8.1: Υπολογιστικό πλέγµα για αγωγό σχήµατος S.

Οι περιοχές της ϱοής στις οποίες εστιάζονται κατά κύριο λόγω οι απώλειες ολικής
πίεσης, είναι τα σηµεία στροφής του αγωγού. Σε εκείνη την περιοχή εστιάζει και η
ϐελτιστοποίηση. Η παραµετροποίηση της γεωµετρίας γίνεται µε τη χρήση ενός
δοµηµένου πλέγµατος ελέγχου που υλοποιεί την ϑεωρία των ογκοµετρικών
(Volumetic) B-Splines. Οι δύο πρώτες και δύο τελευταίες κατακόρυφες σειρές
σηµείων ελέγχου παραµένουν σταθερές, σχήµα 8.2, για να εξασφαλιστεί η συνέχεια
παραγώγου της γεωµετρίας.
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Σχήµα 8.2: Ενεργά και ανενεργά σηµεία ελέγχου των Volumetric B-Splines για αγωγό
σχήµατος S.

8.2 Μαθηµατική ∆ιατύπωση

8.2.1 Αντικειµενική Συνάρτηση

Η αντικειµενική συνάρτηση ελαχιστοποίησης των ογκικά ολοκληρωµένων ολικών
απωλειών πίεσης, δίνεται από τον τύπο

F = −
∫
Sinlet

(
p+

1

2
v2
i

)
vknkdS −

∫
Soutlet

(
p+

1

2
v2
i

)
vknkdS (8.1)

και τα δύο επιφανειακά ολοκληρώµατα της εισόδου και εξόδου έχουν ένα µείον
µπροστά. Το µείον προέρχεται από τη σύµβαση του OpenFOAM σύµφωνα µε την
οποία το κάθετο διάνυσµα nk έχει ϕορά από το γεωµετρικό όριο και προς τα έξω.
΄Ετσι, επιτυγχάνεται η διαφορά ολικής πίεσης εισόδου-εξόδου ανηγµένη στην
παροχή όγκου του ϱευστού. Η διαφορά αυτή είναι µια ϑετική ποσότητα και στόχος
της ϐελτιστοποίησης είναι η ελαχιστοποίησή της.
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8.2.2 Οριακές Συνθήκες και Τελικές Εκφράσεις Παραγώγων

Για να υπολογιστούν παράγωγοι µιας οποιασδήποτε αντικειµενικής συνάρτησης,
ακολουθείται η διαδικασία που αναπτύχθηκε στο Κεφάλαιο 2. Εν συντοµία,
δηµιουργείται η επαυξηµένη αντικειµενική συνάρτηση και παραγωγίζεται, σχέση
(2.5), οι παράγωγοι των ογκικών ολοκληρωµάτων των εξισώσεων ϱοής επί τους
πολλαπλασιαστές Lagrange είναι πάντα η ίδιες, (εφόσον δεν αλλάζουν οι εξισώσεις
της ϱοής) αυτό που µεταβάλλεται είναι οι εκφράσεις των παραγώγων της εκάστοτε
αντικειµενικής συνάρτησης. Για αντικειµενικές συναρτήσεις που ορίζονται ως
επιφανειακά ολοκληρώµατα (όπως εδώ), οι εκφράσεις των παραγώγων
χρησιµοποιούνται για τη δηµιουργία των οριακών συζυγών συνθηκών (µε εξαίρεση
τον 1ο όρο της σχέσης 8.3).

Η παραγώγιση της αντικειµενικής συνάρτησης ως προς τις µεταβλητές σχεδιασµού
δίνει
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δbm
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δbm
dS

= −
∫
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p+

1

2
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i

)
ni + vivknk

]
︸ ︷︷ ︸

Συζυγείς οριακές συνθήκες

δvi
δbm

dSO −
∫
SI

vini︸︷︷︸
Συζυγείς οριακές συνθήκες

δp

δbm
dS

(8.2)

Απλοποιήσεις όρων, έγιναν επειδή η ταχύτητα στην είσοδο και η πίεση στην έξοδο
καθορίζονται από τον χρήστη και έτσι η παραγωγός τους (ως προς τις µεταβλητές
σχεδιασµού) ισούται µε µηδέν. Οι δύο εναποµείναντες όροι της σχέσης (8.2) ϑα
δώσουν συνεισφορά στις οριακές συνθήκες του συζυγούς προβλήµατος στην έξοδο
και την είσοδο, αντιστοίχως.
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Οριακές Συνθήκες Συζυγούς Προβλήµατος

Είσοδος =


un = un

ut = 0
∂q
∂xj
nj = 0

΄Εξοδος =


q = unvn + ν

(
∂ui
∂xj

+
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njni −

(
p+ 1

2
v2
i

)
− v2

n

utvjnj + ν
(
∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi

)
njti − vtvn = 0

ui
∂xj
nj = 0

Οι ολικές απώλειες πίεσης, όπως και η αντικειµενική της γωνίας-στόχου ορίζονται ως
επιφανειακά ολοκληρώµατα και δεν δίνουν συνεισφορές κατά την παραγώγιση στα
χωρικά ολοκληρώµατα, από τα οποία προκύπτουν οι συζυγείς εξισώσεις. Για αυτόν
τον λόγο, οι εξισώσεις του συζυγούς προβλήµατος σχέσεις (2.16) και (2.17) είναι ίδιες
και για τη νέα αντικειµενική συνάρτηση. ΄Εχοντας πλέον καθορίσει και τις οριακές
συνθήκες, είναι σε ϑέση να επιλυθούν οι εξισώσεις του συζυγούς προβλήµατος.

Ο τελικός τύπος της παραγώγου δF
δbm

υπολογίζεται όπως και στην αντικειµενική της
γωνίας-στόχου µέσω της σχέσης (2.22)

Η παραγώγιση F ως προς cµ δίνει
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dS (8.3)

Οι όροι των συζυγών οριακών συνθηκών είναι οι ίδιοι κατά την παραγώγιση και ως
προς c, και ως προς b, για τον λόγο αυτό επιλύεται ένα µόνο συζυγές πρόβληµα, και
υπολογίζονται και οι δύο παράγωγοι.

Στον τελικό τύπο υπολογισµού της παραγώγου δF
δcµ

σχέση (2.25) πρέπει να προστεθεί

και ο 1ος όρος της σχέσης (8.3) (το δviInlet
δcµ

υπολογίζεται αναλυτικά σύµφωνα µε τη
σχέση (2.26)), οπότε
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(8.4)
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Οριακές Συνθήκες των Προβολών των Εξισώσεων του Συζυγούς Προβλήµατος

Οι οριακές συνθήκες των προβολών των εξισώσεων του πρωτεύοντος είναι όµοιες µε
αυτές που παρουσιάστηκαν στο Κεφάλαιο 3.1.1. Οι οριακές συνθήκες των
προβολών των εξισώσεων του συζυγούς προβλήµατος προκύπτουν ύστερα από
παραγώγιση ως προς cµ και προβολή στο διάνυσµα zµ των συζυγών οριακών
εξισώσεων που παρουσιάστηκαν παραπάνω

Είσοδος =

{
ũn = ṽn
∂q̃
∂xj
nj = 0

΄Εξοδος =


q̃ = ũnvn + unṽn + ν

(
∂ũi
∂xj
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∂ũj
∂xi

)
njni − p̃− viṽi − 2vnṽn
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)
njti − vnṽt − vtṽn = 0

ũi
∂xj
nj = 0

8.3 Επίλυση Ροής και Συζυγών Εξισώσεων στο

OpenFOAM

Τα αποτελέσµατα των ϱοϊκών πεδίων ταχύτητας και πίεσης για το πρωτεύον και
συζυγές πρόβληµα, παρουσιάζονται στα παρακάτω σχήµατα. Η ϱοή όπως ϕαίνεται
στο σχήµα (8.5) προσπαθεί να παρακάµψει όσο το δυνατόν οµαλότερα την αλλαγή
γεωµετρίας και να ευθυγραµµιστεί, πάλι, µέχρι την έξοδο.

Σχήµα 8.3: Πεδίο µέτρου της ταχύτητας για τον αγωγό σχήµατος S.
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Σχήµα 8.4: Πεδίο µέτρου της συζυγούς ταχύτητας για τον αγωγό σχήµατος S.

Σχήµα 8.5: Πεδίο πιέσεων για τον αγωγό σχήµατος S.

Σχήµα 8.6: Πεδίο συζυγών πιέσεων για τον αγωγό σχήµατος S.
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8.4 ∆ιαγράµµατα Σύγκλισης των Εξισώσεων

Επιλύονται 4 διαφορετικές οµάδες εξισώσεων στη µέθοδο του pFOSM. Λόγω του
µικρότερου υπολογιστικού πλέγµατος και της απλούστερης γεωµετρίας, η
σύγκλιση των εξισώσεων στον αγωγό σχήµατος S είναι γρηγορότερη σε σχέση µε την
περίπτωση της NACA-12. Ενδεικτικά, η σύγκλιση του πρωτεύοντος προβλήµατος
χρειάζεται σε πραγµατικό χρόνο 43s, και επιτυγχάνεται σε 1243 επαναλήψεις. Το
συζυγές προβλήµατα, σε αυτήν την προσοµοίωση, είναι ταχύτερο από το πρωτεύον,
και συγκλίνει σε 30s. Συνολικά, ο πρώτος κύκλος ϐελτιστοποίησης (επίλυση των 4
εξισώσεων) απαιτεί περί τα 110s. Τα αδιάστατα υπόλοιπα, στα οποία κρίνεται ότι
έχει επέλθει η απαραίτητη σύγκλιση, είναι τα ίδια µε την περίπτωση της
προσοµοίωσης της NACA-12 και ισούνται µε 5 · 10−7.

Σχήµα 8.7: ∆ιάγραµµα σύγκλισης πρωτεύοντος προβλήµατος για τον αγωγό σχήµατος S.
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Σχήµα 8.8: ∆ιάγραµµα σύγκλισης συζυγούς προβλήµατος για τον αγωγό σχήµατος S.

Σχήµα 8.9: ∆ιάγραµµα σύγκλισης των εξισώσεων των προβολών του πρωτεύοντος
προβλήµατος για τον αγωγό σχήµατος S.
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Σχήµα 8.10: ∆ιάγραµµα σύγκλισης των εξισώσεων των προβολών του συζυγούς
προβλήµατος για τον αγωγό σχήµατος S.

8.5 Ακρίβεια Υπολογισµού Παραγώγων Μέσης Τιµής

και Τυπικής Απόκλισης

8.5.1 Πρώτες Παράγωγοι ως προς τις Μεταβλητές Σχεδιασµού

Γίνεται σύγκριση για τα αποτελέσµατα των παραγώγων της αντικειµενικής
συνάρτησης ως προς τις µεταβλητές σχεδιασµού δF

δbm
, µεταξύ πεπερασµένων

διαφορών και συζυγούς µεθόδου. Τα σηµεία ελέγχου είναι 25, οπότε οι µεταβλητές
σχεδιασµού είναι 50. Τα αποτελέσµατα παρουσιάζονται στα σχήµατα 8.11, 8.12
ενώ οι αποκλίσεις που εµφανίζονται σε τρία σηµεία (σηµεία ελέγχου 59 , 60 και 67)
κρίνονται ως πολύ µικρές.
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Σχήµα 8.11: Παράγωγοι δF
δbx

υπολογισµένες µε πεπερασµένες διαφορές και τη συζυγή
µέθοδο.
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Σχήµα 8.12: Παράγωγοι δF
δby

υπολογισµένες µε πεπερασµένες διαφορές και τη συζυγή
µέθοδο.

Η τάξη µεγέθους των παραγώγων δF
δbm

που υπολογίζονται είναι ϕαινοµενικά µικρή

65



(10−8 µε 10−9), σηµασία έχει όµως µόνο το πρόσηµο και οι σχετικές τιµές µεταξύ των
παραγώγων. Αν αλλάξουν οι µονάδες µέτρησης της αντικειµενικής, µεταβάλλονται
αναλόγως και οι τιµές των παραγώγων. Για παράδειγµα, αν οι ολικές απώλειες
πίεσης ανηγµένες στην παροχή όγκου υπολογίζονταν σε cm5

s3
αντί για m5

s3
η τιµή της

αντικειµενικής συνάρτησης ϑα αύξανε µε συντελεστή 1010 οδηγώντας έτσι και σε
αύξηση των παραγώγων δF

δbm
.

8.5.2 Πρώτες Παράγωγοι ως προς τις Στοχαστικές Μεταβλητές

Και οι παράγωγοι ως προς τις στοχαστικές µεταβλητές δF
δcµ

υπολογίζονται µε
ακρίβεια συγκρινόµενες µε τα αποτελέσµατα αναφοράς των πεπερασµένων
διαφορών. Παρατηρώντας τις τιµές των παραγώγων, γίνεται αντιληπτή η διαφορά
τάξης στην τιµή τους, η παράγωγος δF

δ|vin| είναι 4 τάξεις µεγαλύτερη της παραγώγου
δF
δain

, πράγµα αναµενόµενο, το οποίο οφείλεται στη γεωµετρία του αγωγού. ∆ηλαδή,
επειδή ο αγωγός εισόδου είναι οριζόντιος, µικρές αλλαγές στη µηδενική γωνία
εισόδου της ϱοής δεν αναµένεται να επηρεάσουν την αντικειµενική συνάρτηση από
τη στιγµή που υπάρχει ο αναγκαίος χώρος ούτως ώστε η ϱοή να ευθυγραµµιστεί.

Παράγωγοι ως

προς cµ

Παράγωγοι µε FD Παράγωγοι µε τη

Συζυγή Μέθοδο
δF
δ|vin| 4.0565 · 10−5 4.0410 · 10−5

δF
δain

−8.940 · 10−9 −9.391 · 10−9

Πίνακας 8.1: Παράγωγοι ως προς τις στοχαστικές µεταβλητές µε πεπερασµένες διαφορές
και τη συνεχή συζυγή µέθοδο.

8.5.3 ∆εύτερες Μεικτές b-c Παράγωγοι

Για να εξακριβωθεί ότι η µέθοδος του pFOSM έχει προγραµµατιστεί ορθά και
υπολογίζονται σωστά όλες οι απαιτούµενες παράγωγοι αποµένει να γίνει η
σύγκριση των δεύτερων b-c µεικτών παραγώγων επί το διάνυσµα z δ2F

δbmδcµ
όπως

υπολογίζονται µε τη µέθοδο του pFOSM και µε πεπερασµένες διαφορές. Τα
αποτελέσµατα ϐρίσκονται στα σχήµατα 8.13 και 8.14
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Σχήµα 8.13: Παράγωγοι δ2F
δbxδcµ

zµ υπολογισµένες µε πεπερασµένες διαφορές και µε τη
συζυγή µέθοδο για τον αγωγό σχήµατος S.

Σχήµα 8.14: Παράγωγοι δ2F
δbyδcµ

zµ υπολογισµένες µε πεπερασµένες διαφορές και µε τη
συζυγή µέθοδο για τον αγωγό σχήµατος S.
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Οι µόνες αξιοσηµείωτες διαφορές εντοπίζονται για τα σηµεία ελέγχου 59, 60 και 67
στα οποία είχαν εντοπιστεί µικρές διαφορές ήδη από τον υπολογισµό της πρώτης
παραγώγου (ως προς τις µεταβλητές σχεδιασµού) σχήµατα 8.11 και 8.12. Τα
αποτελέσµατα κρίνονται ως αξιόπιστα, και κανείς πρέπει να λάβει υπόψη του ότι
αφορούν δεύτερες παραγώγους όπου το σφάλµα υπολογισµού αναγκαστικά
αυξάνει.

8.5.4 Υπολογισµός Μέσης Τιµής και Τυπικής Απόκλισης

΄Οπως και στην προσοµοίωση της NACA-12 και σε αυτήν τη νέα περίπτωση οι τρεις
µέθοδοι που χρησιµοποιούνται για τον υπολογισµό µέσης τιµής και τυπικής
απόκλισης ¨βγάζουν¨ παρόµοια αποτελέσµατα.

Στοχαστική

µέθοδος

Μέση τιµή µF Τυπική απόκλιση

σF

FOSM 7.176 · 10−7 2.020 · 10−7

niPCE 1st order 7.340 · 10−7 2.029 · 10−7

niPCE 2nd order 7.340 · 10−7 2.047 · 10−7

Πίνακας 8.2: Σύγκριση µέσης τιµής και τυπικής απόκλισης συνάρτησης-στόχου µε FOSM,
niPCE 1ης τάξης και niPCE 2ης τάξης

Το µέγιστο σχετικό σφάλµα συναντάται στον υπολογισµό της µέσης τιµής, ανάµεσα
στη µέθοδο του pFOSM και του µη-επεµβατικού αναπτύγµατος πολυωνυµικού
χάους 2ης τάξης, µε τιµή 2,2%.

8.6 Βελτιστοποίηση Μορφής Αγωγού Σχήµατος S

Το πρόβληµα διέπεται από αβεβαιότητα του µέτρου της ταχύτητας αλλά και της
γωνίας εισόδου της ϱοής. Βέβαια, λόγω του οριζόντιου τµήµατος του αγωγού και της
µηδενικής γωνίας εισόδου, η επίδραση που προκαλείται από τη στοχαστικότητα του
µεγέθους της γωνίας είναι µικρή. Αν µη τι άλλο, µια επιπλέον στοχαστική µεταβλητή
που σε κάποια άλλη µέθοδο ϑα έπρεπε για λόγους οικονοµίας να αµεληθεί, εδώ
υπολογίζεται κανονικά χωρίς να επιβαρύνει µε επιπλέον υπολογιστικό κόστος. Η
ταχύτητα και οι γωνία στην είσοδο ακολουθούν κανονική κατανοµή και η τιµή τους
είναι : vinlet = 0.039473± 3 · 0.005m/s, ainlet = 0± 3 · 0.57o.
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Η αντικειµενική συνάρτηση στιβαρού αεροδυναµικού σχεδιασµού για την οποία
γίνεται η ϐελτιστοποίηση, επιλέγεται να δίνεται από τη σχέση (8.5), στην οποία ο
χρήστης επιλέγει τις τιµές των συντελεστών w1 και w2 ανάλογα µε τη ϐαρύτητα που
ϑέλει να προσδώσει στις δύο ποσότητες, µέσης τιµής και τυπικής απόκλισης.

F̂ = w1µF + w2 σF (8.5)

8.6.1 Βελτιστοποίηση µόνο για Τυπική Απόκλιση

Σε πρώτη ϕάση, ϑα γίνει ϐελτιστοποίηση επιλέγοντας τιµή w1 = 0 και w2 = 1.
Στην ουσία γίνεται ϐελτιστοποίηση µόνο για την τυπική απόκλιση, ¨αδιαφορώντας¨
για τη µέση τιµή που ϑα προκύψει. Είναι µια ϑεωρητική προσέγγιση, η οποία σε
πρακτικό επίπεδο µπορεί να µην έχει ιδιαίτερη ουσία, από την άλλη όµως εξάγονται
σηµαντικά συµπεράσµατα για τη σχέση µεταξύ µέσης τιµής και τυπικής απόκλισης
κατά τη ϐελτιστοποίηση για την προσοµοίωση αυτή. Η αντικειµενική συνάρτηση
στιβαρού αεροδυναµικού σχεδιασµού πλέον γράφεται

F̂ = σF ,
δF̂

δbm
=
δσF
δbm

=

δ2F
δbmδcµ

zµ

σF
(8.6)

Η ϐελτιστοποίηση διήρκεσε 20 λεπτά ¨τρέχοντας¨ παράλληλα σε 4 επεξεργαστές
Intel 64 bit @ 2.6GHz, µέσα σε αυτά τα 20 λεπτά ολοκληρώθηκαν 14 κύκλοι
ϐελτιστοποίησης. Τα αποτελέσµατα για την πορεία της τιµής της τυπικής
απόκλισης παρουσιάζονται στο σχήµα 8.15
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Σχήµα 8.15: ∆ιάγραµµα σύγκλισης της τυπικής απόκλισης, ϐελτιστοποιώντας τον αγωγό
σχήµατος S µε αντικειµενική συνάρτηση µόνο την τυπική απόκλιση των απωλειών ολικής
πίεσης.

Σε 14 κύκλους ϐελτιστοποίησης επιτεύχθηκε µείωση της τιµής της τυπικής
απόκλισης κατά 11,23%. Εδώ αξίζει να γίνει αναφορά, στο τι συµβαίνει στη µέση
τιµή κατά τη διάρκεια της ϐελτιστοποίησης, τα αποτελέσµατα παρουσιάζονται στο
σχήµα 8.16

Σχήµα 8.16: ∆ιάγραµµα µέσης τιµής, ϐελτιστοποιώντας τον αγωγό σχήµατος S µε
αντικειµενική συνάρτηση µόνο την τυπική απόκλιση των απωλειών ολικής πίεσης.
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Παρότι λοιπόν, η ϐελτιστοποίηση δεν λαµβάνει καθόλου υπόψη της τη µέση τιµή, (ο
συντελεστής ϐαρύτητας της είναι µηδενικός) η πορεία που υπαγορεύει η παράγωγος
της τυπικής απόκλισης οδηγεί και σε ταυτόχρονη µείωση της µέσης τιµής.

Οι γεωµετρίες µαζί µε τα πεδία ταχυτήτων που προέκυψαν από τη συγκεκριµένη
ϐελτιστοποίηση δίνονται στα σχήµατα 8.17, 8.18 και 8.19

Σχήµα 8.17: Γεωµετρία και πεδίο ταχύτητας για τον 10 κύκλο ϐελτιστοποίησης του αγωγό
σχήµατος S.

Σχήµα 8.18: Γεωµετρία και πεδίο ταχύτητας για τον 100 κύκλο ϐελτιστοποίησης του
αγωγό σχήµατος S.
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Σχήµα 8.19: Γεωµετρία και πεδίο ταχύτητας για τον 140 κύκλο ϐελτιστοποίησης του
αγωγό σχήµατος S.

8.6.2 Βελτιστοποίηση µόνο για Μέση Τιµή

Αν οι συντελεστές ϐαρύτητας αντιστραφούν και γίνουν w1 = 1 και w2 = 0 τότε ισχύει

F̂ = µF ,
δF̂

δbm
=
δµF
δbm

=
δF

δbm
(8.7)

Στην περίπτωση όπως εδώ, που διεξάγεται ϐελτιστοποίηση µόνο για τη µέση τιµή
υπάρχει ταύτιση µε τη ϐελτιστοποίηση που γίνεται και σε ένα ¨κλασικό¨ πρόβληµα,
στο οποίο δεν υφίσταται η έννοια της αβεβαιότητας, όπως υποδηλώνεται και από τη
σχέση 7.5.
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Σχήµα 8.20: ∆ιάγραµµα τυπικής απόκλισης, ϐελτιστοποιώντας τον αγωγό σχήµατος S µε
αντικειµενική συνάρτηση µόνο τη µέση τιµή των ολικών απωλειών πίεσης.

Σχήµα 8.21: ∆ιάγραµµα σύγκλισης της µέσης τιµής, ϐελτιστοποιώντας τον αγωγό
σχήµατος S µε αντικειµενική συνάρτηση µόνο τη µέση τιµή των ολικών απωλειών πίεσης.

Στα σχήµατα της ϐελτιστοποίησης 8.20, 8.21, στα οποία παρατηρείται εκ νέου η
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παράλληλη πορεία των δύο µεγεθών. Με τον όρο ¨παράλληλη¨ εννοείται ότι αν και
γίνεται ϐελτιστοποίηση ακολουθώντας την πορεία που υποδεικνύει η παράγωγος
µόνο της µέσης τιµής, µειώνεται ταυτόχρονα και η τυπική απόκλιση (εκτός από τους
δύο τελευταίους κύκλους).

Οι γεωµετρίες µαζί µε τα πεδία ταχυτήτων που προέκυψαν από τη συγκεκριµένη
ϐελτιστοποίηση δίνονται στα σχήµατα (8.22), (8.23) και (8.24)

Σχήµα 8.22: Γεωµετρία και πεδίο ταχύτητας για τον 10 κύκλο ϐελτιστοποίησης στον
αγωγό σχήµατος S.

Σχήµα 8.23: Γεωµετρία και πεδίο ταχύτητας για τον 100 κύκλο ϐελτιστοποίησης στον
αγωγό σχήµατος S.
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Σχήµα 8.24: Γεωµετρία και πεδίο ταχύτητας για τον 140 κύκλο ϐελτιστοποίησης στον
αγωγό σχήµατος S.

8.6.3 Σχολιασµός και Σύγκριση Αποτελεσµάτων

Βελτιστοποίησης

Αν παρατεθούν τα αποτελέσµατα για τις δύο διαφορετικές επιλογές ϐαρών σε κοινά
διαγράµµατα, σχήµατα 8.25, 8.26, προκύπτουν

Σχήµα 8.25: ∆ιάγραµµα τυπικής απόκλισης, ϐελτιστοποιώντας τον αγωγό S-Bend για
δύο αντικειµενικές συναρτήσεις µια µόνο για τη µέση τιµή των ολικών απωλειών πίεσης,
και µια µόνο για την τυπική τους απόκλιση.
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Σχήµα 8.26: ∆ιάγραµµα µέσης τιµής, ϐελτιστοποιώντας τον αγωγό σχήµατος S για δύο
αντικειµενικές συναρτήσεις µια µόνο για τη µέση τιµή των ολικών απωλειών πίεσης, και
µια µόνο για την τυπική τους απόκλιση.

Η κοινή πορεία που έχουν τα δύο µεγέθη δεν επιτρέπει την παρουσίαση των
αποτελεσµάτων σε µορφή µετώπου Pareto, διότι και τα δύο µεγέθη ακολουθούν
παράλληλες πορείες (η αντικειµενική λαµβάνει υπόψη της µόνο τη µέση τιµή αλλά
ϐελτιστοποιείται και η τυπική απόκλιση και αντιστρόφως) κατά τη διάρκεια της
ϐελτιστοποίησης. Με αποτέλεσµα, η λογική της επιλογής διαφορετικών ϐαρών (για
ενίσχυση στη ϐελτιστοποίηση του ενός από τα δύο µεγέθη) να καθίσταται άτοπη.
Βέβαια, στους τελευταίους δύο κύκλους όπως ϕαίνεται στο σχήµα 8.25 η τιµή της
τυπικής απόκλισης για ϐελτιστοποίηση λαµβάνοντας υπόψη µόνο την τυπική
απόκλιση είναι καλύτερη από την αντίστοιχη τιµή τυπικής απόκλισης που
προκύπτει κάνοντας ϐελτιστοποίηση µόνο για τη µέση τιµή. ∆υστυχώς, η διαφορά
αυτή είναι πολύ µικρή για να ϐασιστεί πάνω της, η λογική της δηµιουργίας
µετώπου Pareto.
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Σχήµα 8.27: Σύγκριση σχηµάτων στον 10ου κύκλο ϐελτιστοποίησης για τον αγωγό
σχήµατος S.

Σχήµα 8.28: Σύγκριση σχηµάτων στον 13ου κύκλο ϐελτιστοποίησης για τον αγωγό
σχήµατος S.
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Σχήµα 8.29: Σύγκριση σχηµάτων στον 14ου κύκλο ϐελτιστοποίησης για τον αγωγό
σχήµατος S.

Στα σχήµατα 8.27, 8.28 και 8.29 γίνεται σύγκριση της πορείας των γεωµετριών που
προκύπτουν από τις δύο ϐελτιστοποιήσεις, παρατηρεί κανείς ότι µέχρι τον 10
κύκλο τα δύο σχήµα είναι παρεµφερή, µε πολύ µικρές αποκλίσεις. Αυτό
επιβεβαιώνει τον ισχυρισµό ότι οι ϐελτιστοποιηµένες γεωµετρίες που προέκυψαν
από τη διαφορετική επιλογή ϐαρών, ακολουθούν το ίδιο γεωµετρικό ¨µοτίβο¨
δηµιουργώντας καµπυλότητες στα ίδια ακριβώς σηµεία. Μόνο στο 14 κύκλο
υπάρχει αισθητή διαφοροποίηση, η οποία προξένησε και τη διαφοροποίηση στη
τιµή της τυπικής απόκλισης αλλά όχι της µέσης τιµής.

Ως προς τη ϕυσική ερµηνεία των αποτελεσµάτων της ϐελτιστοποίησης, όταν
αντικειµενική συνάρτηση είναι οι απώλειες ολικής πίεσης σε στρωτή ϱοή,
παρατηρείται το εξής ϕαινόµενο : δηµιουργούνται κοιλότητες στην επιφάνεια του
αγωγού, στις οποίες προκαλείται ανακυκλοφορία το ϱευστού, πλέον η κύρια δέσµη
της ϱοής δεν έρχεται σε επαφή µε το τοίχωµα αλλά µε το ίδιο το ϱευστό, µειώνοντας
έτσι σηµαντικά τις απώλειες ολικής πίεσης λόγω τριβής.
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Κεφάλαιο 9

Συµπεράσµατα

Ο σκοπός αυτής της διπλωµατικής εργασίας υπήρξε η ανάπτυξη της µεθόδου του
pFOSM στο περιβάλλον του ελεύθερου λογισµικού OpenFOAM. Η µέθοδος αυτή,
πραγµατοποιεί αεροδυναµική ϐελτιστοποίηση µορφής σε προβλήµατα µε
αβεβαιότητες. Στην ουσία πρόκειται για µία µέθοδο ϐελτιστοποίησης, που ϐασίζεται
στην κλίση της αντικειµενικής συνάρτησης στιβαρού σχεδιασµού, από εκεί
δηµιουργείται η ανάγκη υπολογισµού δεύτερων b-c µεικτών παραγώγων. Για τον
υπολογισµό αυτό, χρησιµοποιείται τεχνική προβολής εξισώσεων µε την οποία
επιτυγχάνεται ανεξαρτησία υπολογιστικού κόστους από το συνολικό πλήθος των
µεταβλητών του προβλήµατος. Τα συµπεράσµατα τα οποία εξήχθησαν κατά τη
διάρκεια αυτής της διπλωµατικής εργασίας είναι τα ακόλουθα:

• Η µέθοδος του FOSM υπολογίζει µέση τιµή και τυπική απόκλιση µε
υπολογιστικό κόστος µόλις 2 ΙΕΡ (Ισοδύναµες Επιλύσεις Ροής), το
υπολογιστικό κόστος της µεθόδου είναι σταθερό και ανεξάρτητο του πλήθους
των στοχαστικών µεταβλητών. Αυτό αποτελεί µεγάλο συγκριτικό πλεονέκτηµα
απέναντι σε µεθόδους όπως τα αναπτύγµατα πολυωνυµικού χάους. Καθώς
αυξάνουν οι στοχαστικές µεταβλητές, το υπολογιστικό κέρδος από τη χρήση
της µεθόδου του FOSM µεγαλώνει, αυτό ϕαίνεται χαρακτηριστικά στο σχήµα
4.1. Το να εισαχθούν στη µοντελοποίηση στοιχεία γεωµετρικών αβεβαιοτήτων
σε µια µετέπειτα ανάλυση, µπορεί να γίνει µόνο µέσω µεθόδου που ϐασίζεται
στη ϑεωρία των στατιστικών ϱοπών, διότι µε οποιαδήποτε άλλη προσέγγιση
αυτό ϑα είναι εξαιρετικά ασύµφορο εξαιτίας του µεγάλου αριθµού αβέβαιων
µεταβλητών που ϑα προκύψει.

• Η µέθοδος των προβολών που χρησιµοποιείται διενεργεί ϐελτιστοποίηση µε το
υπολογιστικό κόστος να είναι ανεξάρτητο τόσο του αριθµού των µεταβλητών
σχεδιασµού όσο και των αβέβαιων µεταβλητών. Για κάθε κύκλο
ϐελτιστοποίησης απαιτούνται 4 ΙΕΡ. Η τεράστια οικονοµία της µεθόδου αν και
αυταπόδεικτη, καταδεικνύεται αν αναλογιστεί κανείς ότι 4 ΙΕΡ είναι το
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υπολογιστικό κόστος της µη-επεµβατικής µεθόδου µόνο και µόνο για τον
υπολογισµό της µέσης τιµής και της τυπικής απόκλισης για δύο αβέβαιες
µεταβλητές. Με το ίδιο υπολογιστικό κόστος, η µέθοδος του pFOSM
υπολογίζει µέση τιµή και τυπική απόκλιση και πραγµατοποιεί
ϐελτιστοποίηση.

• Η µέθοδος του pFOSM απαιτεί τον υπολογισµό τριών διαφορετικών
παραγώγων δF

δbm
, δF
δcµ

και των b− c µεικτών παραγώγων επί διάνυσµα δ2F
δbmδcµ

zµ.
Ο κώδικας που δηµιουργήθηκε σε περιβάλλον OpenFOAM και εφαρµόζει τη
µέθοδο του pFOSM πιστοποιήθηκε ότι υπολογίζει και τις τρεις οµάδες
ποσοτήτων µε εξαιρετική ακρίβεια.

• Η µέση τιµή και η τυπική απόκλιση της αντικειµενικής συνάρτησης
υπολογίζονται µε ακρίβεια στις δύο προσοµοιώσεις που εξετάστηκαν. Η
σύγκριση έγινε µεταξύ των µεθόδων FOSM, SOSM, µη επεµβατικού
αναπτύγµατος πολυωνυµικού χάους 1ης και 2ης τάξης.

• Ως προς τα αποτελέσµατα της ϐελτιστοποίησης για τις δύο µελέτες που
διενεργήθηκαν προέκυψαν τα εξής : Και στις δύο µελέτες παρατηρείται
παράλληλη πορεία των δύο µεγεθών µέσης τιµής και τυπικής απόκλισης.
∆ηλαδή, ενώ η ϐελτιστοποίηση ακολουθεί την πορεία που υποδεικνύει
αποκλειστικά η παράγωγος της µέσης τιµής, µειώνεται τόσο η µέση τιµή
(αναµενόµενο) όσο και η τυπική απόκλιση και αντιστρόφως. Οι
ϐελτιστοποιηµένες λύσεις που προκύπτουν ακολουθούν το ίδιο γεωµετρικό
¨µοτίβο¨, η ϕυσική δηλαδή του προβλήµατος υπαγορεύει την παράλληλη
πορεία των δύο µεγεθών κάτι το οποίο δεν ισχύει κατ΄ ανάγκη αλλά συµβαίνει
στις συγκεκριµένες προσοµοιώσεις. Η συµπεριφορά αυτή δεν επιτρέπει την
παρουσίαση των αποτελεσµάτων σε διάγραµµα µετώπου Pareto, καθώς η
διαφορετική επιλογή ϐαρών δεν έχει εκ του αποτελέσµατος καµία σηµασία.

9.0.1 Προτάσεις για Μελλοντική ΄Ερευνα

• Πλέον υπάρχει κώδικας για υπολογισµό µέσης τιµής και τυπικής απόκλισης
και µπορεί να χρησιµοποιηθεί χωρίς να προστίθεται επιπλέον υπολογιστικό
κόστος σε οποιαδήποτε ϐελτιστοποίηση. ∆ιευκολύνοντας έτσι την εύρεση
προσοµοιώσεων που να χρειάζεται η µέθοδος pFOSM και όπου τα µεγέθη
µέσης τιµής και τυπικής απόκλισης να µην οδεύουν σε παρόµοιες ϐέλτιστες
γεωµετρίες. ΄Οταν δηλαδή διεξάγεται η ¨κλασική¨ ϐελτιστοποίηση µόνο για τη
µέση τιµή, να µην παρατηρείται σταθερή ελάττωση και της τυπικής
απόκλισης.

• Στις προσοµοιώσεις τα αποτελέσµατα του FOSM είναι πολύ καλά,
υπολογίζοντας µέση τιµή και τυπική απόκλιση µε µικρό σχετικό σφάλµα σε
σύγκριση µε µία εξακριβωµένη µέθοδο (µη-επεµβατικό ανάπτυγµα
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πολυωνυµικού χάους δεύτερης τάξης), αυτό πιθανότατα συµβαίνει στις εν
λόγω προσοµοιώσεις και οφείλεται στη γραµµική σχέση µεταξύ
αντικειµενικής συνάρτησης και στοχαστικών µεταβλητών. Αυτό προκύπτει ως
συµπέρασµα αφού το Hessian µητρώο των δεύτερων παραγώγων ως προς τις
στοχαστικές µεταβλητές δ2F

δcµδck
είναι σχεδόν µηδέν. Υπάρχουν όµως και

προσοµοιώσεις στις οποίες παρατηρείται σηµαντική διαφορά ανάµεσα στα
αντίστοιχα µοντέλα (επεµβατικού αναπτύγµατος πολυωνυµικού χάους)
πρώτης και δεύτερης τάξης [5]. Εποµένως, για να επιτευχθεί ακρίβεια στον
υπολογισµό µέσης τιµής και τυπικής απόκλισης που να είναι ανεξάρτητη από
την επιλογή της προσοµοίωσης, πρέπει να γίνει η αντίστοιχη µελέτη και
προγραµµατισµός για τη µέθοδο του SOSM.

• Τέλος, στη διπλωµατική αυτή εργασία δεν εξετάστηκαν γεωµετρικές
αβεβαιότητες. Σε µια επόµενη, η ϐασική πηγή αβεβαιότητας µπορεί να
προέρχεται από τη γεωµετρία, το µεγάλο πλήθος στοχαστικών µεταβλητών
που ϑα προκύψει ϑα καταστήσει τη µέθοδο ασύγκριτα συµφέρουσα.
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