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Περίληψη 

 

 

Σ οπός της Διπλωματι ής Εργασίας είναι η χρήση των συνεχών συζυγών μεθόδων 

(                          ) για τον ενεργητι ό έλεγχο της ροής 

(                   ) ασυμπίεστου ρευστού που είναι επιθυμητό να παρουσιάζουν 

βέλτιστη αεροδυναμι ή συμπεριφορά, όπως για παράδειγμα μειωμένο εύρος 

απο όλλησης της ροής.  

Οι συζυγείς μέθοδοι χρησιμοποιούνται για την εύρεση της  λίσης της συνάρτησης 

 όστους ως προς τις μεταβλητές σχεδιασμού του προβλήματος. Συγ ε ριμένα, στη 

συνεχή συζυγή μέθοδο, οι συνεχείς συζυγείς εξισώσεις  αι οι αντίστοιχες ορια ές 

συνθή ες προ ύπτουν με παραγώγιση της συνάρτησης  όστους επαυξημένης με το 

ολο λήρωμα, σε όλο το πεδίο, του γινομένου των εξισώσεων  ατάστασης (που στην 

συγ ε ριμένη περίπτωση είναι οι εξισώσεις               με χρήση του μοντέλου 

τύρβης                 )  αι των συζυγών μεταβλητών των συζυγών 

εξισώσεων. Η όλη διαδι ασία οδηγεί στο σύστημα των συζυγών μερι ών διαφορι ών 

εξισώσεων, το οποίο δια ριτοποιείται  αι επιλύεται με σ οπό τον προσδιορισμό του 

πεδίου των συζυγών μεταβλητών  αι, μέσω αυτών, των αντίστοιχων παραγώγων 

ευαισθησίας ως προς τις μεταβλητές σχεδιασμού του προβλήματος. 

Στη παρούσα εργασία, χρησιμοποιούνται δύο διαφορετι ές συναρτήσεις  όστους 

ανάλογα με το εξεταζόμενο πρόβλημα. Για την περίπτωση εσωτερι ής ροής, η 

συνάρτηση  όστους είναι οι απώλειες ολι ής πίεσης μεταξύ εισόδου  αι εξόδου, ενώ 

για την περίπτωση εξωτερι ής αεροδυναμι ής, αυτή είναι η οπισθέλ ουσας εξαιτίας 

της πίεσης  αι των δυνάμεων λόγω συνε τι ότητας που ασ ούνται πάνω στο σώμα.  

Ο ενεργητι ός έλεγχος της ροής με τη χρήση δεσμών ρευστού χρησιμοποιείται γιατί 

είναι ι ανός να αυξήσει σημαντι ά την άνωση  αι να μειώσει την οπισθέλ ουσα σε 

αεροτομές,  αθώς επίσης  αι να μειώσει τις απώλειες ολι ής πίεσης σε αγωγούς με 

την έγχυση ή την αναρρόφηση μι ρής ποσότητας ρευστού. Με τον τρόπο αυτό, 

ελέγχεται  ατάλληλα η ανάπτυξη του ορια ού στρώματος, η οποία παίζει πολύ 
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σημαντι ό ρόλο στην εμφάνιση της απο όλλησης της ροής. Διάφορα πειράματα  ατά 

το παρελθόν έδειξαν ότι η έγχυση  αι η αναρρόφηση ρευστού μπορούν να 

τροποποιήσουν σημαντι ά τη μορφή του πεδίου ροής  αι να οδηγήσουν έτσι σε 

 αλύτερη αεροδυναμι ή συμπεριφορά. 

Η συζυγής μέθοδος που χρησιμοποιήθη ε στην παρούσα εργασία σ οπεύει αρχι ά 

στην εύρεση της βέλτιστης θέσης στην οποία θα τοποθετηθεί η δέσμη του ρευστού 

(   )  ατά μή ος της επιφάνειας ενός σώματος αεροδυναμι ής μορφής. Επιπλέον, 

προσδιορίζεται  αι το είδος της δέσμης του ρευστού (    έγχυσης ή αναρρόφησης) 

που θα χρησιμοποιηθεί ώστε να αποφευχθεί ή να ελαχιστοποιηθεί η απο όλληση της 

ροής, που έχει ως αποτέλεσμα τη δημιουργία σημαντι ών απωλειών στην ροή. Αυτό 

συμβαίνει γιατί ο έλεγχος της ροής, βασισμένος στην έγχυση ή αναρρόφηση ρευστού, 

αποδεδειγμένα μπορεί να  ατευθύνει την εξέλιξη του ορια ού στρώματος της ροής. 

Συνεπώς, ε τός από την ελαχιστοποίηση των απωλειών ολι ής πίεσης, ο έλεγχος 

ροής με τη χρήση δεσμών ρευστού (δηλαδή η μέθοδος που μελετάται στη 

συγ ε ριμένη εργασία) μπορεί να εφαρμοστεί για τον έλεγχο της μετάβασης από 

στρωτή σε τυρβώδη ροή, για την αύξηση ή τη μείωση της τύρβης, τον έλεγχο της 

θέσης εμφάνισης  αθέτων  υμάτων  ρούσης  αι σε πληθώρα άλλες εφαρμογές. 

Τοπι ά υψηλές τιμές των παραγώγων ευαισθησίας πάνω στο περίγραμμα του υπό 

μελέτη σώματος φανερώνουν το προτεινόμενο («βέλτιστο») σημείο τοποθέτησης του 

     ατά μή ος του σώματος, διότι το νόημα των παραγώγων ευαισθησίας είναι πώς 

θα αλλάξει η συνάρτηση  όστους με αλλαγή των μεταβλητών σχεδιασμού του 

προβλήματος. Άρα, εάν τοποθετηθεί ένα     στη θέση όπου εμφανίζονται οι 

υψηλότερες τιμές των παραγώγων ευαισθησίας, αναμένεται μεγαλύτερη μεταβολή 

της συνάρτησης  όστους σε σχέση με την αντίστοιχη μεταβολή εάν η δέσμη του 

ρευστού τοποθετηθεί σε οποιοδήποτε άλλο σημείο του σώματος. Επιπλέον, το 

πρόσημο των παραγώγων ευαισθησίας υποδει νύει τον  ατάλληλο τύπο της δέσμης 

του ρευστού που πρέπει να χρησιμοποιηθεί. Συγ ε ριμένα, με βάση την υιοθετηθείσα 

σύμβαση προσήμων, το αρνητι ό πρόσημο των παραγώγων σημαίνει αναρρόφηση 

ρευστού, ενώ το θετι ό υποδηλώνει την ανάγ η έγχυσης ρευστού. 

Στη συνέχεια, έχοντας εντοπίσει την  ατάλληλη θέση έγχυσης ή αναρρόφησης 

ρευστού, προσδιορίζουμε τη βέλτιστη  ατανομή ταχύτητας του     που θα μας 

οδηγήσει στην βέλτιστη λύση του προβλήματος, δηλαδή στη μι ρότερη τιμή της 

συνάρτησης  όστους. Αυτό γίνεται με διαδοχι ούς  ύ λους βελτιστοποίησης,  ατά 
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τους οποίους χρησιμοποιούνται οι ανανεούμενες παράγωγοι ευαισθησίας που 

προ ύπτουν από την επίλυση των συζυγών εξισώσεων. Με βάση αυτές τις 

παραγώγους, χρησιμοποιούμε τη μέθοδο της απότομης  αθόδου (                ) 

ώστε να προσδιορίζουμε  άθε φορά μια νέα  ατανομή ταχύτητας του     που θα μας 

δώσει μι ρότερη τιμή της συνάρτησης  όστους σε σχέση με την αρχι ή περίπτωση 

αλλά  αι την προηγούμενη επανάληψη του αλγορίθμου βελτιστοποίησης.  

Η παραπάνω διαδι ασία πραγματοποιείται μέχρι σύγ λισης του προβλήματος, 

δηλαδή μέχρι την εύρεση του ελαχίστου της συνάρτησης  όστους, που συνεπάγεται 

μηδενισμό (στην πραγματι ότητα πολύ μι ρές τιμές) των παραγώγων ευαισθησίας 

(λόγω έλλειψης επιβολής περιορισμών).  τσι, προ ύπτει η βέλτιστη ροή, δηλαδή η 

ροή που όταν ελέγχεται με δέσμη ρευστού, εμφανίζονται σε αυτήν οι ελάχιστες 

απώλειες λόγω της χρήσης του    . 

Συνοπτι ά, στην παρούσα διπλωματι ή εργασία: 

  γινε η μαθηματι ή ανάπτυξη του συζυγούς προβλήματος με σ οπό την 

εύρεση των συζυγών εξισώσεων, των αντίστοιχων ορια ών συνθη ών αλλά 

 αι των παραγώγων ευαισθησίας. 

 Με τη χρήση του λογισμι ού          πραγματοποιήθη ε η αριθμητι ή 

επίλυση των εξισώσεων  ατάστασης  αι των συζυγών εξισώσεων. 

Σημειώνεται ότι ο επιλύτης του συζυγούς προβλήματος αποτελεί συνεισφορά 

της Μονάδας Παράλληλης Υπολογιστι ής Ρευστοδυναμι ής  αι 

Βελτιστοποίησης. 

 Αποδείχθη ε η ορθότητα των παραγώγων ευαισθησίας, γεγονός που 

εξασφαλίζει ότι η μέθοδος  ατευθύνεται προς τη βέλτιστη λύση με σωστή 

 ατεύθυνση. 

  γινε εφαρμογή της μεθόδου σε δύο διαφορετι ά προβλήματα, αρχι ά σε ένα 

αγωγό (εσωτερι ή αεροδυναμι ή)  αι σε μια αεροτομή (εξωτερι ή 

αεροδυναμι ή). 
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Abstract 

 

The aim of this diploma thesis is the adaptation and use of continuous adjoint 

methods for the optimal active flow control of incompressible fluids, aiming at 

optimal aerodynamic performance. 

The adjoint method is used to compute the derivatives of the objective function 

with respect to the design variables. To do so, the objective function, augmented 

with the integral, across the field, of the product of the state equations (which in 

this case are the Navier-Stokes equations along with the turbulence model 

Spalart-Allmaras), is used in order to find the adjoint equations and the 

corresponding boundary conditions. The whole process leads to the adjoint 
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system of partial differential equations, which are discretized and solved to 

determine the field of the adjoint variables and, through them, their sensitivity 

derivatives with respect to the design variables of the problem. 

In this study, two different objective functions are optimized, depending on the 

examined problem. In the case of internal flows, the objective function is the total 

pressure losses between the inlet and outlet of the domain, while in the case of 

external aerodynamics, the objective function to be minimized is the drag due to 

pressure and viscous forces exerted on the body. 

The active control of the flow with the use of steady jets is used because it 

provides significant increase in airfoil lift and reduction in the total pressure 

losses in channels with the injection or suction of small quantities of fluid. This 

results to an adequate development of the boundary layer and leads to reduction 

of flow separation.  

The adjoint method used in this work originally aims at finding the best location 

of the jet along the surface of an aerodynamic body shape. Moreover, the type of 

the jet (suction or blowing jet) to be used to avoid or minimize flow separation is 

determined.  

Local high values of sensitivity derivatives on the contour of the body under 

consideration indicate the proposed (optimum) location of the jet along the 

body, because the sensitivity derivatives show how the cost function alters by 

changing the design variables of the problem. So, if a jet is used in a position 

where the values of the sensitivity derivatives are the highest, a higher reduction 

in the objective function is expected in contrast to the corresponding change if 

the jet was placed elsewhere on the body. Moreover, the sign of the sensitivity 

derivatives indicates the appropriate type of jet to be used. Specifically, based on 

the adopted sign convention, the negative sign of the derivative recommends 

suction, while the positive one indicates the need for blowing. 

Having identified the optimal location of the jet, its optimal velocity distribution 

must then be determined in order to find the optimal solution, i.e. that 

corresponding to lowest value of the objective function. This is done by 

successive optimization cycles, during which the sensitivity derivatives, obtained 
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by solving the adjoint equations, are used. Based on these derivatives, with the 

use of the steepest descent method, it is able to identify a new velocity 

distribution of the jet that will give the lowest value of the objective function 

with respect to the original case and the previous iteration of the optimization 

algorithm. 

The above procedure is performed until convergence of the problem, i.e. by 

finding the minimum value of the objective function, which implies zero (in fact 

very small values) of the sensitivity derivatives. This gives the optimal flow, i.e. 

the flow that, when it is controlled by the jet, yields minimum losses. 

Apart from minimizing the total pressure losses, flow control using steady jets 

(i.e. the method developed in this work) can be applied to control the transition 

from laminar to turbulent flow, to control turbulence, to control the position of 

shock waves and, also in a variety of other applications. 

In summary, in this diploma thesis: 

 The mathematical development of the adjoint problem was performed in 

order to find the adjoint equations, their boundary conditions and the 

sensitivity derivatives. 

 Using the software         , the state and the adjoint equations were 

numerically solved. The adjoint solver pre-existed at the Parallel CFD & 

Optimization Unit and the present thesis contributed with the extension 

to the optimal active flow control. 

 The sensitivity derivatives values were validated by comparing them with 

finite differences. 

 Two different problems were studied, namely a channel flow (internal 

aerodynamics) for the minimization of total pressure losses, and, an 

airfoil (external aerodynamics) for drag reduction or increase in lift at 

high angles of attack, where the uncontrolled airfoil is stalled. 
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Κεφάλαιο 1
ο
 

 

Γενικά για τον  λεγχο Ροής
     

 

 

 

Μια ματιά στη βιβλιογραφία δείχνει ότι ο έλεγχος ροής επηρεάζει αρ ετούς τομείς 

των Μηχανολόγων Μηχανι ών. Εξωτερι ή αεροδυναμι ή απόδοση, εσωτερι ή ροή 

σε συστήματα πρόωσης, α ουστι ές ε πομπές  αι θόρυβος, αστάθεια  αύσης, 

μετάβαση  αι διαχείριση της τύρβης είναι μερι οί μόνο από τους τομείς που μπορούν 

να επωφεληθούν από την εφαρμογή του ελέγχου ροής. Το όφελος των σύγχρονων 

τεχνι ών ελέγχου της ροής,  οινό σε όλους τους τομείς των Ρευστών, είναι η 

δυνατότητα που προσφέρει για την επίτευξη μεγάλης  λίμα ας αλλαγών στη 

συμπεριφορά της ροής εξασφαλίζοντας χαμηλά (ενεργητι ός έλεγχος ροής) ή 

μηδενι ά (παθητι ός έλεγχος ροής) επίπεδα  ατανάλωσης ενέργειας. Αυτό υποθέτει 

ότι στη ροή υπάρχουν ειδι οί μηχανισμοί, οι οποίοι, με  ατάλληλη διέγερση, 

βελτιώνουν ή αλλάζουν ριζι ά τη συμπεριφορά του ρευστού. Για το λόγο αυτό, οι 

μέθοδοι του σύγχρονου ελέγχου ροής είναι στενά συνδεδεμένοι με την ιστορία της 

θεωρίας του ορια ού στρώματος  αι τη θεωρία ευστάθειας της ροής.  

Οι παράγραφοι που α ολουθούν εξετάζουν πώς η  ατανόηση της φυσι ής του 

προβλήματος άλλαξαν την άποψη της επιστημονι ής  οινότητας όσον αφορά τον 

έλεγχο της ροής. Ξε ινώντας με εμπειρι ές προσεγγίσεις για το σχεδιασμό μεγάλης 

 λίμα ας έργων πολιτι ού μηχανι ού, με το πέρασμα των χρόνων εμφανίζεται μια 

σταδια ή βελτίωση στην ι ανότητα ελέγχου ροών. Αυτό οφείλεται στη  ατανόηση 

του ρόλου της συνε τι ότητας στη διαμόρφωση του ορια ού στρώματος  αι των 

μηχανισμών αστάθειας της ροής που ελέγχουν την εμφάνιση της τύρβης. 
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§     : Ο έλεγχος ροής στην διάρκεια της ιστορίας 

 

 

Από μια ευρεία οπτι ή, θα μπορούσε  ανείς να πει ότι ο έλεγχος ροής εφαρμόστη ε 

από τους πρώτους μηχανι ούς της ιστορίας, όπως ο Ήρωνας (περίπου         ). Το 

βιβλίο του Ήρωνα περιγράφει μια συλλογή πνευματι ών συσ ευών (δηλαδή 

συσ ευών πεπιεσμένου αέρα) για τον έλεγχο της ροής των σημαντι ών για την εποχή 

υγρών,  υρίως του νερού  αι του  ρασιού. Η  ατανόηση της έννοιας της 

υδροστατι ής πίεσης οδήγησε στο σχεδιασμό της  ρήνης του Ήρωνα, στην οποία η 

ροή φτάνει πάνω από το ύψος της δεξαμενής τροφοδοσίας              . Η 

 ατασ ευή δείχνει έναν τρόπο με τον οποίο η βαρυτι ή δυναμι ή ενέργεια του νερού, 

Σχήμα 𝟏 𝟏 𝟏 : Σκαρίφημα του μηχανισμού της κρήνης του Ήρωνα. 
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σε συνδυασμό με την πίεση του εγ λωβισμένου αέρα, προ αλεί ε τόξευση του νερού 

πιο ψηλά από την ελεύθερη στάθμη του. Κατά τη διάρ εια της Αναγέννησης, 

μηχανι οί όπως ο                               επινόησαν διάφορες διατάξεις 

για τη δρομολόγηση νερού από ποτάμια  αι ταμιευτήρες με σ οπό να προμηθεύσουν 

πηγές με νερό  αθώς  αι για την παροχή ενέργειας σε μύλους, έργα που αποτελούσαν 

 οινό στόχο για τους πολιτι ούς μηχανι ούς. Ωστόσο, η διαθέσιμη γνώση ήταν μι ρή 

(τουλάχιστον πριν από     , όταν το    Βιβλίο του Νεύτωνα 

«                     » δόθη ε στη δημοσιότητα), αναγ άζοντας τους 

μηχανι ούς να βασίζονται  υρίως στην εμπειρία, τη διαίσθηση ή σε εμπειρι ές 

προσεγγίσεις. 

Η  ατάσταση βελτιώθη ε σημαντι ά  ατά τον 18
ο
 αιώνα, με τον                  

 αι το μαθητή του                να θέτουν τη θεωρητι ή βάση για τη 

μοντελοποίηση ιδανι ών ροών. Με την  ατανόηση της συμπεριφοράς της ροής  αι 

των αρχών που συνδέουν πίεση,  ινητι ή  αι δυναμι ή ενέργεια στη ροή των 

ρευστών, μπορούσε πλέον να εξηγηθεί η φυσι ή του πνευματι ού μηχανισμού του 

Ήρωνα. Ο έλεγχος ροής στους μηχανι ούς του 18
ου

 αιώνα σήμαινε την ι ανότητα να 

προβλεφθούν οι δυνάμεις, οι πιέσεις  αι οι ταχύτητες. Η εξίσωση           

 ατέστησε δυνατή την πρόβλεψη της πτώση πίεσης μέσα σε ένα α ροφύσιο  αι, την 

ανά τηση πίεσης σε ένα διαχύτη, εφόσον δεν υπήρχε απο όλληση της ροής. Ωστόσο, 

επειδή τότε ήταν άγνωστο πότε τα συνε τι ά φαινόμενα θα οδηγούσαν στην 

απο όλληση της ροής, η  ατάσταση για τους μηχανι ούς πριν το      εμπεριείχε 

σοβαρά προβλήματα. 

Ο                   αναφέρεται στη περίοδο που προηγείται της θεωρίας του 

ορια ού στρώματος του         ως «εμπειρι ή εποχή». Στην πραγματι ότητα, η 

συγ ε ριμένη περίοδος ήταν πολύ παραγωγι ή, α όμη  αι χωρίς την  ατανόηση των 

επιδράσεων της συνε τι ότητας στη ροή. Οι μηχανισμοί της άνωσης, της 

οπισθέλ ουσας  αι της απο όλλησης της ροής δεν ήταν πλήρως  ατανοητοί ε είνη 

την εποχή. Ωστόσο, μπορούσαν να επιτευχθούν βελτιώσεις στην αεροδυναμι ή 

απόδοση από αλλαγές στη γεωμετρία (χωρίς  ατανάλωση ενέργειας), μέθοδος στην 

οποία αναφερόμαστε σήμερα ως παθητι ό έλεγχο της ροής                       . 

 να  λασι ό παράδειγμα μιας εμπειρι ής προσέγγισης σε παθητι ό έλεγχο της ροής 

συναντάται στην ιστορία του τρόπου σχεδιασμού της μπάλας του γ ολφ. Στις αρχές 

του     , παί τες παρατήρησαν ότι η μπάλα ταξιδεύει μα ρύτερα όταν η επιφάνειά 
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της ήταν τραχιά ή γρατζουνισμένη. Σχέδια που μελετούν την τραχύτητα που σ όπιμα 

πρέπει να προστεθεί στην επιφάνεια της μπάλας το      αποτελούν την πρώτη 

απόπειρα παθητι ού ελέγχου της ροής στηριζόμενη στην εμπειρι ή γνώση. Παρά το 

γεγονός ότι ε είνη την εποχή οι μηχανι οί δεν μπορούσαν ενδεχομένως να 

 ατανοήσουν τη φυσι ή των μηχανισμών που  ρύβονται πίσω από τη βελτίωση της 

απόδοσης ή τη βελτιστοποίηση της ροής μεταβάλλοντας την ταχύτητα, τα 

αποτελέσματα ήταν πραγματι ά  αι μετρήσιμα,  αι οι μπάλες του γ ολφ σήμερα 

συνεχίζουν να έχουν τραχεία επιφάνεια. Η εμπειρι ή προσέγγιση για τη βελτίωση της 

απόδοσης χρησιμοποιείται α όμα  αι σήμερα, με πολλές βιομηχανίες να αναζητούν 

νέα μοντέλα τραχύτητας σε μια προσπάθεια να αυξήσουν τον ανταγωνισμό. Παρόλα 

αυτά, χωρίς μια ολο ληρωμένη θεωρία για την πρόβλεψη της απο όλλησης της ροής, 

δεν ήταν δυνατό να βελτιστοποιηθεί η αεροδυναμι ή απόδοση.  

Την ίδια περίπου εποχή, ο συνεχώς αναπτυσσόμενος τομέας της Αεροναυπηγι ής είχε 

 άνει σταθερή πρόοδο στην πραγματοποίηση επανδρωμένης πτήσης 

χρησιμοποιώντας εμπειρι ές μεθόδους ελέγχου της ροής. Οι           ,        , 

       ,       ,  αι οι αδελφοί        ήταν σε θέση να σχεδιάσουν πτερύγια  αι 

ιπτάμενες μηχανές χωρίς να γνωρίζουν τη θεωρία που διέπει την απο όλληση της 

ροής. Αν  αι η επίδραση του φαινομένου της απώλειας στήριξης         στη μείωση 

της άνωσης ήταν γνωστή, τα αίτια που ήταν υπεύθυνα για την απο όλληση της ροής 

δεν ήταν  ατανοητά. Οι αδελφοί        χρησιμοποίησαν αρχι ά τα δεδομένα του 

            αι του         για το σχεδιασμό των ανεμοπτέρων τους το       αι 

    , αλλά, όπως αναφέρθη ε από τον                , στα ανεμόπτερα 

αναπτυσσόταν πολύ μι ρότερη άνωση από αυτή που είχε προβλεφθεί. Χωρίς τη 

 ατανόηση των φαινομένων που εμφανίζονται σε μια πτέρυγα, οι αδελφοί        

δεν μπορούσαν να εξηγήσουν τις διαφορές ανάμεσα στις μετρήσεις της άνωσης  αι 

της οπισθέλ ουσας σε σχέση με τις αναμενόμενες τιμές. Τα ε τεταμένα πειράματα σε 

αεροδυναμι ή σήραγγα που πραγματοποίησαν οι αδελφοί        οδήγησαν στην 

 αλύτερη  ατανόηση των πλεονε τημάτων της υψηλής αναλογίας πλάτους-μή ους 

               των πτερυγίων. Το ανεμόπτερό τους το       ατάφερε να επιτύχει 

την αναμενόμενη απόδοση με βάση τα δι ά τους δεδομένα, θέτοντας τις βάσεις για 

την ιστορι ή τους πτήση το     . 

Η ανάπτυξη από τον         της θεωρίας του ορια ού στρώματος έγινε ταυτόχρονα 

με την εφεύρεση του αεροπλάνου. Η διάσημη δημοσίευσή του παρουσιάστη ε τον 



Σελίδα | 17  
 

Αύγουστο του     , λιγότερο από ένα χρόνο μετά την πρώτη πτήση των αδελφών 

      , τον Δε έμβριο του     . Η έρευνα του         σχετι ά με τη φυσι ή που 

είναι υπεύθυνη για την απο όλληση της ροής δεν είχε αρχι ά  αμία σχέση με την 

Αεροναυπηγι ή, αλλά υπο ινήθη ε από το ενδιαφέρον του για την πρόβλεψη της 

οπισθέλ ουσας  αι των απωλειών που σχετίζονται με συνε τι ές ροές. Δηλαδή, η 

επιστήμη του ελέγχου της ροής βρίσ ει τις αρχές της στην θεωρία του ορια ού 

στρώματος του        . Μέσα στα επόμενα    χρόνια, ο τομέας της 

Αεροναυπηγι ής διερεύνησε τη χρήση ελέγχου του ορια ού στρώματος για να 

 αθυστερήσει την απο όλληση  αι να ενισχύσει της άνωση του αεροσ άφους. 

Οι τρεις παράγραφοι που α ολουθούν περιλαμβάνουν στοιχεία του ελέγχου του 

ορια ού στρώματος                         –      ,  αθώς  αι του παθητι ού 

 αι ενεργητι ού ελέγχου της ροής. Η πρώτη παράγραφος          αναφέρεται στη 

φιλοσοφία της αλλαγής του ορια ού στρώματος σε μια προσπάθεια να υπάρξει 

 άποιο πλεονέ τημα στην απόδοση. Ο έλεγχος του ορια ού στρώματος αναπτύχθη ε 

 ατά τη περίοδο από το      έως το     . Με την ανα άλυψη των δινών σε 

τυρβώδεις ροές  αι την  ατανόηση ότι αστάθειες στη ροή μπορούν με  ατάλληλη 

διαχείριση να οδηγήσουν σε μεγάλης  λίμα ας βελτιώσεις στην απόδοση, η 

φιλοσοφία του ελέγχου του ορια ού στρώματος άλλαξε σε έλεγχο αστάθειας της 

ροής. Αστάθεια  αι επίπεδο της τύρβης μπορούν πια να ελεγχθούν με παθητι ό 

         ή ενεργητι ό          έλεγχο. Η αλλαγή στην ονοματολογία αντανα λά την 

αλλαγή στον τρόπο σ έψης σχετι ά με τον έλεγχο της ροής. 

 

 

§     : Ο έλεγχος του οριακού στρώματος 

 

 

Ο ρόλος του ορια ού στρώματος στον προσδιορισμό της θέσης απο όλλησης της 

ροής άρχισε να γίνεται  ατανοητός μετά το     . Αυτή η αντίληψη ήταν ένα 

σημαντι ό βήμα προς την  ατεύθυνση του ενεργητι ού ελέγχου ροής. Η πρώτη 

σ όπιμη χρήση του ελέγχου ροής για την  αθυστέρηση της απο όλλησης πρέπει να 

αποδοθεί στον        , ο οποίος χρησιμοποίησε δέσμες συνεχούς αναρρόφησης 
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ρευστού για να απομα ρυνθεί το ορια ό στρώμα από τα τοιχώματα των διαχυτών, 

αυξάνοντας έτσι τις επιδόσεις τους. Η αναρρόφηση του επέβαλε ο         ήταν 

 υρίως μια διαγνωστι ή τεχνι ή για την από τηση γνώσης πάνω στη φυσι ή της 

ροής. Η δημοσίευση
    

 που περιγράφει τη θεωρία του ορια ού στρώματος 

περιελάμβανε απει όνιση της ροής, αποδει νύοντας την ι ανότητα της αναρρόφησης 

ρευστού να  αταστείλει την απο όλληση της ροής από τη μία πλευρά ενός  υλίνδρου 

             . Το βιβλίο των          αι                 περιέχει φωτογραφίες 

που παρουσιάζουν απει όνιση του ελέγχου ροής με τη χρήση αναρρόφησης ρευστού 

για τον έλεγχο της απο όλλησης της ροής σε διαχύτες. Αυτά είναι ίσως τα δυο πρώτα 

παραδείγματα ελέγχου του ορια ού στρώματος, τεχνι ών που πραγματοποιήθη αν με 

βάση την  ατανόηση της φυσι ής της ροής. Ο         συνέχισε να πειραματίζεται 

με τη σταθερή αναρρόφηση ρευστού, με  αλώδια  αι  ινούμενες επιφάνειες να 

τροποποιήσει τις ροές, αλλά, σύμφωνα με τον            , εργάστη ε  υρίως προς 

την ανάπτυξη της θεωρίας για να  ατανοηθεί  αι να προβλεφθεί η φυσι ή της 

αντίστασης της ροής. 

Νέες έννοιες του ελέγχου του ορια ού στρώματος για την αύξηση της άνωσης 

διερευνήθη αν από αεροναυπηγούς, αρχής γενομένης από τη δε αετία του     . Το 

    , ο          ατοχύρωσε με δίπλωμα ευρεσιτεχνίας τη χρήση δεσμών αέρα 

που βρίσ ονται σε ειδι ές υποδοχές πάνω σε πτερύγιο ως μια συσ ευή αύξησης της 

άνωσης. Η πρώτη χρήση σταθερών δεσμών αέρα για την αύξηση της άνωσης στις 

Ηνωμένες Πολιτείες αναφέρθη ε από τους         αι              . Στα 

Σχήμα 𝟏 𝟐 𝟏 : Φωτογραφία του 𝑷𝒓𝒂𝒏𝒅𝒕𝒍 με απεικόνιση της απορρόφησης 
ρευστού γύρω από κύλινδρο  𝑩𝒆𝒕𝒛, 𝟏𝟗𝟔𝟏 . 
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πειράματά τους διερεύνησαν την επίδραση του πλάτους της υποδοχής του    , την 

θέση της υποδοχής του    ,  αθώς  αι την πίεση του αέρα τροφοδοσίας εντός της 

αεροτομής (η οποία  αθορίζει την παροχή μάζας της δέσμης) για την αύξηση της 

άνωσης. Οι ερευνητές απέδειξαν μια αύξηση      στο λόγο   ⁄  για μια συμβατι ή 

διδιάστατη αεροτομή. Πειράματα ελέγχου του ορια ού στρώματος σε αεροτομές 

χρησιμοποιώντας αναρρόφηση ρευστού διεξήχθησαν στα τέλη του      από τους 

                      αι              ,      . Το πρώτο αεροπλάνο για τη 

διεξαγωγή πειραμάτων ελέγχου του ορια ού στρώματος με αναρρόφηση ρευστού 

 ατασ ευάστη ε στο Αεροδυναμι ό Ερευνητι ό Ινστιτούτο του           , στην 

Γερμανία         ,      . Οι φωτογραφίες του             δείχνουν το 

συγ ε ριμένο αεροπλάνο  αι τα πτερύγια του              ,  αι αποδει νύουν την 

ι ανότητα του ελέγχου του ορια ού στρώματος με αναρρόφηση ρευστού στην 

επανα όλληση της ροής σε πραγματι ές συνθή ες πτήσης. 

Με βάση τη θεωρία του ορια ού στρώματος, ο               εφοδίασε την 

Αεροναυπηγι ή βιομηχανία με τις πρώτες πρα τι ές εφαρμογές, ανάλογα με τις 

ανάγ ες τους για πρόβλεψη της απο όλλησης της ροής. Ανέφερε, επίσης ότι η θεωρία 

του ορια ού στρώματος απέδειξε την αξία της πρώτης στον τομέα της 

Αεροναυπηγι ής, προτού χρησιμοποιηθεί σε άλλους τομείς της μηχανολογίας. 

Μετά το Δεύτερο Παγ όσμιο Πόλεμο, η ώθηση προς την  ατεύθυνση υψηλών 

ταχυτήτων, υπερηχητι ών αεροσ αφών οδήγησε σε αεροτομές με μεγαλύτερο φορτίο 

 αι λεπτότερη  ατανομή πάχους. Ωστόσο, τα μι ρά πτερύγια απαιτούσαν μι ρότερες 

ταχύτητες προσγείωσης για την αποφυγή απώλειας στήριξης, χαρα τηριστι ά που 

δεν είναι επιθυμητά για ένα αεροπλάνο. Σε διάφορα αεροσ άφη, ως λύση του 

προβλήματος των μι ρών πτερυγίων χρησιμοποιήθη αν τεχνι ές σταθερής έγχυσης 

ρευστού για την αύξηση της άνωσης σε χαμηλές ταχύτητες πτήσης. Παράδειγμα 

αποτελεί η τεχνι ή              , που αναπτύχθη ε από τα μέσα της δε αετίας του 

     μέχρι τα μέσα της δε αετίας του     . Αυτές οι σταθερές δέσμες αέρα, οι 

οποίες διοχετεύονται πάνω στην επιφάνεια του πτερύγιου,  ατάφεραν να 

 αθυστερήσουν την απο όλληση της ροής με αποτέλεσμα να μειωθεί σημαντι ά η 

ταχύτητα απώλειας στήριξης αεροσ αφών με μι ρά πτέρυγα. Το αεροσ άφος 

                          χρησιμοποιεί πλήρη έλεγχο του ορια ού 

στρώματος, τόσο στο μέτωπο προσβολής όσο  αι στην α μή ε φυγής 

       ,      . Τα αεροσ άφη                             αι           



Σελίδα | 20  
 

χρησιμοποιούν την τεχνι ή               για να μειώσουν την ταχύτητα 

προσγείωσης  αι τις αποστάσεις απογείωσης.  να σχεδιάγραμμα του συστήματος 

αυτού φαίνεται στο σχήμα       για το αεροσ άφος              . 

 

Σχήμα 𝟏 𝟐 𝟐 : Πειράματα με αναρρόφηση ρευστού για την επανακόλληση της 

ροής γύρω από αεροτομή. 

a) Φωτογραφία του αεροπλάνου του 𝑺𝒄𝒉𝒓𝒆𝒏𝒌 

b) Πτερύγιο με ίνες  𝒕𝒖𝒇𝒕𝒔  που φανερώνει την αποκόλληση της ροής 

c) Χρήση ελέγχου του οριακού στρώματος μέσω αναρρόφησης ρευστού για 

την επανακόλληση της ροής 
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Η μετάβαση σε λεπτές αεροτομές δημιούργησε επίσης την ανάγ η  αλύτερης 

 ατανόησης των φαινομένων απώλειας στήριξης, που για λεπτές αεροτομές 

συνδέονται συχνά με την απο όλληση της ροής  οντά στο μέτωπο προσβολής. Το 

πρόβλημα μελετήθη ε ε τενώς σε αεροτομές      στα τέλη της δε αετίας του 

      αι του     . Τα αποτελέσματα των            ,       αι            

 αι              είναι αντιπροσωπευτι ά των εν λόγω μελετών. Η έρευνα σε 

αεροτομές      περιελάμβανε την εφαρμογή της αναρρόφησης ρευστού  οντά στο 

μέτωπο προσβολής της αεροτομής με σ οπό τον έλεγχο της απο όλλησης της ροής, 

γνωστής σήμερα στρωτή φυσαλίδα απο όλλησης                            . Οι 

       αι                 ατέληξαν στο ότι η πιο αποτελεσματι ή εφαρμογή 

της αναρρόφησης για την αεροτομή              ήταν στο  ,   της χορδής της 

αεροτομής, οδηγώντας σε αύξηση του συντελεστή άνωσης  ατά     περίπου. 

Συμπληρωματι ές μελέτες αναρρόφησης ρευστού σε αεροδυναμι ές σήραγγες έγιναν 

από τους             αι                 αι          αι 

                 , μεταξύ άλλων. Τα αποτελέσματα της δο ιμαστι ής πτήσης 

αεροσ άφους με αναρρόφηση ρευστού αναφέρθη αν από τους         αι 

              . 

 

Σχήμα 𝟏 𝟐 𝟑 : Σχεδιάγραμμα του συστήματος έγχυσης ρευστού του αεροπλάνου  

𝑮𝒓𝒖𝒎𝒎𝒂𝒏 𝑭𝟗𝑭  𝟒. 
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§     : Ο παθητικός έλεγχος της ροής 

 

 

Τεχνι ές παθητι ού ελέγχου της ροής είναι άφθονες στην αεροδιαστημι ή 

βιομηχανία, επειδή σε γενι ές γραμμές είναι απλές να εφαρμοστούν  αι εύ ολες στη 

συντήρηση. Μερι ά  οινά παραδείγματα παθητι ού ελέγχου ροής περιλαμβάνουν τη 

χρήση γεννητριών στροβιλισμού                     στις πτέρυγες των 

αεροσ αφών,          στο μέτωπο προσβολής  οιλοτήτων για την  αταστολή του 

συντονισμού       ,      ,         στην επιφάνεια των πτερυγίων για τη μείωση 

των αντιστάσεων τριβής                ,      . Οι γεννήτριες στροβιλισμού 

χρησιμοποιούνται για την πρόσδοση ενέργειας στην τύρβη του ορια ού στρώματος. 

Χρησιμοποιούνται στα πτερύγια για να μειώσουν την ταχύτητα στην οποία συμβαίνει 

απώλεια στήριξης  αι στον  άθετο σταθεροποιητή για να βελτιωθεί η απόδοση του 

πτερυγίου. Μια σειρά από γεννήτριες στροβιλισμού στο πτερύγιο του αεροσ άφους 

              φαίνεται στο Σχήμα.      . Βέβαια, με τη χρήση γεννητριών 

στροβιλισμού προστίθεται αντίσταση στη ροή  ατά τη διάρ εια της πτήσης, α όμα 

 αι όταν η ροή είναι προσ ολλημένη. 

Σχήμα 𝟏 𝟑 𝟏 : Γεννήτριες στροβιλισμού στο πτερύγιο του  𝑩𝒆𝒆𝒄𝒉 𝑩𝒐𝒏𝒂𝒏𝒛𝒂. 
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Για τη μείωση της οπισθέλ ουσας μπορούν να χρησιμοποιηθούν  αι άλλοι τύποι 

παθητι ού ελέγχου της ροής. Για παράδειγμα, σωστά σχεδιασμένα         μπορούν 

να μειώσουν την αντίσταση τριβής  αταστέλλοντας τη διαδι ασία δημιουργίας δινών. 

Σύμφωνα με τον                  , ταινία        που αναπτύχθη ε από την 

εταιρεία    στη δε αετία του      χρησιμοποιήθη ε σε αγώνες ιστιοπλοϊ ών  αι 

συγ ε ριμένα στο γιοτ                   για να βοηθήσει το πλήρωμα να  ερδίσει 

το Κύπελλο της Αμερι ής το     . Παρόμοια ταινία        χρησιμοποιείται από τις 

εταιρίες         αι        στα εμπορι ών πτήσεων αεροσ άφη για μείωση της 

οπισθέλ ουσας        ,      . 

Ίσως από τα πιο σημαντι ά παραδείγματα του παθητι ού ελέγχου των ορια ών 

στρωμάτων είναι οι μεγάλης άνωσης,  αι σε ορισμένες περιπτώσεις μι ρού αριθμού 

        , αεροτομές που σχεδιάστη αν από τον               . Το περίγραμμα 

αυτών των αεροτομών σχεδιάστη ε για να έχουν αφενός υψηλό συντελεστή άνωσης 

 αι αφετέρου τέτοια ανά τηση πίεσης           έτσι ώστε τα τυρβώδη ορια ά 

στρώματα να παραμένουν προσ ολλημένα με τη μέγιστη δυνατή  λίση πίεσης. Το 

περίγραμμα παρήγαγε επίσης ένα σημείο μετάβασης στην  ατανομή της πίεσης που 

θα μπορούσε να προ αλέσει την μετάβαση από στρωτό σε τυρβώδες ορια ό στρώμα 

πριν από την είσοδο στην περιοχή ανά τησης πίεσης          . Με άλλα λόγια, 

ολό ληρο το σχήμα αεροτομής δημιουργήθη ε έχοντας υπόψη τη συμπεριφορά 

ορια ού στρώματος. 

 

 

§     : Ο ενεργητικός έλεγχος της ροής 

 

 

Ο όρος ενεργητι ός έλεγχος ροής συνήθως υποθέτει πρόσδοση ενέργειας στη ροή 

από  άποιο επενεργητή. Ο ενεργητι ός έλεγχος ροής προσφέρει ορισμένα 

πλεονε τήματα σε επιδόσεις σε σχέση με τον παθητι ό, με το ανάλογο πάντα  όστος. 

Ο ενεργητι ός έλεγχος μπορεί να απενεργοποιηθεί όταν δεν χρειάζεται,  αι μπορεί να 

προσαρμόζεται στις μεταβαλλόμενες συνθή ες λειτουργίας. Επιπλέον, με τον 

ενεργητι ό έλεγχο έχουμε λιγότερες απώλειες, δηλαδή μι ρότερη αντίσταση, σε 
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σύγ ριση με παθητι ές τεχνι ές ελέγχου, αλλά είναι συνήθως πιο πολύπλο ος να 

εφαρμοστεί σε σχέση με τις παθητι ές μεθόδους, λόγω της χρήσης του επενεργητή. 

Οι τεχνι ές του ενεργητι ού ελέγχου της ροής που περιγράφονται στις προηγούμενες 

παραγράφους αλλάζουν τη δομή του ορια ού στρώματος. Αυτό που είναι γνωστό 

σήμερα ως «ενεργητι ός έλεγχος ροής» έχει ως στόχο να αλλάξει τη συμπεριφορά 

της ροής με το χειρισμό των ασταθειών της, χρησιμοποιώντας επενεργητές που 

 αταναλώνουν πολύ μι ρή ενέργεια. Ο έλεγχος ροών με χαμηλή  ατανάλωση 

ενέργειας δεν είναι νέα έννοια  αι τα βασι ά προβλήματα της απο όλλησης της ροής 

(τόσο για την εσωτερι ή όσο  αι για την εξωτερι ή αεροδυναμι ή), της αύξησης της 

άνωσης, της ανάμιξης  αι της μείωσης της οπισθέλ ουσας συνεχίζουν να αποτελούν 

το επί εντρο του ενδιαφέροντος σήμερα, α ριβώς όπως για τον          αι τους 

συνεργάτες του στις αρχές του 20
ου

 αιώνα. Ωστόσο, παρόλο που αυτά τα προβλήματα 

δεν έχουν αλλάξει πολύ τα τελευταία     χρόνια, αυτό που έχει αλλάξει είναι η 

 ατανόηση της συμπεριφοράς της ροής, ιδίως όσον αφορά τη σταθερότητα των ροών. 

Πλέον, οι δυνατότητες πρόβλεψης  αι μέτρησης που διαθέτουμε για την 

αντιμετώπιση των ασταθειών έχουν εξελιχθεί σημαντι ά. 

 να πρόσθετο στοιχείο πρό λησης σημαντι ών εξελίξεων στον ενεργητι ό έλεγχο 

της ροής συνέβη στη δε αετία του     , όταν η Υπολογιστι ή Ρευστοδυναμι ή
    

 

      άρχισε να χρησιμοποιείται ως εργαλείο για την υπολογιστι ή διερεύνηση 

νέων εννοιών στον ενεργητι ό έλεγχο ροής. Ο έλεγχος μέσω     αποδείχθη ε ένας 

ισχυρός συνδυασμός που οδηγεί σε  αλύτερη  ατανόηση της φυσι ής της ροής  αι, 

συνεπώς, σε νέες προ λήσεις στη θεωρία ελέγχου.  

Η υψηλής πιστότητας άμεση αριθμητι ή προσομοίωση τυρβωδών ροών, μέσω 

αξιόπιστων μοντέλων τύρβης,  ατέστησε δυνατή τη διεξαγωγή πολλών 

υπολογιστι ών πειραμάτων, στα οποία μπορούν να προσδιοριστούν όλες οι 

εμπλε όμενες μεταβλητές της ροής. Χρησιμοποιήθη αν αριθμητι ές προσομοιώσεις 

(         αι            ,     ) για να δημιουργηθούν ιδανι ές ροές, οι οποίες  αι 

έφεραν στο φως λεπτομέρειες σχετι ά με τη φύση της τύρβης  οντά σε τοιχώματα. Η 

 αλύτερη  ατανόηση της φυσι ής της τυρβώδους ροής έπαιξε  αθοριστι ό ρόλο στην 

έναρξη σχεδιασμού νέων συστημάτων ελέγχου της ροής στο τοίχωμα των σωμάτων.  

Ωστόσο, δεν ήταν μόνο η Υπολογιστι ή Ρευστοδυναμι ή χρήσιμη για την παροχή 

στοιχείων σχετι ά με τη ροή, απλά ήταν πιο αποδε τή από τους ερευνητές για 
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πειράματα που βασίζονταν στην ενσωμάτωση της σύγχρονης θεωρίας ελέγχου σε 

σχέση με αντίστοιχα πειράματα σε αεροδυναμι ή σήραγγα. Η προ ύπτουσα τομή 

μεταξύ των δύο  λάδων (Υπολογιστι ή Ρευστοδυναμι ή  αι πραγματι ά πειράματα 

σε σήραγγα) έδωσε την ευ αιρία να δο ιμαστούν νέες έννοιες ελέγχου της ροής. Για 

παράδειγμα, για πρώτη φορά, ήταν δυνατό να δο ιμαστούν περιορισμοί απόδοσης 

(      ,     ,         αι     ,     ), να ευρεθούν βέλτιστοι αλγόριθμοι 

ελέγχου (            ,     ),  αι να μελετηθεί η ελαχιστοποίηση στις απαιτήσεις του 

επενεργητή που οδηγεί στην επίτευξη μιας επιθυμητής  ατάστασης ροής 

(             ,     ). Η πρώτη ολο ληρωμένη χρήση της άμεσης αριθμητι ής 

προσομοίωσης  αι της βέλτιστης θεωρίας ελέγχου, συμπεριλαμβανομένων  αι 

επενεργητών  αι αισθητήρων, ήταν από τους                    . 
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Κεφάλαιο 2
ο
 

 

Διατύπωση των Συζυγών Εξισώσεων 

 

 

 

Οι συζυγείς διατυπώσεις
    

 είναι μαθηματι ά – υπολογιστι ά εργαλεία υπολογισμού 

της  λίσης μιας αντι ειμενι ής συνάρτησης, εξασφαλίζοντας ταυτόχρονα την 

ι ανοποίηση των βασι ών εξισώσεων του μελετούμενου προβλήματος, που σε αυτή 

τη περίπτωση είναι οι εξισώσεις               με την ενσωμάτωση του μοντέλου 

τύρβης         –              . Οι συζυγείς μέθοδοι είναι ιδιαίτερα χρήσιμες στα 

προβλήματα βελτιστοποίησης γιατί η εύρεση της  λίσης της αντι ειμενι ής 

συνάρτησης μπορεί να οδηγήσει (για παράδειγμα, με τη μέθοδο της απότομης 

 αθόδου) στη λύση που εξασφαλίζει την ελάχιστη τιμή της. 

Οι συζυγείς μέθοδοι χωρίζονται σε δύο  ατηγορίες: τις δια ριτές  αι τις συνεχείς 

συζυγείς μεθόδους. Στη δια ριτή συζυγή μέθοδο                          , 

πρώτα δια ριτοποιούνται  αι γραμμι οποιούνται (αν είναι μη γραμμι ές) η 

αντι ειμενι ή συνάρτηση  αι οι εξισώσεις ροής  αι, στη συνέχεια, παράγεται η προς 

επίλυση συζυγής εξίσωση από τις δια ριτοποιημένες εξισώσεις της ροής. Η τελευταία 

προ ύπτει σε μητρωϊ ή μορφή  αι είναι έτοιμη προς αριθμητι ή επίλυση. 

Αντίθετα, η συνεχής συζυγής μέθοδος                             πρώτα 

γραμμι οποιείται  αι μετά δια ριτοποιείται. Η μέθοδος βασίζεται σε μια επαυξημένη 

μορφή της αντι ειμενι ής συνάρτησης,     , η οποία συντίθεται από την αναλυτι ή 

έ φραση της αντι ειμενι ής συνάρτησης (για παράδειγμα, μια ολο ληρωματι ή 

ποσότητα)  αι από το ολο λήρωμα (σε όλο το χωρίο) των εξισώσεων  ατάστασης 

(δηλαδή των εξισώσεων ροής) πολλαπλασιασμένων με τη συνάρτηση των συζυγών 

μεταβλητών. Στη συνέχεια, προσπαθώντας να  αταστεί η μεταβολή της επαυξημένης 

αντι ειμενι ής συνάρτησης ανεξάρτητη  άθε μεταβολής των μεγεθών της ροής 



Σελίδα | 27  
 

εντοπίζονται οι ποσότητες που πρέπει να μηδενισθούν  αι αυτή η διαδι ασία μας 

οδηγεί στις συνεχείς συζυγείς εξισώσεις  αι τις αντίστοιχες ορια ές συνθή ες. 

 

§     : Διατύπωση των εξισώσεων ροής/εξισώσεων κατάστασης
    

  

 

 

Για ασυμπίεστο, συνε τι ό ρευστό  αι χρονι ά μόνιμη ροή, οι αντίστοιχες εξισώσεις 

της μέσης ροής        είναι οι εξισώσεις              , που σε τανυστι ή 

γραφή για στρωτή ροή έχουν την παρα άτω μορφή: 

 Εξίσωση συνέχειας: 

   
   

   
                                                                 

 Εξίσωση ορμής: 

  
    

   

   
 

  

   
 

 

   

[ (
   

   
 

   

   
)]    ,    , ,                             

όπου :     :   οι συνιστώσες της ταχύτητας 

  : η  ινηματι ή στατι ή πίεση (δηλαδή η στατι ή πίεση του ρευστού 

διαιρεμένη με τη σταθερή πυ νότητα αυτού) 

    :  η  ινηματι ή συνε τι ότητα του ρευστού 

Για την περίπτωση που η ροή είναι τυρβώδης, χρησιμοποιώντας το μοντέλο τύρβης 

των         –              , η εξίσωση ορμής παίρνει την παρα άτω μορφή: 

  
    

   

   
 

  

   
 

 

   

[      (
   

   
 

   

   
)]    ,    , ,                       

ενώ έχουμε επιπλέον μια μερι ή διαφορι ή εξίσωση του μοντέλου τύρβης με την 

παρα άτω μορφή: 

  ̃  
 (   ̃)

   
 

 

   

[(  
 ̃

 
)

  ̃

   

]  
   

 
(

  ̃

   
)

 

  ̃    ̃   ̃    ̃                    

όπου :   ̃  : η μεταβλητή του μοντέλου τύρβης 
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   : ο συντελεστής τυρβώδους συνε τι ότητας 

Ο συντελεστής τυρβώδους συνε τι ότητας    ε φράζεται συναρτήσει της 

μεταβλητής  ̃ ως εξής: 

    ̃    
                                                                 

Οι όροι παραγωγής    ̃   αι  αταστροφής    ̃  της εξίσωσης         δίνονται από 

τις παρα άτω ε φράσεις: 

   ̃     
 ̃                                                              

   ̃     
  ( ̃)

 ̃

  
                                                    

όπου: 

 ̃      
 

 ̃

    
   

                                                       

  |    

   

   
  ⃗⃗ |                                                            

   
 

  

      

                                                             

   
 

 

(  
 

   

)
                                                           

   
 

(       
)

   

[ (  
 

   

)  (
 

   

)

 

] (  
 

   

)

  

                        

  
 ̃

 
                                                                          

    (
     

 

     

 )

 
 ⁄

                                                         

       
                                                                   

  
 ̃

 ̃      
                                                                     

με :    : το μέτρο της στροβιλότητας 

          : την απόσταση του υπόψη  όμβου από το στερεό τοίχωμα 
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Οι σταθερές του μοντέλου, όπως χρησιμοποιήθη ε εδώ, είναι: 

   
  ,                                                                         

   
  ,                                                                          

   ,                                                                          

  
 

 
                                                                           

   
 

   

 
 

(     
)

 
                                                            

   
  ,                                                                        

   
                                                                           

   
  ,                                                                       

   
                                                                           

Το σύμβολο                  που χρησιμοποιείται στο μέτρο της στροβιλότητας 

ορίζεται ως: 

     {

               ,  ,      , ,  ,   , ,  ,   , ,  

               ,  ,      , ,  ,   , ,  ,   , ,  

                 ,     ,                             

                           

Παρατηρώντας τις εξισώσεις για στρωτή (εξισώσεις      ,      )  αι τυρβώδη ροή 

(εξισώσεις      ,      ,      ), προ ύπτει ότι εάν στις εξισώσεις  ατάστασης της 

τυρβώδους ροής θέσουμε: 

 ̃                                                                   

προ ύπτουν οι αντίστοιχες εξισώσεις για τη στρωτή ροή. Για το λόγο αυτό, η 

ανάπτυξη της συνεχούς συζυγούς μεθόδου θα γίνει για την περίπτωση της τυρβώδους 

ροής  αι όταν αναφερόμαστε σε στρωτή ροή, το μόνο που χρειάζεται είναι να 

μηδενίζουμε τα μεγέθη  ̃  αι    στις τελι ές ε φράσεις των συζυγών εξισώσεων (η 

μερι ή διαφορι ή εξίσωση του μοντέλου τύρβης ε φυλίζεται σε ταυτότητα)  αι των 

αντίστοιχων ορια ών συνθη ών. 
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§     : Εισαγωγή στις συνεχείς συζυγείς εξισώσεις
    ,   

 

 

 

Στην γενι ή περίπτωση, η επίλυση ενός προβλήματος βελτιστοποίησης ως προς ένα 

προ αθορισμένο  ριτήριο, ε φρασμένο μαθηματι ά από μια συνάρτηση  όστους 

        ,   , υλοποιείται μέσω της ελαχιστοποίησης της συνάρτησης   στο χώρο 

των δυνατών λύσεων των μεταβλητών σχεδιασμού  . Με το σύμβολο   ορίζονται οι 

μεταβλητές της ροής.  τσι, με βάση την παραπάνω σχέση, η εξάρτηση της 

συνάρτησης  όστους από τις μεταβλητές σχεδιασμού είναι διττή: υπάρχει άμεση 

εξάρτηση από τις μεταβλητές σχεδιασμού (για παράδειγμα, αλλαγή της γεωμετρίας 

του σώματος)  αι έμμεση εξάρτηση, γιατί αλλαγή στις μεταβλητές σχεδιασμού θα 

οδηγήσει σε ένα διαφορετι ό πεδίο ροής που θα τροποποιήσει την τιμή της 

συνάρτησης  όστους. 

Στην ειδι ή περίπτωση των προβλημάτων ελέγχου της ροής, οι μεταβλητές 

σχεδιασμού είναι οι ταχύτητες επάνω στο τοίχωμα του μελετούμενου σώματος. 

Δηλαδή, εάν αφαιρεθεί ένα  ομμάτι του στερεού τοιχώματος για να τοποθετηθεί το 

   , η ταχύτητα που έχει το ρευστό (μετά την τοποθέτηση του    ) στο εν λόγω 

σημείο αποτελεί τη μεταβλητή σχεδιασμού του προβλήματος. Γίνεται εύ ολα 

αντιληπτό ότι με τον τρόπο αυτό, δεν υπάρχει μεταβολή στη γεωμετρία του σώματος. 

Για το λόγο αυτό, υπάρχει μόνο έμμεση εξάρτηση της συνάρτησης  όστους από τις 

μεταβλητές σχεδιασμού, επομένως: 

   (    )                                                               

Αφετηρία για τη διατύπωση του συζυγούς προβλήματος αποτελεί ο ορισμός της 

επαυξημένης συνάρτησης  όστους     . Αυτή δημιουργείται από την πρόσθεση στη 

συνάρτηση  όστους, του χωρι ού (στο πεδίο ροής) ολο ληρώματος, των εξισώσεων 

της ροής πολλαπλασιασμένων με τα πεδία των πολλαπλασιαστών         . Οι 

τελευταίοι ταυτίζονται με τις λεγόμενες συζυγείς μεταβλητές (        ή    

               ). Σύμφωνα με τα παραπάνω, η επαυξημένη συνάρτηση  όστους 

ορίζεται ως: 

       ∫     
    

 

 ,    , ,                                      
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Στην παραπάνω εξίσωση,   
  είναι οι ε φράσεις των εξισώσεων  ατάστασης με βάση 

τις εξισώσεις      ,        αι        αι    {  ,  ,  ̃ }  το διάνυσμα των συζυγών 

μεταβλητών. Με   ,  ,  ̃  συμβολίζονται, αντιστοίχως, οι συζυγείς μεταβλητές ως 

προς την ταχύτητα, την πίεση  αι τη μεταβλητή του μοντέλου τύρβης. Εάν 

αναπτύξουμε την εξίσωση      , λαμβάνουμε την παρα άτω μορφή: 

       ∫     
    

 

 ∫        
 

 ∫  ̃    ̃    
 

                         

Σ οπός της συζυγούς μεθόδου είναι να υπολογιστούν οι παράγωγοι ευαισθησίας 
  

   
, 

οι οποίες ε φράζουν τη μεταβολή της συνάρτησης  όστους   ως προς τις μεταβλητές 

σχεδιασμού   , όπου   ο αριθμός των μεταβλητών σχεδιασμού.  

Αν συμβολίσουμε με   το ολι ό διαφορι ό μιας συνάρτησης, τότε το ολι ό 

διαφορι ό της επαυξημένης συνάρτησης  όστους      δίνεται από την παρα άτω 

σχέση: 

         ∫      
    

 

 ∫      
    

 

 ∫     
       

 

  

 ∫         
 

 ∫         
 

 ∫           
 

 ∫   ̃    ̃    
 

 

 ∫  ̃     ̃   
 

 ∫  ̃    ̃      
 

                                        

Επειδή για τις εξισώσεις  ατάστασης ισχύει ότι :  

  
       ̃    

η εξίσωση       παίρνει την απλοποιημένη μορφή: 

         ∫      
    

 

 ∫         
 

 ∫  ̃     ̃   
 

  

∫ (    
        ̃    ̃)      

 

                                       

Επιπλέον, όσον αφορά τον όρο      , αυτός είναι μηδέν γιατί στον έλεγχο ροής δεν 

έχουμε αλλαγή του σχήματος του μελετούμενου σώματος  αι, προφανώς, ούτε 
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αλλαγή του πλέγματος (όπως θα συνέβαινε στην περίπτωση βελτιστοποίησης 

μορφής).  τσι, έχουμε τελι ά: 

         ∫      
    

 

 ∫         
 

 ∫  ̃     ̃    
 

                    

Για ένα οποιοδήποτε μέγεθος   της ροής θα ισχύει
     

: 

                                                                         

Επομένως, με βάση τον ορισμό του διαφορι ού, θα ισχύει: 

   
  

   
                                                                 

όπου     
  ή      ή     ̃. Σε αντιπαραβολή με την παραπάνω έ φραση 

αναφέρουμε ότι σε προβλήματα βελτιστοποίησης μορφής, για ένα οποιοδήποτε 

μέγεθος   της ροής ισχύει: 

      ,    ⇒    (
  

   
)

        

    (
  

   
)

        

    

όπου ο όρος    αναφέρεται στις αλλαγές τις γεωμετρίας του πλέγματος. 

Άρα, για την εξίσωση       θα έχουμε: 

         ∫   

   
 

   
      

 

 ∫   
   

   
      

 

 ∫  ̃  
   ̃

   
      

 

⇒ 

⇒
     

   
 

  

   
 ∫   

   
 

   
   

 

 ∫   
   

   
   

 

 ∫  ̃  
   ̃

   
   

 

            

Η παραπάνω εξίσωση         ε φράζει τη μεταβολή της συνάρτησης  όστους ως 

προς τις μεταβλητές σχεδιασμού. 

 

 

§     : Χρησιμοποιούμενες συναρτήσεις κόστους 

 

 

Όπως έχει αναφερθεί ήδη σε προηγούμενο  εφάλαιο, επιδιώ εται ο εντοπισμός του 

βέλτιστου ελέγχου της ροής σε μια περίπτωση εσωτερι ής  αι μια εξωτερι ής 



Σελίδα | 33  
 

αεροδυναμι ής. Για το λόγο αυτό, θα χρησιμοποιηθούν δύο διαφορετι ές 

συναρτήσεις  όστους.  

Η πρώτη περίπτωση αφορά προβλήματα εσωτερι ής αεροδυναμι ής, στα οποία 

γίνεται προσπάθεια ελαχιστοποίησης των απωλειών ολι ής πίεσης της ροής που 

διατρέχει τη σχετι ή γεωμετρία, για συγ ε ριμένες συνθή ες ροής. Δηλαδή, 

επιθυμείται η ελαχιστοποίηση της διαφοράς ολι ής πίεσης μεταξύ της εισόδου      

 αι της εξόδου      του χωρίου ροής (για προβλήματα στα οποία δεν υπάρχει 

συναλλαγή έργου). Η αντίστοιχη συνάρτηση  όστους αποτελείται μόνο από 

ολο ληρώματα στο σύνορο του χωρίου  αι δίνεται από την παρα άτω έ φραση: 

    ∫ {  
 

 
      

 }    
  

 ∫ {  
 

 
      

 }    
  

 
 

 
∫{    }

    
  

             

όπου:      : το τμήμα του συνόρου (    ) πάνω στο οποίο θα γίνει τοποθέτηση του     

   : το  άθετο μοναδιαίο διάνυσμα στο σύνορο του υπό μελέτη σώματος με 

 ατεύθυνση από το σύνορο προς τα έξω  

     : η παροχή ρευστού από το αντίστοιχο σύνορο 

  : συντελεστής βάρους που επιτρέπει τον περιορισμό της παροχής ρευστού 

που θα διέλθει από το      

Ο τελευταίος όρος της εξίσωσης         αποτελεί περιορισμό στην παροχή όγ ου 

εισόδου ή εξόδου του ρευστού από το     . 

Το διαφορι ό της συνάρτησης       δίνεται από την παρα άτω σχέση: 

     ∫{              }   
  

 ∫{              }   
  

  ∫{         }   
  

 

       
⇒       

    

   
 ∫ {

  

   
       

   

   
  }    

  

 ∫ {
  

   
       

   

   
  }    

  

  

  ∫ {    

   

   
  }    

  

                                                       

Η δεύτερη περίπτωση που εξετάζεται αφορά προβλήματα εξωτερι ής αεροδυναμι ής, 

στα οποία σ οπός είναι να ελαχιστοποιηθεί η αντίσταση  αι να αυξηθεί η άνωση 
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ανάλογα με τον έλεγχο που ο μηχανι ός θέλει να επιτύχει στη ροή. Η αντίστοιχη 

συνάρτηση  όστους δίνεται από την παρα άτω σχέση: 

                                                                        

όπου :   : η οπισθέλ ουσα 

  : η άνωση 

  : συντελεστής βάρους ( αθορίζεται,  ατά περίπτωση, από το χρήστη) 

Στην εξίσωση         θα μπορούσε προφανώς να εισαχθεί περιορισμός για την 

παροχή όγ ου του    , ωστόσο παραλείπεται  αι αποτελεί αντι είμενο μελλοντι ής 

έρευνας. 

Τα μεγέθη    αι   υπολογίζονται από τις παρα άτω σχέσεις: 

  ∫ {       (
   

   
 

   

   
)       }      

  

                            

  ∫ {       (
   

   
 

   

   
)       }   

    
  

                           

Για τα διανύσματα     αι   
  που εμφανίζονται στις σχέσεις          αι         ισχύει: 

    είναι το μοναδιαίο διάνυσμα παράλληλο στην  ατεύθυνση της επ’ άπειρον 

ταχύτητας της ροής 

   
  είναι το μοναδιαίο διάνυσμα  άθετο στην  ατεύθυνση της επ’ άπειρον 

ταχύτητας της ροής 

Τελι ά, για τη συνάρτηση  όστους     θα έχουμε: 

       

       

       
⇒       ∫ {       (

   

   
 

   

   
)      }         

     
  

              

Για ευ ολία στις πράξεις, τίθεται: 

         
                                                                 

Οπότε η τελι ή έ φραση της συνάρτησης  όστους θα είναι: 

       
       
⇒        ∫ {       (

   

   
 

   

   
)       }    
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Το διαφορι ό της εξίσωσης         δίνεται από την παρα άτω σχέση: 

      ∫ {    (
   

   
 

   

   
)           (

   

   
 

   

   
)         }    

  

⇒ 

       
⇒   

    

   

  ∫ { 
   

   

(
   

   

 
   

   

)         [
 

   

(
   

   

)  
 

   

(
   

   

)]    

  

 

 
  

   

  }                                                                   

 

 

§     : Διατύπωση συνεχών συζυγών εξισώσεων του πεδίου ροής 

 

 

Στην μεταβολή της επαυξημένης συνάρτησης  όστους (εξίσωση      ) εμφανίζονται 

οι μερι ές παράγωγοι των υπολοίπων εξισώσεων της ροής, δηλαδή οι ποσότητες 
   

 

   
, 

   

   
, 

   ̃

   
. Για τη διατύπωση των συζυγών εξισώσεων, οι παραπάνω ποσότητες πρέπει 

να αντι ατασταθούν με τις αναλυτι ές τους ε φράσεις, όπως αυτές υπολογίζονται 

από τη διαφόριση των εξισώσεων της ροής (εξισώσεις      ,      ,      ).  τσι, 

προ ύπτουν οι παρα άτω αναλυτι ές ε φράσεις: 

   
 

   
 

   

   

   

   
   

 

   
(
   

   
)  

 

   
(

  

   
)  

 

   

[
   

   
(
   

   
 

   

   
)]   

 
 

   
{      [

 

   
(
   

   
)  

 

   
(

   

   
)]}         ,       , ,             

   

   
 

 

   
(
   

   
)                                                                  

   ̃

   
 

 

   
(

   

   
 ̃)  

 

   
(  

  ̃

   
)  

 

 

 

   

[
  ̃

   

  ̃

   

]  
 

   

[(  
 ̃

 
)

 

   
(

  ̃

   
)] 

 
    

 

  ̃

   

 

   
(

  ̃

   
)   ̃  [

  

   
 

  

   
]  

  ̃
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Για τον όρο 
   

   
, με βάση τον  ανόνα της αλυσίδας έχουμε: 

   

   
 

   

  ̃

  ̃

   
                                                             

Τονίζεται ότι στις παραπάνω εξισώσεις,  αι συγ ε ριμένα στους όρους που 

εμφανίζεται η δεύτερη παράγωγος, έχει γίνει εναλλαγή των παραγώγων 
 

   
  αι 

 

   
 

με βάση το παρα άτω θεώρημα από τη μαθηματι ή ανάλυση: 

 στω η συνάρτηση         ,    που είναι ορισμένη στην περιοχή    αι ότι   είναι 

εσωτερι ό σημείο του  . Αν οι μερι ές παράγωγοι   ,   ,    ,     υπάρχουν στο   

 αι αν οι      αι     είναι συνεχείς τότε         στο  .  

Υπενθυμίζεται ότι, όταν προσδιοριστεί η τελι ή έ φραση των συνεχών συζυγών 

εξισώσεων, αυτές θα δια ριτοποιηθούν ώστε να γίνει η αριθμητι ή τους επίλυση  αι 

έτσι θα προ ύψουν οι συζυγείς μεταβλητές σε δια ριτά σημεία ( όμβους) του χωρίου 

επίλυσης. Κάποιος εύλογα θα μπορούσε να αναρωτηθεί πώς αποδει νύεται ότι η 

συνέχεια των παραγώγων συνεχίζει να υφίσταται  ατά τη μετάβαση από το συνεχές 

στο δια ριτοποιημένο χωρίο. Δηλαδή, γιατί η συνέχεια των παραγώγων να ισχύει  αι 

στο δια ριτοποιημένο χωρίο; 

Η απάντηση λοιπόν σε μια τέτοια εύλογη απορία είναι ότι, όταν γράφονται οι 

εξισώσεις της ροής, τις συζυγείς εξισώσεις  αι  υρίως όταν παραγωγίζεται η 

επαυξημένη αντι ειμενι ή συνάρτηση     , οι διαδι ασίες αυτές αναφέρονται στο 

συνεχές πεδίο της ροής. Σε αυτό, τα μεγέθη της ροής είναι συνεχή  αι το ίδιο ισχύει 

 αι για τις μερι ές τους παραγώγους. Όταν προσδιοριστεί η τελι ή μορφή των 

συνεχών συζυγών εξισώσεων, αυτές αναφέρονται α όμα στο συνεχές πεδίο, οπότε 

δεν εισάγεται  ανένα μαθηματι ό σφάλμα στη θεωρία που παρουσιάζεται  αι 

συνεπώς η εναλλαγή των παραγώγων μπορεί να πραγματοποιηθεί ορθώς με χρήση 

του προηγούμενου θεωρήματος.  

Τα ανωτέρω παρατίθενται ώστε να γίνει φανερό ένα α όμα πλεονέ τημα που έχει η 

συνεχής συζυγής μέθοδος έναντι της δια ριτής, στην οποία υπενθυμίζεται ότι η προς 

επίλυση συζυγής εξίσωση προ ύπτει από τις δια ριτοποιημένες εξισώσεις της ροής. 
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Αντι αθιστώντας τις εξισώσεις               στην επαυξημένη αντι ειμενι ή 

συνάρτηση        , με αλγεβρι ές πράξεις  αι με χρήση του θεωρήματος       

προ ύπτει η παρα άτω αναλυτι ή έ φραση: 

     

   
 

  

   
 ∫

   

   
{   (

   

   
 

   

   
)  

  

   
  ̃

  ̃ 

    

 
 

   
( ̃  ̃

  

 
        

   
   

)  
 

   

[      (
   

   
 

   

   
)]}    

 ∫
  

   
{ 

   

   
}    

 

 ∫
  ̃

   
{
   

   

   

  ̃
(
   

   
 

   

   
)    

  ̃ 

   
 

 

   

[(  
 ̃

 
)
  ̃ 

   

]
 

 
 

 

  ̃ 

   

  ̃

   
 

    

 

 

   
( ̃ 

  ̃

   
)   ̃        ̃  ̃   ̃}    

 ∫
   

   
{                   ̃  ̃   

 

       (
   

   
 

   

   
)     ̃  ̃

  

 
        

   
   

  }    

 ∫
  

   

{    }   
 

 ∫
  ̃

   
{   

   

  ̃
(
   

   
 

   

   
)     ̃      

 

 
 ̃ 

  ̃

   
  

 

 
    

 
 ̃ 

  ̃

   
   (  

 ̃

 
)
  ̃ 

   
  }    

 ∫ {        [
 

   
(
   

   
)  

 

   
(

   

   
)]   

 

  ̃ (  
 ̃

 
)

 

   
(

  ̃

   
)   }                                                                    

Στην παραπάνω εξίσωση, οι ε φράσεις     αι    ̃ προ ύπτουν με  ατάλληλες πράξεις 

με βάση τα αντίστοιχα μεγέθη στην εξίσωση του μοντέλου τύρβης 

        –          . Η αναλυτι ή έ φραση των μεταβλητών     αι    ̃ αναφέρεται 

στις δημοσιεύσεις      αι     της βιβλιογραφίας. Α όμη, στην παραπάνω εξίσωση 

υπάρχουν δύο ειδών ολο ληρωματι ές ε φράσεις: ολο ληρώματα σε όλο το χωρίο 

 αι σε ολο ληρώματα στα σύνορα του χωρίου. 
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Στη συνέχεια, η παράγωγος της επαυξημένης αντι ειμενι ής συνάρτησης 
     

   
 

 αθίσταται ανεξάρτητη των μεταβολών των ροϊ ών μεγεθών του χωρίου ροής. Για να 

γίνει αυτό, πρέπει να μηδενιστούν οι συντελεστές των όρων 
   

   
, 

  

   
   αι 

  ̃

   
.  τσι, 

προ ύπτουν οι πεδια ές συζυγείς εξισώσεις  αι έχουν την παρα άτω μορφή: 

   (
   

   
 

   

   
)  

  

   
  ̃

  ̃ 

   
 

 

   
( ̃  ̃

  

 
        

   
   

)   

 
 

   

[      (
   

   
 

   

   
)]       ,    , ,                       

   

   
                                                                     

   

   

   

  ̃
(
   

   
 

   

   
)    

  ̃ 

   
 

 

   

[(  
 ̃

 
)
  ̃ 

   

]  
 

 

  ̃ 

   

  ̃

   
  ̃        

  ̃  ̃   ̃  
    

 

 

   
( ̃ 

  ̃

   
)                                             

Η πρώτη εξίσωση         αποτελεί τη συζυγή εξίσωση της ορμής, η δεύτερη         

την συζυγή εξίσωση της συνέχειας, ενώ η τρίτη         την συζυγή εξίσωση του 

μοντέλου τύρβης         –          .  

Οι συζυγείς εξισώσεις, αφού δια ριτοποιηθούν  αι επιλυθούν αριθμητι ά (μαζί με τις 

 ατάλληλες ορια ές συνθή ες) με τη μέθοδο των πεπερασμένων όγ ων, θα 

οδηγήσουν στον προσδιορισμό του πεδίου των συζυγών μεταβλητών    

{  ,  ,  ̃ } . 

Στο σημείο αυτό πρέπει να γίνουν  άποιες σημαντι ές επισημάνσεις. Καταρχάς, 

παρατηρώντας τις συζυγείς εξισώσεις                αι  άνοντας μια σύγ ριση με 

τις εξισώσεις               μαζί με την εξίσωση του μοντέλου τύρβης 

        –           (δηλαδή τις εξισώσεις  ατάστασης), διαπιστώνεται ότι έχουν 

παρόμοια μορφή. Αυτό σημαίνει ότι η αριθμητι ή επίλυση των συζυγών εξισώσεων 

μπορεί να στηριχθεί σε υπολογιστι ά εργαλεία επίλυσης των εξισώσεων  ατάστασης, 

τα οποία ο μηχανι ός έχει ήδη στην  ατοχή του. Υπενθυμίζεται ότι, για να επιλυθούν 

οι συζυγείς εξισώσεις, χρειάζεται να έχουν προηγουμένως επιλυθεί οι εξισώσεις 

 ατάστασης (μαζί με τις αντίστοιχες ορια ές συνθή ες), δηλαδή να έχει 
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προσδιοριστεί το πεδίο της ροής. Κάτι τέτοιο είναι απαραίτητο γιατί, στις συζυγείς 

εξισώσεις, εμφανίζονται τα μεγέθη της ροής (ταχύτητα, πίεση  αι μεταβλητή του 

μοντέλου τύρβης)  αι οι χωρι ές παράγωγοί τους. Συνεπώς, η ομοιότητα των δύο 

τύπων εξισώσεων (συζυγών  αι  ατάστασης) αποτελεί πλεονέ τημα, γιατί, αν οι 

συζυγείς εξισώσεις  αι οι εξισώσεις  ατάστασης δεν είχαν παρόμοια μορφή, ο 

προγραμματιστής θα ήταν αναγ ασμένος να αφιερώσει χρόνο (που τώρα τον 

εξοι ονομεί) για την δια ριτοποίηση των συζυγών εξισώσεων. 

Μια άλλη σημαντι ή παρατήρηση είναι ότι οι συζυγείς εξισώσεις είναι ίδιες τόσο για 

την περίπτωση του προβλήματος εσωτερι ής όσο  αι εξωτερι ής αεροδυναμι ής 

βελτιστοποίησης που μελετώνται εδώ. Αυτό συμβαίνει γιατί, οι δύο αντι ειμενι ές 

συναρτήσεις      αι     αποτελούνται από ολο ληρώματα στο όριο του υπό μελέτη 

προβλήματος. Είναι δηλαδή η φύση του προβλήματος τέτοια ώστε οι απώλειες ολι ής 

πίεσης (για την περίπτωση εσωτερι ής αεροδυναμι ής)  αθώς  αι η άνωση  αι η 

οπισθέλ ουσα αντίστοιχα (για την περίπτωση εξωτερι ής αεροδυναμι ής) να 

αποτελούνται από όρους που ολο ληρώνονται σε σημεία του ορίου του υπό μελέτη 

χωρίου. Συνεπώς, οι όροι που προ ύπτουν από την παράγωγο των αντι ειμενι ών 

συναρτήσεων συνεισφέρουν μόνο στις παραγώγους ευαισθησίας  αι στις αντίστοιχες 

ορια ές συνθή ες του προβλήματος, με τη διαφορά ότι για το πρόβλημα εσωτερι ής 

αεροδυναμι ής, η συνεισφορά της συνάρτησης  όστους βρίσ εται στις ορια ές 

συνθή ες εισόδου  αι εξόδου, ενώ για το πρόβλημα εξωτερι ής αεροδυναμι ής, η 

αντίστοιχη συνεισφορά βρίσ εται στις ορια ές συνθή ες του τοιχώματος του 

σώματος. 

Αντιθέτως, σε περίπτωση που η συνάρτηση  όστους περιλαμβάνει  αι όρους στο 

εσωτερι ό του χωρίου ολο λήρωσης, αυτοί υπεισέρχονται στις παραπάνω εξισώσεις 

με μορφή που εξαρτάται από το είδος των όρων αυτών, δηλαδή από την μαθηματι ή 

έ φρασή τους στα αντίστοιχα ολο ληρώματα του χωρίου.  να παράδειγμα μιας 

τέτοιας περίπτωσης θα μπορούσε να αποτελεί η εύρεση της βέλτιστης λύσης που 

εξασφαλίζει μειωμένη γένεση εντροπίας στη ροή που έπεται μιας αεροτομής. Για να 

επιτευχθεί  άτι τέτοιο, η συνάρτηση  όστους θα έπρεπε να περιέχει το ολο λήρωμα 

με τους αντίστοιχους όρους της τύρβης, με την ολο λήρωση να γίνεται όχι στα όρια 

του χωρίου (όπως στις προηγούμενα αναφερθείσες περιπτώσεις), αλλά σε όλο το 

χωρίο  του υπό μελέτη προβλήματος. 
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 χοντας πλέον  αταστήσει την παράγωγο της επαυξημένης αντι ειμενι ής 

συνάρτησης 
     

   
 ανεξάρτητη των μεταβολών των ροϊ ών μεγεθών στο χωρίο ροής, 

η έ φραση της εξίσωσης         απο τά μια πιο βολι ή μορφή ως εξής: 
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Καθιστώντας την παραπάνω εξίσωση ανεξάρτητη των μεταβολών των μεταβλητών 

ροής στο όριο της ολο λήρωσης, θα προ ύψουν οι ορια ές συνθή ες του συνεχούς 

συζυγούς προβλήματος  αι οι αντίστοιχες παράγωγοι ευαισθησίας. 

Ανάλογα με την περίπτωση που εξετάζουμε (εσωτερι ή ή εξωτερι ή αεροδυναμι ή), 

θα προ ύψουν διαφορετι ές ορια ές συνθή ες  αι παράγωγοι ευαισθησίας. Για το 

λόγο αυτό, δεν θα προχωρήσουμε στην εύρεση των παραπάνω σε αυτό το  εφάλαιο. 

Τα  εφάλαια που α ολουθούν αναφέρονται ξεχωριστά σε εσωτερι ή  αι εξωτερι ή 

αεροδυναμι ή. Η εύρεση των παραγώγων ευαισθησίας  αι των ορια ών συνθη ών θα 

γίνει στα αντίστοιχα  εφάλαια, ώστε ο αναγνώστης να έχει μια οργανωμένη  αι 

γενι ή προσέγγιση των αντίστοιχων προβλημάτων. 
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§     : Μεταβλητές σχεδιασμού και μοντελοποίηση του     

 

Μέχρι στιγμής, όλα όσα έχουν γραφεί για τις εξισώσεις  ατάστασης, τις συζυγείς 

εξισώσεις  αι τις συναρτήσεις  όστους αποτελούν γενι ές ε φράσεις, οι οποίες 

μπορούν να χρησιμοποιηθούν για οποιεσδήποτε μεταβλητές σχεδιασμού   . Ωστόσο, 

προτού προσδιοριστούν οι ορια ές συνθή ες του συζυγούς προβλήματος  αι οι 

αντίστοιχες παράγωγοι ευαισθησίας, πρέπει να γίνει αναφορά στις μεταβλητές 

σχεδιασμού του προβλήματος,  αθώς  αι στην αντίστοιχη μοντελοποίηση του    . 

Για τη μοντελοποίηση αυτή, αξίζει να αναφερθεί ότι θα πραγματοποιηθεί με δύο 

διαφορετι ούς τρόπους, ο οποίοι θα παρουσιασθούν στη συνέχεια. 

 στω ότι επιθυμείται ο έλεγχος της ροής που διαρρέει τα τοιχώματα ενός σώματος. 

Για τον έλεγχο της ροής με έγχυση ή αναρρόφηση ρευστού υποτίθεται ότι 

«αφαιρείται» ένα  ομμάτι του τοιχώματος (    ) του σώματος  αι μέσω αυτού 

διέρχεται το ρευστό. Υπενθυμίζεται ότι,  ατά τη δια ριτοποίηση του προβλήματος, 

το      αποτελείται από      όμβους (     )  αι αντίστοιχα   μέτωπα (     ), 

όπως φαίνεται στο Σχήμα      , στο οποίο παρουσιάζεται ένα παράδειγμα τμήματος 

ενός τοιχώματος με      αποτελούμενο από   μέτωπα (   όμβοι). Με βάση το ίδιο 

σχήμα, οι μεταβλητές σχεδιασμού του προβλήματος ελέγχου της ροής είναι οι 

ταχύτητες του ρευστού σε  άθε μέτωπο του     . 

Στο Σχήμα      , με δια ε ομμένη γραμμή συμβολίζεται το τοίχωμα, ενώ με συνεχή 

το     . Οι μεταβλητές σχεδιασμού του προβλήματος είναι οι ταχύτητες    
 , όπου: 

    , ,  οι συνιστώσες της ταχύτητας του αγωγού στις τρεις διαστάσεις 

επάνω στο τοίχωμα του αγωγού 

    , ,   αριθμός των μετώπων (     ) του τοιχώματος του αγωγού.  

 Το σύμβολο   δηλώνει ότι οι ταχύτητες του τοιχώματος αποτελούν 

μεταβλητές σχεδιασμού του προβλήματος, για αντιδιαστολή με την ταχύτητα 

στα όρια του χωρίου. 

Ωστόσο, είναι προφανές ότι, εάν επιλεγούν ως μεταβλητές σχεδιασμού τις ταχύτητες 

σε  άθε μέτωπο του     , στο πρόβλημα βελτιστοποίησης εισάγονται αρ ετές 

μεταβλητές σχεδιασμού, οι οποίες δυσ ολεύουν τη σύγ λιση του αλγορίθμου 

(δηλαδή απαιτούνται αρ ετοί  ύ λοι βελτιστοποίησης μέχρι τη σύγ λιση  αι εύρεση 
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Σχήμα 𝟐 𝟓 𝟏 : Παράδειγμα μεταβλητών σχεδιασμού του προβλήματος 

ελέγχου της ροής για 𝒔𝒍𝒐𝒕 αποτελούμενο από 𝟓 μέτωπα (𝟔 κόμβοι).

της βέλτιστης λύσης), αν  αι δεν θα έ ανε πιο α ριβό υπολογιστι ά την επίλυση του 

συζυγούς προβλήματος,  αθώς αυτό είναι ανεξάρτητο των μεταβλητών σχεδιασμού. 

Επιπλέον, ένα άλλο πρόβλημα που υπεισέρχεται είναι ότι,  ατά μή ος του      

ενδέχεται η βέλτιστη λύση να οδηγεί σε  ατανομή ταχύτητας του    , το οποίο να 

παρουσιάζει μεγάλη ανομοιομορφία, χωρίς να ανταπο ρίνεται σε φυσι ή λύση του 

προβλήματος.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Για τους δύο παραπάνω λόγους, θα πρέπει να γίνει μοντελοποίηση του     με τέτοιο 

τρόπο ώστε, αφενός να εξασφαλίζεται μι ρός αριθμός μεταβλητών σχεδιασμού, 

αφετέρου η  ατανομή της ταχύτητας του     να είναι ομοιόμορφη. 

Τοίχωμα

Τοίχωμα

𝑆𝑙𝑜𝑡

𝑽𝝁 𝟏
𝒃  

𝑽𝝁 𝟐
𝒃  

𝑽𝝁 𝟑
𝒃  

𝑽𝝁 𝟒
𝒃  

𝑽𝝁 𝟓
𝒃  

𝟏

𝟐

𝟒

𝟓

𝟔

𝟑
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 να βολι ός τρόπος που δίνει λύση  αι στα δύο παραπάνω προβλήματα είναι η 

θεώρηση ότι η  ατανομή του     στο      είναι παραβολι ής μορφής. Μια τέτοια 

υπόθεση δεν διαφέρει παρά πολύ από την πραγματι ότητα, εάν ληφθεί υπόψη ότι η 

έγχυση ή η αναρρόφηση του ρευστού θα γίνεται με  άποιο σωλήνα ο οποίος θα 

αφαιρεί ή θα προσθέτει ρευστό στη διερχόμενη ροή. Από όσα είναι γνωστά από την 

Μηχανι ή των Ρευστών, για ασυμπίεστη, στρωτή  αι μόνιμη ροή εντός αγωγών 

 υ λι ής διατομής, η  ατανομή της ταχύτητας είναι παραβολι ή (εννοείται ότι ο 

αγωγός είναι ευθύς). Για το δεύτερο ζητούμενο, υπάρχουν δύο ειδών λύσεις: 

 

 Μοντελοποίηση της παραβολι ής  ατανομής ταχύτητας του     με μια μεταβλητή 

σχεδιασμού: 

Σε αυτήν την περίπτωση, η  ατανομή του     επάνω στο      δίνεται από το 

παρα άτω πολυώνυμο: 

  
     (    )                                                            

όπου :   
  : το μέτρο της ταχύτητας επάνω σε  άθε μέτωπο του      

   : η μοναδι ή μεταβλητή σχεδιασμού 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

   : η τοπι ή αδιάστατη απόσταση του  έντρου του  άθε μετώπου   από τον 

πρώτο  όμβο που ορίζει το     , με βάση το σχήμα       (      )  αι τη σχέση: 

𝑠𝑛𝑜𝑑𝑒     𝑠𝑛𝑜𝑑𝑒 𝑁+    

Κατανομή 

του 𝑗𝑒𝑡 

𝜇 

𝑑𝜇  

𝜇    

𝑑𝑖  

Σχήμα 𝟐 𝟓 𝟐 : Παράδειγμα παραβολικής κατανομής της ταχύτητας στο 

𝒔𝒍𝒐𝒕 με τη χρήση μιας μεταβλητής σχεδιασμού

𝑑𝑠𝑙𝑜𝑡  
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∑   

   
    

  

 
     

                                                            

Στο λογισμι ό         , τα μεγέθη της ροής ( αι συνεπώς  αι η ταχύτητα) 

ε φράζονται στο μέσο των  ελιών του πλέγματος (             )  αι όχι επάνω 

στους  όμβους του πλέγματος (             ). Για το λόγο αυτό, η ταχύτητα   
  

είναι η ταχύτητα με μέτρο που δίνεται από την σχέση          αι με διεύθυνση 

 άθετη στο μέσο του αντίστοιχου μετώπου του     . Αυτό υλοποιείται υπολογιστι ά 

χρησιμοποιώντας την ορια ή συνθή η                         του 

        , η οποία λαμβάνει το μέτρο της ταχύτητας   
  σε  άθε μέτωπο με βάση 

τη σχέση          αι, ανάλογα με το πρόσημο της ταχύτητας (δηλαδή ανάλογα με το 

πρόσημο της μεταβλητής σχεδιασμού  ), η ταχύτητα σε  άθε μέτωπο του      ( αι, 

συνεπώς,  αι το παραβολι ό προφίλ του    ) ορίζεται με ίδια ή αντίθετη διεύθυνση 

σε σχέση με τη διεύθυνση του  αθέτου μοναδιαίου διανύσματος επάνω στο μέτωπο 

του      (υπενθυμίζεται ότι το  άθετο μοναδιαίο διάνυσμα έχει φορά από το μέτωπο 

του       αι προς τα έξω). Κάτι τέτοιο είναι πολύ σημαντι ό γιατί, θετι ή τιμή της 

μεταβλητής σχεδιασμού   προ αλεί αναρρόφηση ρευστού ενώ αρνητι ή τιμή 

προ αλεί έγχυση ρευστού. 

Τέλος, η σχέση         έχει διαμορφωθεί με τέτοιο τρόπο ώστε στο μέσο του 

διαστήματος του      να εμφανίζεται η μέγιστη τιμή της ταχύτητας (μηδενι ή 

παράγωγος της ταχύτητας το μέσο του     ), ενώ στον πρώτο  αι τον τελευταίο 

 όμβο που ορίζουν το     , η ταχύτητα να είναι μηδενι ή. Ωστόσο, ταχύτητα στο 

πρώτο  αι στο τελευταίο μέτωπο του      υπάρχει  αι ορίζεται από τη σχέση         

με βάση την απόσταση   . 

 

 Μοντελοποίηση της παραβολι ής  ατανομής ταχύτητας του     με δύο 

μεταβλητές σχεδιασμού. 

Η περίπτωση αυτή είναι περισσότερο γενι ή της προηγούμενης  αθώς, ε τός από το 

μέτρο της ταχύτητας σε  άθε μέτωπο του     , μπορεί να εισαχθεί ως μεταβλητή 

σχεδιασμού  αι η γωνία που  αθορίζει τη διεύθυνση του παραβολι ού προφίλ της 

ταχύτητας. 
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Οι  αρτεσιανές συνιστώσες της ταχύτητας του     δίνονται από τις παρα άτω 

σχέσεις: 

  , 
     (    )                                                            

  , 
     (    )                                                             

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

όπου :   , 
  : το διάνυσμα της ταχύτητας επάνω σε  άθε μέτωπο του       ατά την   

 ατεύθυνση 

𝜃 

1
ος

  όμβος του 𝑠𝑙𝑜𝑡 

N
ος

  όμβος του 𝑠𝑙𝑜𝑡 

𝑠𝑙𝑜𝑡 

μέσο του μετώπου 

Κατανομή 𝑗𝑒𝑡 

𝜑 

Σχήμα 𝟐 𝟓 𝟑 : Παράδειγμα παραβολικής κατανομής της ταχύτητας στο 

𝒔𝒍𝒐𝒕 με τη χρήση δύο μεταβλητών σχεδιασμού

𝜀  

𝜀𝜇  

𝜺𝟏 ⊥ 𝜺𝝁  

 

Διάνυσμα ταχύτητας 

𝑥 

𝑦 
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  , 
  : το διάνυσμα της ταχύτητας επάνω σε  άθε μέτωπο του       ατά την   

 ατεύθυνση 

   : η μεταβλητή σχεδιασμού που  αθορίζει το μέτρο των διανυσμάτων 

  : η μεταβλητή σχεδιασμού που  αθορίζει τη διεύθυνση του διανύσματος της 

ταχύτητας 

  : γωνία που ορίζει την  λίση του     , με βάση το Σχήμα       

   : η τοπι ή αδιάστατη απόσταση του  έντρου του  άθε μετώπου   από τον 

πρώτο  όμβο που ορίζει το     , με βάσει όσα ειπώθη αν  αι για την περίπτωση μιας 

μεταβλητής σχεδιασμού. 

 

 

 

§     : Οριακές συνθήκες συζυγούς προβλήματος και παράγωγοι 

ευαισθησίας για το πρόβλημα εσωτερικής αεροδυναμικής 

 

 

 χοντας προσδιορίσει τις συνεχείς συζυγείς εξισώσεις, το επόμενο βήμα για την 

επίλυσή τους είναι ο προσδιορισμός των αντίστοιχων ορια ών συνθη ών. Όπως έχει 

ήδη αναφερθεί σε προηγούμενη ενότητα, η εύρεση των ορια ών συνθη ών του 

συζυγούς προβλήματος,  αθώς  αι των αντίστοιχων παραγώγων ευαισθησίας γίνεται 

 αθιστώντας την εξίσωση         ανεξάρτητη των μεταβολών των ροϊ ών μεγεθών 

του συνόρου ολο λήρωσης. 

Για το πρόβλημα εσωτερι ής αεροδυναμι ής, η εξίσωση από την οποία θα 

προ ύψουν οι ορια ές συνθή ες του συζυγούς προβλήματος επαναλαμβάνεται 

παρα άτω για την γενι ή περίπτωση όπου η ροή είναι τυρβώδης  αι γίνεται χρήση 

του μοντέλου τύρβης                 : 
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όπου : 

              

Στην παραπάνω σχέση, μετά από υπολογιστι ή διερεύνηση, βρέθη ε ότι ο όρος 

 

   
(

   

    
 ) είναι πολύ μι ρός  αι ουσιαστι ά δεν συνεισφέρει στην παράγωγο 

ευαισθησίας. Για το λόγο αυτό απαλείφεται στην πορεία της διαδι ασίας που 

α ολουθεί. 

Σε προηγούμενο  εφάλαιο έχουμε δείξει ότι το διαφορι ό της συνάρτησης  όστους 

του προβλήματος δίνεται από τη σχέση: 
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όπου τα αντίστοιχα ολο ληρώματα ορίζονται σε είσοδο, έξοδο  αι στο     .  

Υπενθυμίζεται ότι οι εξισώσεις που προ ύπτουν είναι γενι ές  αι αναφέρονται σε 

τυρβώδη ροή. Για την περίπτωση στρωτής ροής, αρ εί στις τελι ές ε φράσεις των 
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ορια ών συνθη ών  αι των παραγώγων ευαισθησίας που θα προ ύψουν να 

μηδενιστούν οι όροι  ̃  αι   . 

 

 Οριακές συνθήκες συζυγούς προβλήματος στην είσοδο 

Με χρήση των εξισώσεων          αι        , προ ύπτει η παρα άτω έ φραση: 
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 ∫
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Με βάση τις ορια ές συνθή ες των εξισώσεων  ατάστασης για την ταχύτητα, τη 

στατι ή πίεση  αι τη μεταβλητή του μοντέλου τύρβης, ισχύει: 

    συνθ.           ⇒         ⇒
   

    
    

   συνθ.         ⇒
  

   
    ⇒

 

    
 (

  

   
  )   ⇒

 

   
(

  

    
 )      

 ̃   συνθ.           ⇒  ̃       ⇒
  ̃

    
    

Με βάση τα παραπάνω, η εξίσωση         γίνεται: 

     

    
 

|
 

 ∫
  

    
 

{      }    
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Για να προ ύψουν οι ορια ές συνθή ες εισόδου του συζυγούς προβλήματος, η 

έ φραση          αθίσταται ανεξάρτητη των μεταβολών των ροϊ ών μεγεθών στο 

σύνορο εισόδου. Για να γίνει αυτό τίθεται: 

        ⇒        ⇒           ⇒             , ,  

Τέλος, για τη συζυγή στατι ή πίεση  αι τη συζυγή μεταβλητή του μοντέλου τύρβης 

τίθεται: 

  

   
     

 ̃    

 

 Οριακές συνθήκες συζυγούς προβλήματος στην έξοδο 

Με χρήση των εξισώσεων          αι        , προ ύπτει η παρα άτω έ φραση: 
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 ∫
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 ∫
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Με βάση τις ορια ές συνθή ες των εξισώσεων  ατάστασης για την ταχύτητα, τη 

στατι ή πίεση  αι τη μεταβλητή του μοντέλου τύρβης ισχύει: 

   συνθ.         ⇒
   

   
    ⇒

 

    
 (

   

   
  )   ⇒

 

   
(

   

    
 )     
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   συνθ.           ⇒        ⇒
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Με βάση τα παραπάνω, η εξίσωση         γίνεται: 
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Για να προ ύψουν οι ορια ές συνθή ες εξόδου του συζυγούς προβλήματος, η 

έ φραση          αθίσταται ανεξάρτητη των μεταβολών των ροϊ ών μεγεθών του 

ορίου της εξόδου. Για να γίνει αυτό τίθεται: 

                           ̃  ̃          (
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       ,    , ,  

   

   

  ̃
(
   

   
 

   

   
)     ̃      (  

 ̃

 
)
  ̃ 

   
     

 

 Οριακές συνθήκες συζυγούς προβλήματος στο τοίχωμα 

Με χρήση των εξισώσεων          αι        , προ ύπτει η παρα άτω έ φραση: 

     

    
 

|
 

 ∫
   

    
 {                   ̃  ̃          (

   

   
 

   

   
)   

  

  ̃  ̃
  

 
        

   
   

  }      ∫
  

    
 

{    }    
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 ∫
  ̃

    
 {   

   

  ̃
(
   

   
 

   

   
)     ̃      

 

 
 ̃ 

  ̃

   
   

    

 
 ̃ 

  ̃

   
  

  

 (  
 ̃

 
)
  ̃ 

   
  }     

 ∫ {        
 

   
(

   

    
 )  

  

  ̃ (  
 ̃

 
)

 

   
(

  ̃

    
 )   }                                                                  

Με βάση τις ορια ές συνθή ες των εξισώσεων  ατάστασης για την ταχύτητα, τη 

στατι ή πίεση  αι τη μεταβλητή του μοντέλου τύρβης ισχύει: 

    συνθ.           ⇒         ⇒
   

    
    

γιατί η ταχύτητα στο τοίχωμα αποτελεί μεταβλητή σχεδιασμού του προβλήματος. 

Α όμη: 

   συνθ.         ⇒
  

   
    ⇒

 

    
 (

  

   
  )   ⇒

 

   
(

  

    
 )      

 ̃   συνθ.           ⇒  ̃       ⇒
  ̃

    
    

Με βάση τα παραπάνω, η εξίσωση         γίνεται: 

     

    
 

|
 

 ∫ {                   ̃  ̃          (
   

   
 

   

   
)   

  

  ̃  ̃
  

 
        

   
   

  }      ∫
  

    
 

{    }    
  

                          

Για να προ ύψουν οι ορια ές συνθή ες του συζυγούς προβλήματος στο τοίχωμα, η 

έ φραση          αθίσταται ανεξάρτητη των μεταβολών των ροϊ ών μεγεθών του 

τοιχώματος. Για να γίνει αυτό τίθεται: 

      ⇒         ⇒              , ,  

Τέλος, για τη συζυγή στατι ή πίεση  αι την συζυγή μεταβλητή του μοντέλου τύρβης 

τίθεται: 
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 ̃    

Με βάση τα παραπάνω, οι παράγωγοι ευαισθησίας στο τοίχωμα θα δίνονται από την 

σχέση: 

     

    
 

|
 

 ∫ {           (
   

   
 

   

   
)   }     

  

,      , ,                  

Αντίστοιχα, για  άθε μέτωπο   του τοιχώματος, η αντίστοιχη παράγωγος 

ευαισθησίας θα είναι: 

     

     
 

|
 , 

 [           (
   

   
 

   

   
)   ]|

 

                                            

χωρίς άθροιση στο δεί τη  . 

 

 Οριακές συνθήκες συζυγούς προβλήματος στo      

Με χρήση των εξισώσεων          αι        , προ ύπτει η παρα άτω έ φραση: 

     

    
 

|
 

 ∫
   

    
 {                           ̃  ̃   

  

       (
   

   
 

   

   
)     ̃  ̃

  

 
        

   
   

  }     

 ∫
  

    
 

{    }    
  

 ∫
  ̃

    
 {   

   

  ̃
(
   

   
 

   

   
)     ̃      

 

 
 ̃ 

  ̃

   
  

  

 
    

 
 ̃ 

  ̃

   
   (  

 ̃

 
)
  ̃ 

   
  }     

 ∫ {        
 

   
(

   

    
 )  

  

  ̃ (  
 ̃

 
)

 

   
(

  ̃

    
 )   }                                                                  
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Με βάση τις ορια ές συνθή ες των εξισώσεων  ατάστασης για την ταχύτητα, τη 

στατι ή πίεση  αι τη μεταβλητή του μοντέλου τύρβης ισχύει: 

    συνθ.           ⇒         ⇒
   

    
    

γιατί η ταχύτητα στο      αποτελεί μεταβλητή σχεδιασμού του προβλήματος. 

Α όμη: 

   συνθ.         ⇒
  

   
    ⇒

 

    
 (

  

   
  )   ⇒

 

   
(

  

    
 )      

 ̃   συνθ.         ⇒
  ̃

   
    ⇒

 

    
 (

  ̃

   
  )   ⇒

 

   
(

  ̃

    
 )     

Με βάση τα παραπάνω, η εξίσωση          γίνεται: 

     

    
 

|
 

 ∫ {                           ̃  ̃   
  

       (
   

   
 

   

   
)     ̃  ̃

  

 
        

   
   

  }     

 ∫
  

    
 

{    }    
  

 ∫
  ̃

    
 {   

   

  ̃
(
   

   
 

   

   
)     ̃     

  

 (  
 ̃

 
)
  ̃ 

   
  }                                                                                    

Για να προ ύψουν οι ορια ές συνθή ες του συζυγούς προβλήματος στο     , η 

έ φραση           αθίσταται ανεξάρτητη των μεταβολών των ροϊ ών μεγεθών του 

    . Για να γίνει αυτό τίθεται: 

      ⇒         ⇒             , ,  

 ̃      (  
 ̃

 
)
  ̃ 

   
     

Τέλος, για τη συζυγή στατι ή πίεση τίθεται: 
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Με βάση τα παραπάνω, οι παράγωγοι ευαισθησίας στο      θα δίνονται από την 

σχέση: 

     

    
 

|
 

 ∫ {                  (
   

   
 

   

   
)   }     

  

,    , ,           

Αντίστοιχα, για  άθε μέτωπο   του     , η αντίστοιχη παράγωγος ευαισθησίας θα 

είναι: 

     

     
 

|
 , 

 [                  (
   

   
 

   

   
)   ]|

 

                            

χωρίς άθροιση στο δεί τη  . 

 

 

§     : Οριακές συνθήκες συζυγούς προβλήματος και παράγωγοι 

ευαισθησίας για το πρόβλημα εξωτερικής αεροδυναμικής 

 

 

Για το πρόβλημα εσωτερι ής αεροδυναμι ής, η εξίσωση από την οποία θα 

προ ύψουν οι ορια ές συνθή ες του συζυγούς προβλήματος επαναλαμβάνεται 

παρα άτω για τη γενι ή περίπτωση όπου η ροή είναι τυρβώδης  αι γίνεται χρήση του 

μοντέλου τύρβης                 : 

     

    
  

    

    
  ∫

   

    
 {                   ̃  ̃   

 

       (
   

   
 

   

   
)     ̃  ̃

  

 
        

   
   

  }    

 ∫
  

    
 

{    }   
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 ∫
  ̃

    
 {   

   

  ̃
(
   

   
 

   

   
)     ̃      

 

 
 ̃ 

  ̃

   
   

    

 
 ̃ 

  ̃

   
  

 

 (  
 ̃

 
)
  ̃ 

   
  }    

 ∫ {        [
 

   
(

   

    
 )  

 

   
(

   

    
 )]  

 

  ̃ (  
 ̃

 
)

 

   
(

  ̃

    
 )  }                                                                   

όπου : 

              

Όπως  αι στο προηγούμενο εδάφιο, ο όρος 
 

   
(

   

    
 ) αγνοείται στην πορεία της 

διαδι ασίας που α ολουθεί. 

Σε προηγούμενο  εφάλαιο αποδείχτη ε ότι το διαφορι ό της συνάρτησης  όστους 

του προβλήματος δίνεται από τη σχέση: 

    

    
   ∫ { 

   

    
 (

   

   
 

   

   
)         [

 

   
(

   

    
 )  

 

   
(

   

    
 )]   

  

 

 
  

    
   }      ⇒   

    

    
 

  ∫ { 
   

    
 

(
   

   

 
   

   

)         
 

   

(
   

    
 
)    

  

    
 

  }    

  

          

 

 Οριακές συνθήκες συζυγούς προβλήματος στην είσοδο 

Με χρήση των εξισώσεων          αι        , προ ύπτει η παρα άτω έ φραση: 

     

    
 

|
 

 ∫
   

    
 {                   ̃  ̃          (

   

   
 

   

   
)   

  

  ̃  ̃
  

 
        

   
   

  }      ∫
  

    
 

{    }    
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  ̃
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)     ̃      

 

 
 ̃ 

  ̃

   
   

    

 
 ̃ 

  ̃
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)
  ̃ 

   
  }     

 ∫ {        
 

   
(

   

    
 )   

  

  ̃ (  
 ̃
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(

  ̃

    
 )  }                                                                   

Με βάση τις ορια ές συνθή ες των εξισώσεων  ατάστασης για την ταχύτητα, τη 

στατι ή πίεση  αι τη μεταβλητή του μοντέλου τύρβης, ισχύει: 

    συνθ.           ⇒         ⇒
   

    
    

   συνθ.         ⇒
  

   
    ⇒

 

    
 (

  

   
  )   ⇒

 

   
(

  

    
 )      

 ̃   συνθ.           ⇒  ̃       ⇒
  ̃

    
    

Με βάση τα παραπάνω, η εξίσωση         γίνεται: 

     

    
 

|
 

 ∫
  

    
 

{    }    
  

                                                 

Για να προ ύψουν οι ορια ές συνθή ες εισόδου του συζυγούς προβλήματος, η 

έ φραση          αθίσταται ανεξάρτητη των μεταβολών των ροϊ ών μεγεθών στο 

σύνορο εισόδου. Για να γίνει αυτό τίθεται: 

      ⇒         ⇒           , ,  

Τέλος, για τη συζυγή στατι ή πίεση  αι την συζυγή μεταβλητή του μοντέλου τύρβης 

τίθεται: 

  

   
     

 ̃    
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 Οριακές συνθήκες συζυγούς προβλήματος στην έξοδο 

Με χρήση των εξισώσεων          αι        , προ ύπτει η παρα άτω έ φραση: 

     

    
 

|
 

 ∫
   

    
 {                   ̃  ̃          (

   

   
 

   

   
)   

  

  ̃  ̃
  

 
        

   
   

  }      ∫
  

    
 

{    }    
  

 ∫
  ̃

    
 {   

   

  ̃
(
   

   
 

   

   
)     ̃      

 

 
 ̃ 

  ̃

   
  

  

 
    

 
 ̃ 

  ̃

   
   (  

 ̃

 
)
  ̃ 

   
  }     

 ∫ {        
 

   
(

   

    
 )   

  

  ̃ (  
 ̃

 
)

 

   
(

  ̃

    
 )  }                                                                  

Με βάση τις ορια ές συνθή ες των εξισώσεων  ατάστασης για την ταχύτητα, την 

 ινηματι ή στατι ή πίεση  αι τη μεταβλητή του μοντέλου τύρβης ισχύει: 

   συνθ.         ⇒
   

   
    ⇒

 

    
 (

   

   
  )   ⇒

 

   
(

   

    
 )     

   συνθ.         ⇒
  

   
    ⇒

 

    
 (

  

   
  )   ⇒

 

   
(

  

    
 )      

 ̃   συνθ.         ⇒
  ̃

   
    ⇒

 

    
 (

  ̃

   
  )   ⇒

 

   
(

  ̃

    
 )     

Με βάση τα παραπάνω, η εξίσωση         γίνεται: 

     

    
 

|
 

 ∫
   

    
 {                   ̃  ̃          (

   

   
 

   

   
)   

  

  ̃  ̃
  

 
        

   
   

  }      ∫
  

    
 

{    }    
  

 

 ∫
  ̃

    
 {   

   

  ̃
(
   

   
 

   

   
)     ̃      (  

 ̃

 
)
  ̃ 

   
  }     
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Για να προ ύψουν οι ορια ές συνθή ες εξόδου του συζυγούς προβλήματος, η 

έ φραση          αθίσταται ανεξάρτητη των μεταβολών των ροϊ ών μεγεθών του 

συνόρου εξόδου. Για να γίνει αυτό τίθεται: 

      ⇒         ⇒           , ,  

      ̃  ̃          (
   

   
 

   

   
)     ̃  ̃

  

 
        

   
   

    ⇒ 

   ̃  ̃          (
   

   
 

   

   
)       ̃  ̃

  

 
        

   
   

     

   

   

  ̃
(
   

   
 

   

   
)     ̃      (  

 ̃

 
)
  ̃ 

   
     

 

 Οριακές συνθήκες συζυγούς προβλήματος στο τοίχωμα 

Με χρήση των εξισώσεων          αι        , προ ύπτει η παρα άτω έ φραση: 

     

    
 

|
 

 ∫
   

    
 {                   ̃  ̃          (

   

   
 

   

   
)   

  

  ̃  ̃
  

 
        

   
   

  }      ∫
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 ∫
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 ̃
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(

  ̃

    
 )   
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)          

 

   
(

   

    
 )   }                     

Με βάση τις ορια ές συνθή ες των εξισώσεων  ατάστασης για την ταχύτητα, τη 

στατι ή πίεση  αι τη μεταβλητή του μοντέλου τύρβης ισχύει: 

    συνθ.           ⇒         ⇒
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γιατί η ταχύτητα στο τοίχωμα αποτελεί μεταβλητή σχεδιασμού του προβλήματος. 

Α όμη: 

   συνθ.         ⇒
  

   
    ⇒

 

    
 (

  

   
  )   ⇒

 

   
(

  

    
 )      

 ̃   συνθ.           ⇒  ̃       ⇒
  ̃

    
    

    συνθ.           ⇒         ⇒
   

    
    

Με βάση τα παραπάνω, η εξίσωση         γίνεται: 

     

    
 

|
 

 ∫ {                   ̃  ̃          (
   

   
 

   

   
)   

  

  ̃  ̃
  

 
        

   
   

  }      ∫
  

    
 

{        }    
  

 ∫
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  ̃
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)     ̃      

 

 
 ̃ 

  ̃
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 ̃

 
)
  ̃ 
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 ∫ {        
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 )    ̃ (  

 ̃
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(

  ̃

    
 )   

  

  
   

    
 (

   

   
 

   

   
)          

 

   
(

   

    
 )   }                     

Για να προ ύψουν οι ορια ές συνθή ες στο τοίχωμα του συζυγούς προβλήματος, η 

έ φραση          αθίσταται ανεξάρτητη των μεταβολών των ροϊ ών μεγεθών του 

τοιχώματος.  

Για να γίνει αυτό τίθεται: 

          ⇒              ⇒      ⇒        
             , ,  

Τέλος, για τη συζυγή στατι ή πίεση  αι τη συζυγή μεταβλητή του μοντέλου τύρβης 

τίθεται: 
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 ̃    

Με βάση τα παραπάνω, οι παράγωγοι ευαισθησίας στο τοίχωμα θα δίνονται από την 

σχέση: 

     

    
 

|
 

 ∫ {           (
   

   
 

   

   
)   }     

  

,    , ,                   

Αντίστοιχα, για  άθε μέτωπο   του τοιχώματος, η αντίστοιχη παράγωγος 

ευαισθησίας θα είναι: 

     

     
 

|
 , 

 [           (
   

   
 

   

   
)   ]|

 

                                          

χωρίς άθροιση στο δεί τη  . 

 

 Οριακές συνθήκες συζυγούς προβλήματος στo      

Με χρήση των εξισώσεων          αι        , προ ύπτει η παρα άτω έ φραση: 

     

    
 

|
 

 ∫
   

    
 {                   ̃  ̃          (

   

   
 

   

   
)   

  

  ̃  ̃
  

 
        

   
   

  }      ∫
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 ∫
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  }      

 ∫ {        
 

   
(

   

    
 )    ̃ (  

 ̃

 
)

 

   
(

  ̃

    
 )   }     

  

              

Με βάση τις ορια ές συνθή ες των εξισώσεων  ατάστασης για την ταχύτητα, τη 

στατι ή πίεση  αι τη μεταβλητή του μοντέλου τύρβης ισχύει: 

    συνθ.           ⇒         ⇒
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γιατί η ταχύτητα στο      αποτελεί μεταβλητή σχεδιασμού του προβλήματος. 

Α όμη: 

   συνθ.         ⇒
  

   
    ⇒

 

    
 (

  

   
  )   ⇒

 

   
(

  

    
 )      

 ̃   συνθ.         ⇒
  ̃

   
    ⇒

 

    
 (

  ̃

   
  )   ⇒

 

   
(

  ̃

    
 )     

Με βάση τα παραπάνω, η εξίσωση          γίνεται: 

     

    
 

|
 

 ∫ {                   ̃  ̃          (
   

   
 

   

   
)   

  

  ̃  ̃
  

 
        

   
   

  }      ∫
  

    
 

{    }    
  

 ∫
  ̃
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  ̃
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)     ̃      (  
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)
  ̃ 

   
  }     

  

  

 ∫ {        
 

   
(

   

    
 )    ̃ (  

 ̃

 
)

 

   
(

  ̃

    
 )   }     

  

              

Για να προ ύψουν οι ορια ές συνθή ες του συζυγούς προβλήματος στο     , η 

έ φραση           αθίσταται ανεξάρτητη των μεταβολών των ροϊ ών μεγεθών του 

    . Για να γίνει αυτό τίθεται: 

      ⇒         ⇒           , ,  

Τέλος, για τη συζυγή στατι ή πίεση  αι τη συζυγή μεταβλητή του μοντέλου τύρβης 

τίθεται: 

  

   
     

 ̃      (  
 ̃

 
)
  ̃ 

   
     

Με βάση τα παραπάνω, οι παράγωγοι ευαισθησίας στο      θα δίνονται από την 

σχέση: 
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|
 

 ∫ {      ̃  ̃          (
   

   
 

   

   
)   

  

  ̃  ̃
  

 
        

   
   

  }         ,       , ,                                           

Αντίστοιχα, για  άθε μέτωπο   του     , η αντίστοιχη παράγωγος ευαισθησίας θα 

είναι: 

     

     
 

|
 , 

 [      ̃  ̃          (
   

   
 

   

   
)   

  ̃  ̃
  

 
        

   
   

  ]|
 

                                                                      

χωρίς άθροιση στο δεί τη  . 

 

 

§     : Παράγωγοι ως προς τις μεταβλητές μοντελοποίησης του     

 

 

Στα προηγούμενα εδάφια παρουσιάστη ε ο αναλυτι ός προσδιορισμός των 

παραγώγων ευαισθησίας της επαυξημένης αντι ειμενι ής συνάρτησης ως προς τις 

ταχύτητες σε  άθε μέτωπο του     , 
     

    
 . Ωστόσο, με βάση τα όσα αναφέρθη αν 

στο εδάφιο §    , οι μεταβλητές σχεδιασμού στο πρόβλημα βελτιστοποίησης του 

ελέγχου της ροής δεν είναι οι ταχύτητες σε  άθε μέτωπο του     , αλλά η μεταβλητή 

σχεδιασμού   για την περίπτωση μοντελοποίησης της  ατανομής ταχύτητας του     

με μια μεταβλητή σχεδιασμού  αι οι μεταβλητές σχεδιασμού    αι   για την 

περίπτωση μοντελοποίησης της  ατανομής ταχύτητας του     με δύο μεταβλητές 

σχεδιασμού. 

Για την εύρεση της βέλτιστης  ατανομής της ταχύτητας του    , πρέπει να εισαχθεί 

ένας βρόχος βελτιστοποίησης στον οποίο, σε  άθε  ύ λο βελτιστοποίησης, οι τιμές 

των μεταβλητών σχεδιασμού πρέπει να ανανεώνονται. Η ανανέωση των μεταβλητών 

σχεδιασμού γίνεται με τη χρήση της μεθόδου της απότομης  αθόδου, η οποία για μια 
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οποιαδήποτε μεταβλητή σχεδιασμού έχει την παρα άτω μαθηματι ή έ φραση, όπου 

πλέον η επαυξημένη αντι ειμενι ή συνάρτηση      μπορεί να γραφεί  , χωρίς το 

σύμβολο της επαυξημένης αντι ειμενι ής συνάρτησης: 

             (
  

  
)

     

                                              

Στην παραπάνω έ φραση, ο δεί της   φανερώνει τον αύξοντα αριθμό του  ύ λου 

βελτιστοποίησης, ενώ η μεταβλητή   είναι μια διαστατή μεταβλητή που παίρνει 

τέτοια τιμή ώστε να ρυθμίζει  ατάλληλα τη μεταβολή της μεταβλητής σχεδιασμού με 

βάση την παράγωγο 
  

  
.  

Γίνεται, λοιπόν,  ατανοητό ότι, οι παράγωγοι 
  

    
  που υπολογίστη αν προηγουμένως 

πρέπει να χρησιμοποιηθούν για την εξαγωγή των παραγώγων 
  

  
  αι 

  

  
 . 

Για την περίπτωση μοντελοποίησης του     με μια μεταβλητή σχεδιασμού, η σχέση 

που  αθορίζει την  ατανομή της ταχύτητας στο μέτωπο του      είναι: 

  
     (    )                                                   

Από την επίλυση των συζυγών εξισώσεων, είναι γνωστές σε  άθε μέτωπο του      οι 

παράγωγοι 
  

     
 |

 

. Συνεπώς, με βάση τον  ανόνα της αλυσίδας θα ισχύει: 

  

  
 ∑

  

     
 

|
 

     
 

  
|
 

 

   

       
⇒   

  

  
 ∑

  

     
 

|
 

  (    )

 

   

               

Για την περίπτωση μοντελοποίησης του     με δύο μεταβλητές σχεδιασμού, οι 

σχέσεις που  αθορίζουν την  ατανομή της ταχύτητας στο μέτωπο του      είναι: 

  , 
     (    )                                                  

  , 
     (    )                                                  

Για την αντι ειμενι ή συνάρτηση    ισχύει: 

   (  , 
 ,   , 

 ) ⇒       ∑ [(
  

   , 
 

)   , 
  (

  

   , 
 

)   , 
 ]
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Άρα, με βάση τη σχέση         θα ισχύει: 

  

  
 ∑ [(

  

   , 
 

)
   , 

 

  
 (

  

   , 
 

)
   , 

 

  
]

 

   

  , ,  ,       
⇒          

⇒
  

  
 ∑ [(

  

   , 
 

)  (    )             

 

   

 (
  

   , 
 

)   (    )             ]                                               

Ομοίως: 

  

  
 ∑ [(

  

   , 
 

)
   , 

 

  
 (

  

   , 
 

)
   , 

 

  
]

 

   

  , ,  ,       
⇒          

⇒
  

  
 ∑ [ (

  

   , 
 

)    (    )             

 

   

 (
  

   , 
 

)   (    )             ]                                           

Στη συνέχεια παρατίθεται συνοπτι ά ο αλγόριθμος βελτιστοποίησης. Για    ύ λους 

βελτιστοποίησης, τα βήματα που α ολουθούνται σε  άθε  ύ λο βελτιστοποίησης  , 

είναι: 

Βήμα 1 : Αρχι οποίηση μεταβλητών σχεδιασμού  

Βήμα 2 : Προσδιορισμός της  ατανομής της ταχύτητας του     

Βήμα 3 : Επίλυση των εξισώσεων  ατάστασης 

Βήμα 4 : Επίλυση των συζυγών εξισώσεων 

Βήμα 5 : Υπολογισμός των παραγώγων ευαισθησίας ως προς τις ταχύτητες στο 

     

Βήμα 6 : Υπολογισμός των παραγώγων ως προς τις μεταβλητές σχεδιασμού που 

μοντελοποιούν την  ατανομή της ταχύτητας του     

Βήμα 7 : Ανανέωση των μεταβλητών σχεδιασμού με την χρήση της μεθόδου της 

απότομης  αθόδου 

Βήμα 8 :  λεγχος αν     

Βήμα 9 : Τέλος αλγορίθμου 

 

Για 𝑖  𝑛 

Για 𝑖  𝑛 
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Κεφάλαιο 3
ο
 

 

Αποτελέσματα βελτιστοποίησης στην εσωτερική 

αεροδυναμική 

 

 

 

Όπως έχει αναφερθεί ήδη από τα πρώτα  εφάλαια, για την αποτελεσματι ότητα της 

μεθόδου, η οποία αναλύθη ε προηγουμένως, μελετήθη ε το πρόβλημα της ροής 

εσωτερι ά ενός αγωγού, στον οποίο η ροή αλλάζει  ατεύθυνση  ατά    μοίρες. 

Υπενθυμίζεται ότι, στόχος του προβλήματος εσωτερι ής αεροδυναμι ής είναι η 

ελαχιστοποίηση των απωλειών ολι ής πίεσης ανάμεσα στην είσοδο  αι την έξοδο του 

αγωγού, με δυνατότητα να τεθεί ως περιορισμός (με την προσθή η αντίστοιχου όρου 

στη συνάρτηση  όστους) η παροχή που εισέρχεται ή εξέρχεται από την υποδοχή 

(    ) της δέσμης του ρευστού. 

Η συνεχής συζυγής μέθοδος χρησιμοποιήθη ε για τον υπολογισμό των παραγώγων 

ευαισθησίας, αφού προηγουμένως προσδιορίστη ε η έ φραση των ορια ών 

συνθη ών για την επίλυση του συζυγούς προβλήματος. Οι ορια ές συνθή ες του 

συζυγούς προβλήματος προέ υψαν με χρήση της εξίσωσης          αι  αθιστώντας 

την παράγωγο της επαυξημένης αντι ειμενι ής συνάρτησης 
  

    
  ανεξάρτητη των 

μεταβολών των ροϊ ών μεγεθών στο σύνορο ολο λήρωσης.  

Η εύρεση των παραγώγων ευαισθησίας ως προς τις ταχύτητες ( άθετες ή όχι) στο 

τοίχωμα του αγωγού παράγουν ένα χάρτη ευαισθησίας (               ), ο οποίος 

υποδει νύει τη βέλτιστη θέση τοποθέτησης του      αθώς  αι το είδος του     

(έγχυση – αναρρόφηση). Ο προσδιορισμός της βέλτιστης θέσης του     είναι μεγάλης 

σημασίας, γιατί παρέχει τη δυνατότητα εύρεσης της βέλτιστης λύσης μέσω 

προσδιορισμού της  ατανομής της ταχύτητας επάνω στο    . 
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Όσον αφορά τον προσδιορισμό της  ατανομής της ταχύτητας του    , η 

αντιμετώπιση γίνεται με τρόπο που έχει ήδη αναφερθεί σε προηγούμενο  εφάλαιο. 

Τονίζεται ότι, για το πρόβλημα εσωτερι ής αεροδυναμι ής που εξετάζεται σε αυτό το 

 εφάλαιο έχει χρησιμοποιηθεί το μοντέλο μιας μεταβλητής σχεδιασμού για την 

 ατανομή της ταχύτητας του    . 

Τέλος, για την εύρεση της βέλτιστης  ατανομής της ταχύτητας του    , γίνεται χρήση 

των παραγώγων ευαισθησίας 
  

    
  με σ οπό τον προσδιορισμό των παραγώγων της 

συνάρτησης  όστους ως προς τις μεταβλητές σχεδιασμού 
  

  
. Με τον τρόπο αυτό, 

γίνεται δυνατή η χρήση ενός βρόχου βελτιστοποίησης, στο οποίο, η τιμή των 

μεταβλητών σχεδιασμού θα αλλάζει σε  άθε  ύ λο βελτιστοποίησης με βάση τις 

αντίστοιχες παραγώγους. 

 

 

§     : Γεωμετρία του προβλήματος 

 

 

Πριν παρουσιασθούν τα αποτελέσματα της συζυγούς μεθόδου, πρέπει να γίνει 

αναφορά στη γεωμετρία του αγωγού, του οποίου η ροή επιθυμείται να ελεγχθεί, 

 αθώς  αι να οριστούν τα αρχι ά δεδομένα του προβλήματος. Η γεωμετρία του 

αγωγού φαίνεται στο Σχήμα      .  

Όσον αφορά τα στοιχεία της γεωμετρίας του αγωγού, αναφέρονται τα εξής 

γεωμετρι ά χαρα τηριστι ά: 

 Διατομή του αγωγού σταθερή  αι ίση με    ,      

 Οριζόντιο τμήμα του αγωγού,     ,      

 Κάθετο τμήμα του αγωγού,     ,      

 Γωνία στροφής της ροής,       

 Βάθος αγωγού,    ,      
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Στο Σχήμα       παρουσιάζεται το πλέγμα του αγωγού. Για το συγ ε ριμένο αγωγό 

το πλέγμα είναι δομημένο  αι χρησιμοποιήθη αν  (        )           

    όμβοι, όπου τα   ,   ,    αποτυπώνουν τον αριθμό των  όμβων δια ριτοποίησης 

 ατά το μή ος, πλάτος (διατομή αγωγού)  αι βάθος του αγωγού, αντίστοιχα. Ο 

αριθμός των  όμβων   ,    προέ υψε ως ο ελάχιστος αριθμός  όμβων που 

εξασφαλίζουν ανεξαρτησία της λύσης των εξισώσεων  ατάστασης από το πλέγμα 

που χρησιμοποιείται. Επιπλέον, επειδή το λογισμι ό              , με το οποίο 

πραγματοποιήθη αν όλοι οι υπολογισμοί, αδυνατεί να μελετήσει διδιάστατα 

προβλήματα, παρά μόνο τριδιάστατα, ο αριθμός    επιλέγεται ως ο ελάχιστος 

αριθμός  όμβων που μετατρέπουν την διδιάστατη γεωμετρία σε τριδιάστατη (στην 

ουσία προστίθεται ει ονι ό βάθος στη γεωμετρία) με ταυτόχρονη επιβολή συνθη ών 

συμμετρίας στην τρίτη διάσταση (βάθος). 

Σχήμα 𝟑 𝟏 𝟏 : Γεωμετρία του αγωγού 

Είσοδος Ρευστού 

 ξοδος Ρευστού 
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Επιπλέον, όπως φαίνεται στο Σχήμα      , έχει γίνει πύ νωση του πλέγματος  οντά 

στο τοίχωμα του αγωγού, αλλά  υρίως στο σημείο αλλαγής της  ατεύθυνσης της 

ροής. Όσον αφορά το πυ νό πλέγμα  οντά στο τοίχωμα, η επιλογή αυτή έγινε ώστε 

να υπολογίζονται με α ρίβεια τα συνε τι ά φαινόμενα. Για την πύ νωση στην γωνία 

του αγωγού θα γίνει αναφορά παρα άτω, μπορεί όμως να αναφερθεί εν συντομία ότι 

ο λόγος της πύ νωσης οφείλεται στην επιθυμία να προσδιοριστεί με α ρίβεια ο 

τρόπος αλλαγής της  ατεύθυνσης της ροής. 

 

 

 

Σχήμα 𝟑 𝟏 𝟐 : Δομημένο πλέγμα στο εσωτερικό του αγωγού 
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§     : Επίλυση των εξισώσεων κατάστασης του αρχικού 

προβλήματος 

 

 

Αφού αναφέρθη αν τα βασι ά γεωμετρι ά χαρα τηριστι ά του υπό μελέτη αγωγού, 

 αθώς  αι τα στοιχεία της δια ριτοποίησης, α ολουθεί η διαδι ασία επίλυσης των 

εξισώσεων  ατάστασης του αρχι ού προβλήματος, δηλαδή του προβλήματος στο 

οποίο αναζητείται η εύρεση της βέλτιστης θέσης τοποθέτησης του    . Υπενθυμίζεται 

ότι στόχος της βελτιστοποίησης είναι η  ελαχιστοποίηση των απωλειών ολι ής πίεσης 

μεταξύ εισόδου  αι εξόδου του αγωγού (με χρήση ή όχι περιορισμού για την παροχή 

στο     ), με την αντίστοιχη μαθηματι ή έ φραση να παίρνει τη μορφή: 

    ∫ {  
 

 
      

 }    
  

 ∫ {  
 

 
      

 }    
  

 
 

 
∫{    }

    
  

             

Το επόμενο βήμα για την αριθμητι ή επίλυση του αρχι ού προβλήματος είναι ο 

προσδιορισμός των ορια ών συνθη ών. Τα είδη των ορια ών συνθη ών μαζί με τις 

αντίστοιχες τιμές παρουσιάζονται συνοπτι ά στον επόμενο πίνα α. Τονίζεται ότι το 

σύνορο χωρίζεται σε τέσσερις περιοχές: το σύνορο εισόδου του ρευστού στον αγωγό, 

το σύνορο εξόδου, το τοίχωμα του αγωγού,  αθώς  αι το σύνορο της θέσης 

τοποθέτησης του    , που από εδώ  αι πέρα θα ονομάζεται συνοπτι ά     . 

Υπενθυμίζεται ότι στο αρχι ό πρόβλημα το οποίο εξετάζεται στην παρούσα φάση, 

δεν έχει τοποθετηθεί     στον αγωγό, άρα το      έχει τις ίδιες ορια ές συνθή ες με 

το τοίχωμα του αγωγού.  

Επιπλέον, στο συγ ε ριμένο πρόβλημα, η ροή είναι ασυμπίεστη  αι στρωτή ( ̃  

     ), ενώ για τον αριθμό          της ροής, ορισμένος με βάση την ομοιόμορφη 

ταχύτητα εισόδου του ρευστού στον αγωγό ισχύει: 

   
    

 
     

Α ολουθεί ο πίνα ας με τις αντίστοιχες ορια ές συνθή ες. 
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Μέγεθος ροής 

Είδος οριακής 

συνθήκης 

Τιμή 

μεγέθους 

Είσοδος 

Ταχύτητα 

 ⃗  (  ,   ,   )         ⁄   

          

   

    
    

   , ,   

Στατι ή πίεση  (   ⁄ ) 

        

  

   

     

_ 

 ξοδος 

Ταχύτητα 

 ⃗  (  ,   ,   )         ⁄   

        

   

   

     

_ 

Στατι ή πίεση  (   ⁄ ) 

          

  

    
    

      

Τοίχωμα 

Ταχύτητα 

 ⃗  (  ,   ,   )         ⁄   

          

   

    
    

  , ,   

Στατι ή πίεση  (   ⁄ ) 

        

  

   

     

_ 

     

Ταχύτητα 

 ⃗  (  ,   ,   )         ⁄   

          

   

    
    

Ανάλογα με 

τις 

μεταβλητές 

σχεδιασμού 

Στατι ή πίεση  (   ⁄ ) 

        

  

   

     

_ 

Τμήμα 

Συνόρου 

Συνθήκες 
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Με βάση τις παραπάνω συνορια ές συνθή ες, επιλύονται οι εξισώσεις  ατάστασης 

για μηδενι ή ταχύτητα στο τοίχωμα  αι έτσι προ ύπτει το πεδίο της ροής. Στο Σχήμα 

      δίνεται το πεδίο ταχύτητας της ροής, ενώ στο Σχήμα       το αντίστοιχο της 

 ινηματι ής στατι ής πίεσης. Διαπιστώνεται ότι η ροή α ολουθεί μια παραβολι ή 

 ατανομή  ατά μή ος του αγωγού, με μέγιστη τιμή στο μέσο του αγωγού, όπως 

α ριβώς αναμένεται με βάση  αι τα όσα είναι γνωστά από την Μηχανι ή των 

Ρευστών
     

 για τους αγωγούς  υ λι ών  υρίως διατομών. 

Σχήμα 𝟑 𝟐 𝟏 : Πεδίο ταχύτητας του αγωγού 
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Παρατηρώντας το Σχήμα       γίνεται εμφανές ότι η στατι ή πίεση μειώνεται  ατά 

μή ος του αγωγού, γεγονός που ως γνωστόν οφείλεται στις τριβές του ρευστού στα 

τοιχώματα του αγωγού. Ωστόσο, ενδιαφέρον παρουσιάζει η απότομη πτώση της 

στατι ής πίεσης στην γωνία του αγωγού, δηλαδή στο σημείο όπου η ροή αλλάζει 

 ατεύθυνση. Με βάση το Σχήμα        αι, παρατηρώντας προσε τι ά το πεδίο 

ταχύτητας στη γωνία του αγωγού, εντοπίζεται μια περιοχή χαμηλών ταχυτήτων. Σε 

αυτή τη περιοχή η ροή να απο ολλάται, οδηγώντας σε αυξημένες απώλειες ολι ής 

πίεσης της ροής. Για να εντοπιστεί η απο όλληση της ροής παρουσιάζεται το πεδίο 

ταχύτητας της ροής μαζί με τις αντίστοιχες γραμμές ροής.  

Σχήμα 𝟑 𝟐 𝟐 : Πεδίο της κινηματικής στατικής πίεσης της ροής 
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Στο επόμενο σχήμα (Σχήμα      ) απει ονίζονται οι γραμμές ροής της ταχύτητας. Με 

βάση αυτό το σχήμα παρατηρείται απο όλληση της ροής μετά τη γωνία του αγωγού. 

Λόγω αυτής της ισχυρής απο όλλησης, αναμένονται υψηλές απώλειες ολι ής πίεσης 

μεταξύ εισόδου  αι εξόδου του ρευστού.  

Η τιμή της συνάρτησης  όστους για το αρχι ό πρόβλημα είναι: 

   ,           ,  (   
  ⁄ ) 

 

 

Σχήμα 𝟑 𝟐 𝟑 : Αποκόλληση της ροής 
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Αφού επιλυθεί το ευθύ πρόβλημα για μηδενι ή ταχύτητα του τοιχώματος, στη 

συνέχεια επιλύεται το συζυγές πρόβλημα.  πειτα υπολογίζονται οι παράγωγοι ως 

προς τις ταχύτητες στο τοίχωμα με σ οπό την παραγωγή του χάρτη ευαισθησίας  αι 

τον προσδιορισμό της βέλτιστης θέσης τοποθέτησης του    .  

Στο Σχήμα       παρουσιάζεται ο χάρτης ευαισθησίας για το αρχι ό πρόβλημα. 

Η βέλτιστη θέση τοποθέτησης του     βρίσ εται στην περιοχή του τοιχώματος του 

μελετούμενου σώματος με το υψηλότερο μέτρο των παραγώγων ευαισθησίας. Με 

βάση το Σχήμα      , η θέση αυτή βρίσ εται στη γωνία του αγωγού, ενώ το αρνητι ό 

πρόσημο των παραγώγων ευαισθησίας υποδηλώνει ότι πρέπει να χρησιμοποιηθεί     

αναρρόφησης ρευστού. 

 

Σχήμα 𝟑 𝟐 𝟒 : Παράγωγοι ευαισθησίας του αρχικού προβλήματος 
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§     :  λεγχος ορθότητας των παραγώγων 

 

 

Αφού επιλυθεί το ευθύ  αι το συνεχές πρόβλημα για μηδενι ή ταχύτητα στο τοίχωμα, 

υπολογιστούν οι παράγωγοι ευαισθησίας  αι επιλεγεί το σημείο τοποθέτησης του     

με βάση το χάρτη ευαισθησίας, πρέπει να γίνει ο προσδιορισμός της βέλτιστης 

 ατανομής της ταχύτητας του    . Για το λόγο αυτό, υλοποιείται βρόχος 

βελτιστοποίησης όπου, σε  άθε  ύ λο επιλύεται το ευθύ  αι το συζυγές πρόβλημα 

για μια συγ ε ριμένη  ατανομή ταχύτητας στο     (συγ ε ριμένη μεταβλητή 

σχεδιασμού)  αι υπολογίζονται οι παράγωγοι ευαισθησίας  αι η παράγωγος ως προς 

την μοναδι ή παράμετρο που μοντελοποιεί την ταχύτητα στο    . Με τη χρήση της 

μεθόδου της απότομης  αθόδου, ανανεώνεται η τιμή της παραμέτρου του μοντέλου 

του      αι χρησιμοποιείται στον επόμενο  ύ λο βελτιστοποίησης. 

Συνεπώς, είναι ιδιαίτερα σημαντι ό να εξασφαλιστεί ότι η παράγωγος που 

υπολογίζεται με χρήση της συνεχούς συζυγούς μεθόδου είναι α ριβής, γεγονός που 

οδηγεί τον αλγόριθμο εύρεσης της βέλτιστης λύσης προς τη σωστή  ατεύθυνση. 

Για το λόγο αυτό, υπολογίζεται η παράγωγος 
  

  
 για διάφορες τιμές της μεταβλητές 

σχεδιασμού  , υπολογίζεται η παράγωγος με τη χρήση της συνεχούς συζυγούς 

μεθόδου  αι η ίδια παράγωγος με την χρήση πεπερασμένων διαφορών. Για την 

εύρεση της τελευταίας, χρησιμοποιείται η σχέση: 

  

  
 

 +     

  
                                                          

Δηλαδή, για τον υπολογισμό της παραγώγου 
  

  
 για ένα συγ ε ριμένο  , πρέπει να 

επιλυθεί το ευθύ πρόβλημα μια φορά για την τιμή      αι άλλη μια φορά για την 

τιμή της μεταβλητής σχεδιασμού    , όπου το   είναι μια πολύ μι ρή ποσότητα 

(πχ.    ,    ),  αι να υπολογισθεί η αντίστοιχη τιμή της αντι ειμενι ής 

συνάρτησης  .  

Η τιμή της παραγώγου που προ ύπτει με πεπερασμένες διαφορές είναι α ριβής,  αι 

για το λόγο αυτό θα συγ ριθεί με την αντίστοιχη παράγωγο που υπολογίζεται με 

βάση τη συζυγή μέθοδο. 
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Τα αποτελέσματα παρουσιάζονται στον επόμενο πίνα α. 

 

Μεταβλητή 

σχεδιασμού 

𝜿 

Συνεχής συζυγής 

μέθοδος  
  

  
 

Μέθοδος πεπερασμένων 

διαφορών  
  

  
 

Σχετική διαφορά 

παραγώγων 

       ,        ,       ,    

      ,        ,       ,    

    ,        ,       ,    

    ,        ,       ,    

     ,        ,       ,    

     ,        ,       ,    

     ,        ,       ,    

      ,        ,       ,    

      ,        ,       ,    

      ,         ,       ,    

 

Με βάση τα παραπάνω αποτελέσματα γίνεται φανερό ότι η συνεχής συζυγής μέθοδος 

υπολογίζει με α ρίβεια τις παραγώγους, αφού στην πλειονότητα των περιπτώσεων η 

σχετι ή διαφορά σε σχέση με πεπερασμένες διαφορές είναι μι ρότερη του   . Αυτό 

σημαίνει ότι  ατά τους διάφορους  ύ λους βελτιστοποίησης, η λύση θα 

μεταβάλλεται προς τη σωστή  ατεύθυνση. 
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§     : Βέλτιστος έλεγχος της ροής με χρήση μιας μεταβλητής 

σχεδιασμού και χωρίς περιορισμό στην παροχή του     

 

 

Αφού προσδιορίστη ε η βέλτιστη θέση του      αι εξασφαλίστη ε ότι οι παράγωγοι 

που υπολογίζονται με τη συνεχή συζυγή μέθοδο είναι α ριβείς, υλοποιείται ο βρόχος 

βελτιστοποίησης με σ οπό την εύρεση της βέλτιστης  ατανομής της ταχύτητας στο 

   .  

Η υποδοχή του     τοποθετείται σε ένα μι ρό τμήμα της περιοχής υψηλών ( ατά 

μέτρο) παραγώγων ευαισθησίας  αι στη συγ ε ριμένη περίπτωση μεταξύ         

της γωνια ής απόστασης του αγωγού. Μετά την ολο λήρωση της βελτιστοποίησης 

προ ύπτει ο βέλτιστος έλεγχος της ροής. Υπενθυμίζεται ότι, για τη συγ ε ριμένη 

περίπτωση δεν έχει χρησιμοποιηθεί περιορισμός για την παροχή όγ ου που 

εισέρχεται ή εξέρχεται από το     , δηλαδή    . 

Το πεδίο ταχύτητας της βέλτιστης λύσης παρουσιάζεται στο Σχήμα      , ενώ στο 

Σχήμα       παρουσιάζεται το πεδίο ταχύτητας της αρχι ής περίπτωση για σύγ ριση. 

Στο Σχήμα       γίνεται εμφανής η μείωση του εύρους της απο όλλησης της ροής σε 

σχέση με την αρχι ή περίπτωση, γεγονός που εξασφαλίζει μειωμένες απώλειες 

ολι ής πίεσης μεταξύ εισόδου  αι εξόδου του αγωγού. Κάτι τέτοιο προσδιορίζεται 

 αι από την τιμή της συνάρτηση  όστους  , που για το βέλτιστο έλεγχο της ροής έχει 

τιμή: 

   ,           ,  (   
  ⁄ ) 

Στο Σχήμα       παρουσιάζεται ο χάρτης ευαισθησίας του αρχι ού προβλήματος  αι 

στο Σχήμα       για τη βέλτιστη λύση. Είναι εμφανές ότι στο σημείο τοποθέτησης 

του    , οι παράγωγοι ευαισθησίας είναι μηδέν, γεγονός που δείχνει ότι, για τη 

δεδομένη θέση του     , έχει επιτευχθεί η βέλτιστη λύση. Αυτή επιτυγχάνεται για την 

τιμή της μεταβλητής σχεδιασμού: 

     ,   
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Σχήμα 𝟑 𝟒 𝟏 : Πεδίο ταχύτητας αρχικού 

προβλήματος 

Σχήμα 𝟑 𝟒 𝟐 : Πεδίο ταχύτητας για το βέλτιστο 

έλεγχο της ροής  𝒘  𝟎  

Σχήμα 𝟑 𝟒 𝟑 : Παράγωγοι ευαισθησίας 

αρχικού προβλήματος 

Σχήμα 𝟑 𝟒 𝟒 : Παράγωγοι ευαισθησίας για 

το βέλτιστο έλεγχο της ροής  𝒘  𝟎  
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Τα Σχήματα        αι       παρουσιάζουν την πορεία της αντι ειμενι ής συνάρτησης 

   αι της παραγώγου 
  

  
  ατά τη βελτιστοποίηση. Με βάση αυτά τα σχήματα 

διαπιστώνεται ότι επιτυγχάνεται σύγ λιση του αλγορίθμου. Η σύγ λιση είναι αργή, 

δηλαδή επιτυγχάνεται μετά από αρ ετούς  ύ λους βελτιστοποίησης, αυτό όμως 

εξαρτάται από την τιμή   που έχει επιλεγεί στη μέθοδο της απότομης  αθόδου. 
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Σχήμα 𝟑 𝟒 𝟓 : Αντικειμενική συνάρτηση 𝑭 συναρτήσει των κύκλων 

βελτιστοποίησης 

Σχήμα 𝟑 𝟒 𝟔 : Παράγωγος  
𝜹𝑭

𝜹𝜿
  συναρτήσει των κύκλων βελτιστοποίησης 
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Τέλος, όσον αφορά την παροχή όγ ου που εξέρχεται από το     , αυτή είναι το 

  ,    της παροχής όγ ου εισόδου στον αγωγό. Αυτή η τιμή είναι αρ ετά 

σημαντι ή,  αθώς αποτελεί απώλεια παροχής από την έξοδο του αγωγού.  τσι 

αποφασίστη ε η εισαγωγή περιορισμού για την παροχή του       αι μελετάται στην 

επόμενη παράγραφο. 

 

§     : Βέλτιστος έλεγχος της ροής με χρήση μιας μεταβλητής 

σχεδιασμού, με τη χρήση περιορισμού στην παροχή του     

 

 

Μελετάται η ίδια περίπτωση σε σχέση με τη παράγραφο §    , με τη διαφορά όμως 

ότι εισάγεται περιορισμός στην αντι ειμενι ή συνάρτηση με σ οπό τη μείωση της 

παροχής που εξέρχεται από το     . Για τιμή του όρου βαρύτητας      , στα 

Σχήματα        αι       παρουσιάζεται το πεδίο ταχύτητας για την αρχι ή περίπτωση 

 αι για το βέλτιστο έλεγχο της ροής. 

Σχήμα 𝟑 𝟓 𝟏 : Πεδίο ταχύτητας αρχικού 

προβλήματος 

Σχήμα 𝟑 𝟓 𝟐 : Πεδίο ταχύτητας για το βέλτιστο 

έλεγχο της ροής  𝒘  𝟏𝟎𝟎  
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Παρατηρώντας τα δύο προηγούμενα σχήματα εξάγεται το συμπέρασμα ότι για το 

βέλτιστο έλεγχο της ροής με περιορισμό της παροχής που εξέρχεται από το     , η 

απο όλληση της ροής μειώνεται σημαντι ά σε σχέση με την αρχι ή περίπτωση, το 

εύρος της όμως είναι ελαφρά αυξημένο σε σχέση με την περίπτωση χωρίς περιορισμό 

στην παροχή      .  

 

Η τιμή της συνάρτησης  όστους είναι: 

   ,           ,  (   
  ⁄ ) 

Στα Σχήματα        αι       παρουσιάζονται οι παράγωγοι ευαισθησίας για την 

αρχι ή περίπτωση  αι τη βέλτιστη λύση. Οι παράγωγοι ευαισθησίας είναι μηδέν στο 

σημείο τοποθέτησης του    , ωστόσο υπάρχει μια περιοχή μετά το σημείο 

τοποθέτησης του     όπου οι παράγωγοι ευαισθησίας είναι τοπι ά αυξημένες ( ατά 

μέτρο). Αυτό οφείλεται στο γεγονός εισαγωγής περιορισμού για την παροχή που 

εξέρχεται από το       αι υποδει νύει ότι η απο όλληση της ροής μπορεί να μειωθεί 

με αναρρόφηση επιπλέον ρευστού, όπως έγινε  αι στην περίπτωση με    , όπου 

αυτή η περιοχή αυξημένων τοπι ά παραγώγων ευαισθησίας δεν υπήρχε. 

Σχήμα 𝟑 𝟓 𝟑 : Παράγωγοι ευαισθησίας 

αρχικού προβλήματος 

Σχήμα 𝟑 𝟓 𝟒 : Παράγωγοι ευαισθησίας για 

το βέλτιστο έλεγχο της ροής  𝒘  𝟏𝟎𝟎  
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Στα Σχήματα 3.5.5  αι 3.5.6 παρουσιάζεται η τιμή της συνάρτησης  όστους F  αι της 

παραγώγου 
  

  
  στους  ύ λους βελτιστοποίησης. Ο αλγόριθμος βελτιστοποίησης 

συγ λίνει, ενώ ο βέλτιστος έλεγχος της ροής η βέλτιστη λύση επιτυγχάνεται για 

μεταβλητή σχεδιασμού: 

     ,   

Τέλος, η ογ ομετρι ή παροχή που εξέρχεται πλέον από το slot έχει μειωθεί  αι είναι 

το   ,    της παροχής εισόδου στον αγωγό. Συνεπώς, με  ατάλληλη επιλογή της 

παραμέτρου   μπορεί να ρυθμιστεί η παροχή στο     . 
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Σχήμα 𝟑 𝟓 𝟔 : Παράγωγος  
𝜹𝑭

𝜹𝜿
  συναρτήσει των κύκλων βελτιστοποίησης 
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§     : Διερεύνηση του εύρους του      

 

 

Μέχρι στιγμής, ο βέλτιστος έλεγχος της ροής για τις δύο περιπτώσεις που 

παρουσιάστη αν πραγματοποιήθη ε με σταθερή θέση του      (με γωνια ή θέση 

        της γωνίας του αγωγού), η οποία δεν αλλάζει  ατά τους διάφορους 

 ύ λους βελτιστοποίησης. Συνεπώς, μπορεί η θέση τοποθέτησης του     να 

υποδει νύεται από το χάρτη ευαισθησίας, ωστόσο η επιλογή του εύρους του     είναι  

(στη χρησιμοποιηθείσα ε δοχή της μεθόδου) επιλογή του μηχανι ού-χρήστη.  

Γεννιέται, λοιπό, εύλογα το ερώτημα πώς αλλάζει η βέλτιστη λύση με την αλλαγή 

του εύρους του     . Στον επόμενο πίνα α παρουσιάζεται παραμετρι ή μελέτη που 

σχετίζει τη γωνια ή θέση του     με τις απώλειες ολι ής πίεσης ανάμεσα στην είσοδο 

 αι την έξοδο του αγωγού, με την μεταβλητή σχεδιασμού    αι με την παροχή που 

εξέρχεται από το     . Ο πίνα ας περιλαμβάνει την παραμετρι ή μελέτη για την 

περίπτωση ή μη χρήσης περιορισμού στην ογ ομετρι ή παροχή που εξέρχεται από το 

    . 

 

Εύρος      (σε 
μοίρες της 

γωνίας του 

αγωγού) 

Απώλειες 

ολικής πίεσης 

μεταξύ 

εισόδου-εξόδου 

Μεταβλητή 

σχεδιασμού 

𝜿 

𝑸    

𝑸  
       

    

           ,      ,     ,   

           ,      ,     ,   

           ,      ,     ,   

           ,      ,     ,   

      

           ,      ,     ,   

           ,      ,     ,   

           ,     ,     ,   

           ,     ,     ,   

 

Από τον παραπάνω πίνα α εξάγονται τα εξής χρήσιμα συμπεράσματα. Καταρχάς,  αι 

για τις δύο περιπτώσεις (     αι      ), με την αύξηση του εύρους του slot 
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μειώνονται οι απώλειες ολι ής πίεσης μεταξύ της εισόδου  αι της εξόδου του 

αγωγού. Αυτό συμβαίνει γιατί αυξάνεται η περιοχή με μεγάλη τιμή των παραγώγων 

ευαισθησίας στην οποία τοποθετείται το     , συνεπώς η βέλτιστη λύση (στην οποία 

επιτυγχάνεται μηδενισμός των παραγώγων ευαισθησίας) οδηγεί σε μι ρότερες 

απώλειες ολι ής πίεσης μεταξύ εισόδου-εξόδου του αγωγού. 

 να δεύτερο ενδιαφέρον συμπέρασμα είναι ότι με την αύξηση του εύρους του      

μειώνεται η μεταβλητή σχεδιασμού  . Αυτό συμβαίνει γιατί η αναρρόφηση του 

ρευστού γίνεται από μεγαλύτερο     , συνεπώς η ταχύτητα ε εί είναι μι ρότερη  αι 

αυτό έχει αντι τυπο στη μεταβλητή σχεδιασμού  , η οποία, όπως έχει ήδη αναφερθεί, 

ρυθμίζει το μέτρο των διανυσμάτων των ταχυτήτων που συνθέτουν το    . Δηλαδή, 

το ύψος της παραβολι ής  ατανομής ταχύτητας μειώνεται με την αύξηση του εύρους 

του     . 

Τέλος, το πιο σημαντι ό συμπέρασμα είναι ότι με την αύξηση του εύρους του      

αυξάνεται  αι η ογ ομετρι ή παροχή που εξέρχεται από το     . Ειδι ά για την 

περίπτωση χωρίς περιορισμό στην αναρροφούμενη παροχή (   ), αναρροφάται 

σημαντι ό ποσοστό της παροχής εισόδου στον αγωγού. Ωστόσο, το πρόβλημα 

επιλύεται με την εισαγωγή περιορισμού (     ) στην παροχή όγ ου που εξέρχεται 

από το    , ο οποίος οδηγεί στο να παγώνει η αναρροφούμενη παροχή περίπου στο 

    της παροχής όγ ου εισόδου στον αγωγό για την πλειονότητα των περιπτώσεων. 
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Κεφάλαιο 4
ο
 

 

Αποτελέσματα βελτιστοποίησης στην εξωτερική 

αεροδυναμική 

 

 

 

Σε αυτό το  εφάλαιο εφαρμόζεται η συνεχής συζυγής μέθοδος για το βέλτιστο έλεγχο 

της ροής για την περίπτωση ενός προβλήματος εξωτερι ής αεροδυναμι ής. Η 

διαδι ασία που α ολουθείται είναι η ίδια με όσα αναφέρθη αν στο  εφάλαιο για το 

πρόβλημα εσωτερι ής αεροδυναμι ής. Δηλαδή, πρώτα επιλύεται το ευθύ  αι το 

συζυγές πρόβλημα για μηδενι ή ταχύτητα στο τοίχωμα του μελετούμενου σώματος, 

υπολογίζονται οι παράγωγοι ευαισθησίας  αι, μέσω του χάρτη ευαισθησίας, 

προσδιορίζεται η, αμετάβλητη στη συνέχεια, βέλτιστη θέση τοποθέτησης του    . 

 πειτα, ξε ινά ο βρόχος βελτιστοποίησης, μέσω του οποίου θα προσδιοριστεί η 

βέλτιστη  ατανομή της ταχύτητας του     ανάλογα με τον στόχο που επιθυμείται να 

επιτευχθεί. 

Στο πρόβλημα εξωτερι ής αεροδυναμι ής χρησιμοποιήθη ε το μοντέλο του     με 

δύο μεταβλητές σχεδιασμού.   

 

 

§     : Γεωμετρία του προβλήματος 

 

 

Για το πρόβλημα εξωτερι ής αεροδυναμι ής, μελετάται η ροή γύρω από αεροτομή 

τύπου          , της οποίας η χορδή είναι    . Υπενθυμίζεται ότι, παρόλο που 

το πρόβλημα είναι διδιάστατο, επειδή το λογισμι ό          επιλύει μόνο 
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τρισδιάστατα προβλήματα, προσδίδεται βάθος στην αεροτομή  αι ταυτόχρονα 

επιβάλλεται  ατάλληλη ορια ή συνθή η συμμετρίας. Τέλος, αναφέρεται ότι η 

απόσταση του συνόρου εισόδου μέχρι το μέτωπο προσβολής της αεροτομής είναι   , 

όπου   η χορδή της αεροτομής, ενώ ίδια είναι  αι η απόσταση της α μής ε φυγής 

μέχρι το σύνορο εξόδου. Στο σχήμα       παρουσιάζεται η γεωμετρία της αεροτομής 

          που χρησιμοποιήθη ε. 

 

Στο Σχήμα       παρουσιάζεται το πλέγμα της αεροτομής. Το πλέγμα είναι υβριδι ό, 

δηλαδή οι πρώτες στρώσεις  οντά στο τοίχωμα της αεροτομής αποτελούνται από 

τετραπλευρι ά στοιχεία, ενώ το υπόλοιπο πλέγμα μα ριά από το τοίχωμα από 

τριγωνι ά στοιχεία. Το πλέγμα αποτελείται συνολι ά από          όμβους  αι από 

        στοιχεία, εξάεδρα  αι πρίσματα συνολι ά, στις τρεις διαστάσεις. 

Τέλος, πρέπει να αναφερθεί ότι οι  όμβοι που συνθέτουν τη γεωμετρία της 

αεροτομής           δίδονται από την επίσημη ιστοσελίδα της          , στην 

οποία ο  άθε ενδιαφερόμενος μπορεί να επιλέξει οποιαδήποτε αεροτομή τύπου 

Σχήμα 𝟒 𝟏 𝟏 : Γεωμετρία της αεροτομής 𝑵𝑨𝑪𝑨 𝟎𝟎𝟎𝟖 
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      αι παραμετροποιήσει τη γεωμετρία της με οποιοδήποτε αριθμό  όμβων 

επιθυμεί.  

 

 

 

§     : Επίλυση των εξισώσεων κατάστασης του αρχικού 

προβλήματος 

 

 

Αφού αναφέρθη αν τα βασι ά γεωμετρι ά χαρα τηριστι ά της αεροτομής,  αθώς 

 αι τα στοιχεία της δια ριτοποίησης, α ολουθεί η επίλυση των εξισώσεων 

 ατάστασης του αρχι ού προβλήματος, δηλαδή του προβλήματος στο οποίο 

αναζητείται η εύρεση της βέλτιστης θέσης τοποθέτησης του    . Στόχος του 

προβλήματος είναι να διατηρηθεί σταθερή η οπισθέλ ουσα  αι να αυξηθεί η άνωση 

που ασ είται στην αεροτομή. Υπενθυμίζεται η μαθηματι ή έ φραση της συνάρτησης 

 όστους: 

Σχήμα 𝟒 𝟏 𝟐 : Υβριδικό πλέγμα γύρω από την αεροτομή 𝑵𝑨𝑪𝑨 𝟎𝟎𝟎𝟖 
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όπου τα αντίστοιχα μεγέθη δίνονται από τις εξής σχέσεις: 

  ∫ {       (
   

   
 

   

   
)       }      

  

                            

  ∫ {       (
   

   
 

   

   
)       }   

    
  

                           

Για την περίπτωση που εξετάζεται, ο όρος βαρύτητας   επιλέγεται ίσος με    ,  . 

Η συγ ε ριμένη τιμή προέ υψε μετά από  ατάλληλη διερεύνηση του όρου 

βαρύτητας ώστε η οπισθέλ ουσα να παραμένει σταθερή  ατά το βέλτιστο έλεγχο της 

ροής, ενώ αντίθετα επιθυμείται η  ατά το δυνατό μεγαλύτερη αύξηση της άνωσης. 

Για την αριθμητι ή επίλυση του αρχι ού προβλήματος πρέπει να προσδιοριστούν οι 

ορια ές συνθή ες. Τα είδη των ορια ών συνθη ών μαζί με τις αντίστοιχες τιμές 

παρουσιάζονται συνοπτι ά στον επόμενο πίνα α. Όπως  αι για την περίπτωση του 

προβλήματος εσωτερι ής αεροδυναμι ής που παρουσιάστη ε στο προηγούμενο 

 εφάλαιο, το σύνορο χωρίζεται σε τέσσερις περιοχές: τα όρια εισόδου  αι εξόδου, το 

τοίχωμα της αεροτομής,  αθώς  αι το όριο της θέσης τοποθέτησης του    (    ).  

Επιπλέον, στο συγ ε ριμένο πρόβλημα, η ροή είναι  αι πάλι ασυμπίεστη  αι στρωτή 

( ̃       ), ενώ για αριθμό          της ροής, ορισμένο με βάση το μέτρο της 

επ’ άπειρον ταχύτητας εισόδου του ρευστού στον αγωγό ισχύει: 

   
    

 
      

Επίσης, όσον αφορά την  ατεύθυνση της επ’ άπειρον ταχύτητα της ροής, αυτή 

επιλέγεται με τέτοιο τρόπο ώστε η αεροτομή για τον παραπάνω αριθμό Reynolds να 

βρίσ εται στην περιοχή απώλειας στήριξης. Υπενθυμίζεται ότι απώλεια στήριξης σε 

μια πτέρυγα εμφανίζεται όταν η αύξηση της γωνίας της επ’ άπειρον ταχύτητας της 

ροής σε σχέση με την αεροτομή οδηγεί σε μείωση της άνωσης. Με βάση την έρευνα 

των       αι          , η αεροτομή          , για        , βρίσ εται στην 

περιοχή απώλειας στήριξης όταν η  ατεύθυνση της επ’ άπειρον ταχύτητας της ροής 

είναι: 

      



Σελίδα | 89  
 

Α ολουθεί ο πίνα ας με τις αντίστοιχες ορια ές συνθή ες. 

 

 
Μέγεθος ροής 

Είδος οριακής 

συνθήκης 

Τιμή 

μεγέθους 

Είσοδος 

Ταχύτητα 

 ⃗  (  ,   ,   )         ⁄   

          

   

    
    

  , ,   

Στατι ή πίεση  (   ⁄ ) 

        

  

   

     

_ 

 ξοδος 

Ταχύτητα 

 ⃗  (  ,   ,   )         ⁄   

        

   

   

     

_ 

Στατι ή πίεση  (   ⁄ ) 

        

  

   

     

  

Τοίχωμα 

Ταχύτητα 

 ⃗  (  ,   ,   )         ⁄   

          

   

    
    

  , ,   

Στατι ή πίεση  (   ⁄ ) 

        

  

   

     

_ 

     

Ταχύτητα 

 ⃗  (  ,   ,   )         ⁄   

          

   

    
    

Ανάλογα με 

τις 

μεταβλητές 

σχεδιασμού 

Στατι ή πίεση  (   ⁄ ) 

        

  

   

     

_ 

Τμήμα 

Συνόρου 

Συνθήκες 



Σελίδα | 90  
 

Με βάση τις παραπάνω ορια ές συνθή ες, επιλύονται οι εξισώσεις  ατάστασης για 

μηδενι ή ταχύτητα     στο τοίχωμα  αι έτσι προ ύπτει το πεδίο της ροής. Στο Σχήμα 

      δίνεται το πεδίο ταχύτητας της ροής, ενώ στο Σχήμα       το αντίστοιχο της 

στατι ής πίεσης.  

Παρατηρώντας το Σχήμα       γίνεται εμφανές ότι η ροή απο ολλάται στην πλευρά 

υποπίεσης της αεροτομής. Κάτι τέτοιο έχει ως αποτέλεσμα να μειώνεται η άνωση της 

αεροτομής  αι να βρίσ εται στην περιοχή απώλειας στήριξης. 

Όσον αφορά τους συντελεστές άνωσης  αι οπισθέλ ουσας για το αρχι ό πρόβλημα 

προ ύπτει ότι: 

           ,     

           ,    

Τέλος, η τιμή της συνάρτηση  όστους για το αρχι ό πρόβλημα είναι: 

   ,         ,    

Σχήμα 𝟒 𝟐 𝟏 : Πεδίο ταχύτητας και γραμμές ροής του αρχικού προβλήματος 
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Αφού επιλυθεί το ευθύ πρόβλημα για μηδενι ή ταχύτητα του τοιχώματος, στη 

συνέχεια επιλύεται το συνεχές συζυγές πρόβλημα.  πειτα υπολογίζονται οι 

παράγωγοι ως προς τις ταχύτητες στο τοίχωμα με σ οπό την παραγωγή του χάρτη 

ευαισθησίας  αι τον προσδιορισμό της βέλτιστης θέσης τοποθέτησης του    .  

Στο Σχήμα       παρουσιάζεται ο χάρτης ευαισθησίας για το αρχι ό πρόβλημα. Η 

βέλτιστη θέση τοποθέτησης του     βρίσ εται στην περιοχή του τοιχώματος του 

μελετούμενου σώματος με το υψηλότερο μέτρο των παραγώγων ευαισθησίας. Με 

βάση το Σχήμα      , η θέση αυτή βρίσ εται στην πλευρά υποπίεσης της αεροτομής, 

ενώ το αρνητι ό πρόσημο των παραγώγων ευαισθησίας υποδηλώνει ότι πρέπει να 

χρησιμοποιηθεί     αναρρόφησης ρευστού. Το     αναρρόφησης θα απορροφήσει τα 

στοιχεία του ρευστού χαμηλής  ινητι ής ενέργειας που ανα υ λοφορούν, 

επιτρέποντας στο ορια ό στρώματα να συνεχίσει την ανάπτυξή του.  

 

 

 

Σχήμα 𝟒 𝟐 𝟐 : Πεδίο της κινηματικής στατικής πίεσης της ροής 
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§     : Βέλτιστος έλεγχος της ροής με χρήση δύο μεταβλητών 

σχεδιασμού και χωρίς περιορισμό στην παροχή του     

 

 

Αφού προσδιορίστη ε η βέλτιστη θέση τοποθέτησης του    , υλοποιείται ο βρόχος 

βελτιστοποίησης με σ οπό την εύρεση της βέλτιστης  ατανομής της ταχύτητας στο 

   . Η σχισμή του jet τοποθετείται στην πλευρά υποπίεσης της αεροτομής  αι στο 

σημείο όπου εμφανίζονται οι μεγαλύτερες ( ατά μέτρο) παράγωγοι ευαισθησίας. 

Το πεδίο ταχύτητας της βέλτιστης λύσης παρουσιάζεται στο Σχήμα      , ενώ στο 

Σχήμα       παρουσιάζεται το πεδίο ταχύτητας της αρχι ής περίπτωση για σύγ ριση. 

Στο Σχήμα       γίνεται εμφανής η μείωση του εύρους της απο όλλησης της ροής σε 

σχέση με την αρχι ή περίπτωση, γεγονός που οδηγεί σε αύξηση της άνωσης της 

αεροτομής.  

Σχήμα 𝟒 𝟐 𝟒 : Παράγωγοι ευαισθησίας του αρχικού προβλήματος 
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Με το βέλτιστο έλεγχο της ροής, οι συντελεστές άνωσης  αι οπισθέλ ουσας είναι: 

           ,    

           ,    

Από τις παραπάνω τιμές διαπιστώνεται ότι ο σ οπός της βελτιστοποίησης επετεύχθη, 

 αθώς ο συντελεστής οπισθέλ ουσας παρέμεινε σταθερός, ενώ ο συντελεστής 

άνωσης αυξήθη ε σημαντι ά. Μάλιστα, η αύξηση αυτή πλησιάζει το     σε σχέση 

με το συντελεστή άνωσης του αρχι ού προβλήματος. 

Τέλος, η τιμή της συνάρτηση  όστους για το βέλτιστο έλεγχο της ροής είναι: 

   ,         ,    

Στο Σχήμα       παρουσιάζεται ο χάρτη ευαισθησίας του αρχι ού προβλήματος  αι 

στο Σχήμα       για τη βέλτιστη λύση. Είναι εμφανές ότι στο σημείο τοποθέτησης 

του    , οι παράγωγοι ευαισθησίας τείνουν στο μηδέν, γεγονός που δείχνει ότι, για τη 

δεδομένη θέση του     , έχει επιτευχθεί η βέλτιστη λύση. Μάλιστα, όσον αφορά τον 

χάρτη ευαισθησίας της βέλτιστης λύσης, υπάρχει μια περιοχή υψηλών ( ατά μέτρο) 

παραγώγων ευασθησίας μετά το σημείο τοποθέτησης του jet. Κάτι τέτοιο υποδει νύει 

ότι εάν τοποθετηθεί ένα δεύτερο jet σε ε είνη τη περιοχή, η απο όλληση της ροής θα 

μειωθεί περισσότερο  αι, συνεπώς, αναμένεται περαιτέρω αύξηση της άνωσης. 

Σχήμα 𝟒 𝟑 𝟏 : Πεδίο ταχύτητας και γραμμές 

ροής του αρχικού προβλήματος 

Σχήμα 𝟒 𝟑 𝟐 : Πεδίο ταχύτητας και γραμμές 

ροής για το βέλτιστο έλεγχο της ροής 
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Η βέλτιστη λύση επιτυγχάνεται για μεταβλητές σχεδιασμού: 

    ,   

    ,    

Τα Σχήματα      ,        αι       παρουσιάζουν την πορεία της συνάρτησης  όστους 

   αι των παραγώγων 
  

  
   αι 

  

  
 για τους διάφορους  ύ λους βελτιστοποίησης.  

 

Σχήμα 𝟒 𝟑 𝟑 : Παράγωγοι ευαισθησίας 

αρχικού προβλήματος 

Σχήμα 𝟒 𝟑 𝟒 : Παράγωγοι ευαισθησίας για 

το βέλτιστο έλεγχο της ροής  
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Σχήμα 𝟒 𝟑 𝟓 : Συνάρτηση κόστους 𝑭 συναρτήσει των κύκλων βελτιστοποίησης 
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Με βάση αυτά τα σχήματα διαπιστώνεται ότι επιτυγχάνεται σύγ λιση του 

αλγορίθμου. Η μέθοδος συγ λίνει μέσα στους πρώτους    ύ λους βελτιστοποίησης, 

γεγονός που οφείλεται στη τιμή   που έχει επιλεγεί στη μέθοδο της απότομης 

 αθόδου. Σε αυτή οφείλεται επίσης  αι η ταλάντωση που παρατηρείται στα σχήματα 

       αι       για τις παραγώγους ως προς τις παραμέτρους του μοντέλου του    . 

 

 

 

-0,1

-0,05

0

0,05

0,1

0,15

0 5 10 15 20 25 30

δF/δκ 

Κύκλοι Βελτιστοποίησης 

Σχήμα 𝟒 𝟑 𝟔 : Παράγωγος  
𝜹𝑭

𝜹𝜿
  συναρτήσει των κύκλων βελτιστοποίησης 

Σχήμα 𝟒 𝟑 𝟕 : Παράγωγος  
𝜹𝑭

𝜹𝝋
  συναρτήσει των κύκλων βελτιστοποίησης 
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Κεφάλαιο 5
ο
 

 

Παράγωγοι ευαισθησίας για τυρβώδη ροή 

 

 

 

Στα  εφάλαια    αι   παρουσιάστη αν τα αποτελέσματα για την περίπτωση στρωτής 

ροής. Ωστόσο, η συνεχής συζυγής μέθοδος αναπτύχθη ε για τυρβώδεις ροές με 

χρήση του μοντέλου τύρβης των                 .  

Σ οπός αυτού του  εφαλαίου είναι να γίνει  ατανοητή η διαφορά ανάμεσα στις 

α ριβείς παραγώγους ευαισθησίας που υπολογίζονται μέσω της μαθηματι ής 

ανάπτυξης που έχει ήδη παρουσιασθεί στο 2
ο
  εφάλαιο, σε σχέση με τις παραγώγους 

που υπολογίζονται με βάση τη συνήθη υπόθεση ότι οι παράγωγοι των μεγεθών 

συνε τι ότητας ως προς τις μεταβλητές σχεδιασμού είναι μηδέν, δηλαδή ότι: 

   

    
  

  ̃

    
    

Για το λόγο αυτό, μελετάται το πρόβλημα της ροής γύρω από την αεροτομή 

              ,    . Στόχος είναι η ελαχιστοποίηση της οπισθέλ ουσας. Η 

αντίστοιχη συνάρτηση  όστους έχει την εξής μαθηματι ή έ φραση: 

    ∫ {       (
   

   
 

   

   
)       }      

  

 

Για συνθή ες της ροής: 
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επιλύονται το ευθύ  αι το συζυγές πρόβλημα για μηδενι ή ταχύτητα στο τοίχωμα της 

αεροτομής, υπολογίζονται οι παράγωγοι ευαισθησίας  αι παράγεται ο χάρτης 

ευαισθησίας, ο οποίος υποδει νύει τη βέλτιστη θέση τοποθέτησης του    . Οι χάρτες 

ευαισθησίας για τις δύο περιπτώσεις παρουσιάζονται στα σχήματα      αι    . 

 

Από τα δύο παραπάνω σχήμα γίνεται φανερό ότι, ενώ  αι στις δύο περιπτώσεις ο 

χάρτης ευαισθησίας υποδει νύει ότι πρέπει να γίνει αναρρόφηση ρευστού στην 

πλευρά υποπίεσης της αεροτομής, εντούτοις οι παράγωγοι που υπολογίζονται έχουν 

εντελώς διαφορετι ή απόλυτη τιμή. Συνεπώς, αν χρησιμοποιηθεί η υπόθεση 

μηδενι ών παραγώγων των συνε τι ών μεγεθών ως προς τις μεταβλητές σχεδιασμού, 

 ατά τη διάρ εια προσδιορισμού της βέλτιστης  ατανομής της ταχύτητας του    , η 

παράγωγος που θα υπολογίζεται σε  άθε  ύ λο βελτιστοποίησης θα εμπεριέχει (έστω 

 αι μι ρό) σφάλμα. Συνεπώς, αν επιθυμείται ο βέλτιστος έλεγχος της ροής για 

προβλήματα όπου η ροή είναι τυρβώδης, για την εφαρμογή όλης της μεθόδου που 

αναπτύχθη ε, είναι αναγ αίο να γίνεται α ριβής υπολογισμός των παραγώγων. 

𝜹𝝂𝒕

𝜹𝑽𝒊𝝁
𝒃

 
𝜹𝝂̃

𝜹𝑽𝒊𝝁
𝒃

 𝟎 

Σχήμα 𝟓 𝟏 : Παράγωγοι ευαισθησίας με 

την υπόθεση ότι: 

Σχήμα 𝟓 𝟐 : Ακριβείς παράγωγοι 

ευαισθησίας 
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Όπως αναφέρθη ε προηγουμένως, σ οπός αυτού του  εφαλαίου είναι να γίνει 

 ατανοητό γιατί δεν πρέπει να χρησιμοποιείται η υπόθεση μηδενι ών παραγώγων 

των μεγεθών συνε τι ότητας ως προς τις μεταβλητές σχεδιασμού. Για το λόγο αυτό, 

δεν πραγματοποιήθη ε βελτιστοποίηση ως προς την  ατανομή της ταχύτητας του     

γιατί η διαδι ασία είναι ίδια με αυτή που περιγράφτη ε σε προηγούμενα  εφάλαια. 
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Κεφάλαιο 6
ο
 

 

Συμπεράσματα 

 

 

 

Η έρευνα που πραγματοποιεί τα τελευταία χρόνια η Μονάδα Παράλληλης 

Υπολογιστι ής Ρευστοδυναμι ής  αι Βελτιστοποίησης στοχεύει, μεταξύ άλλων, στην 

ανάπτυξη συζυγών μεθόδων για τον υπολογισμό της πρώτης ή ανώτερης τάξης 

παραγώγων  ατάλληλων αντι ειμενι ών συναρτήσεων που χρησιμοποιούνται στην 

αεροδυναμι ή βελτιστοποίηση. Όσον αφορά τη συνεχή συζυγή μέθοδο, έχουν γίνει 

αρ ετές δημοσιεύσεις που αναφέρονται σε εφαρμογές  εσωτερι ής  αι εξωτερι ής  

 αεροδυναμι ής         
, με τη χρήση διαφόρων αντι ειμενι ών συναρτήσεων

    
  αι 

για τον υπολογισμό παραγώγων πρώτης ή ανώτερης
         

 τάξης. Α όμη, 

σημαντι ή είναι η έρευνα που έχει πραγματοποιηθεί σε προβλήματα αντίστροφου 

σχεδιασμού
    

. 

Στην παρούσα διπλωματι ή εργασία αναπτύχθη ε η συνεχής συζυγής μέθοδος για 

την περίπτωση ασυμπίεστου ρευστού  αι μόνιμης χρονι ά ροής με χρήση του 

μοντέλου τύρβης των                 . Σ οπός της μεθόδου είναι η εύρεση της 

βέλτιστης θέσης τοποθέτησης του    , η εύρεση του είδους του     (    έγχυσης ή 

αναρρόφησης)  αι ο προσδιορισμός της βέλτιστης  ατανομής ταχύτητας του    .  

Για τον έλεγχο της αποτελεσματι ότητας της μεθόδου, μελετήθη αν προβλήματα με 

συναρτήσεις  όστους την ελαχιστοποίηση των απωλειών ολι ής πίεσης μεταξύ της 

εισόδου  αι της εξόδου, που είναι  ατάλληλη για προβλήματα εσωτερι ής 

αεροδυναμι ής,  αι, την ελαχιστοποίηση της οπισθέλ ουσας με ταυτόχρονη 

δυνατότητα αύξησης της άνωσης για προβλήματα εξωτερι ής αεροδυναμι ής. 
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Τα όσα αναπτύχθη αν στα προηγούμενα  εφάλαια φανερώνουν ότι η μέθοδος που 

αναπτύχθη ε αποτελεί ένα σημαντι ό εργαλείο στα χέρια του μηχανι ού,  αθώς 

παρέχει τη δυνατότητα του βέλτιστου ελέγχου της ροής με μι ρό υπολογιστι ό 

 όστος. Το υπολογιστι ό  όστος για την επίλυση του συζυγούς προβλήματος είναι 

πρα τι ά το ίδιο με το να επιλυθεί το ευθύ πρόβλημα, συνεπώς για την υλοποίηση 

ενός βρόχου βελτιστοποίησης με    ύ λους βελτιστοποίησης, το υπολογιστι ό 

 όστος είναι     , γιατί πρέπει να ληφθεί υπόψη το  όστος του ευθέος  αι του 

συζυγούς προβλήματος για την εύρεση της βέλτιστης θέσης τοποθέτησης του    . 

Επιπλέον, η ιδέα μοντελοποίησης της  ατανομής της ταχύτητας του     παρέχει μια 

ευελιξία στο μηχανι ό,  αθώς, αφενός μπορεί σε διαφορετι ά προβλήματα να 

χρησιμοποιήσει το  ατάλληλο μοντέλο, αφετέρου σε περίπτωση που επιθυμείται 

αλλαγή στο μοντέλο, οι αλλαγές που πρέπει να γίνουν στον  ώδι α που υπολογίζει 

την παράγωγο ως προς τις παραμέτρους του     είναι ελάχιστες.  

Τέλος, αποδείχτη ε ο λόγος για τον οποίο θα πρέπει να υπολογίζονται οι α ριβείς 

παράγωγοι ευαισθησίας, χωρίς να γίνεται η υπόθεση ότι η παράγωγος των μεγεθών 

συνε τι ότητας ως προς τις μεταβλητές σχεδιασμού είναι μηδενι ή. Οι παράγωγοι 

ευαισθησίας πρέπει να είναι α ριβείς ώστε να εξασφαλίζεται ότι η βελτιστοποίηση 

 ατευθύνεται προς τη βέλτιστη λύση. 
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