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Σκοπός της Εργασίας 

Στη ∆ιπλωµατική αυτή Εργασία αναπτύχθηκε, προγραµµατίστηκε και 
δοκιµάστηκε µια µέθοδος προδιάθεσης ή προσταθεροποίησης (preconditioning 
method) για την επίλυση των εξισώσεων Euler και Navier-Stokes σε χαµηλούς 
αριθµούς Mach (όπου η ροή πρακτικά συµπεριφέρεται ως ασυµπίεστη) µε µεθόδους 
χρονοπροέλασης και διατύπωση πρωτευουσών µεταβλητών. Σε σχέση µε την 
κλασική διατύπωση, η προσταθεροποίηση εξασφαλίζει ταχύτερη σύγκλιση και, 
µάλιστα, µε συντριπτική διαφορά όσο ελαττώνεται ο αριθµός Mach της ροής. Σε 
περιπτώσεις ιδιαίτερα χαµηλών αριθµών Mach, η προσταθεροποίηση επιτρέπει 
σύγκλιση ενώ ο κλασικός επιλύτης αποτυγχάνει να συγκλίνει. Η προσταθεροποίηση 
δρα στο υπερβολικό σύστηµα των εξισώσεων ροής συγκεντρώνοντας τις ιδιοτιµές 
του και, µε τον τρόπο αυτό, επιτυγχάνεται γρήγορη σύγκλιση. 

Η εργασία αυτή έρχεται να επεκτείνει και σε ασυµπίεστες ροές το λογισµικό 
PUMA (Parallel Unstructured Multigrid Adapted-grid) του Εργαστηρίου Θερµικών 
Στροβιλοµηχανών του ΕΜΠ. Αν και η εργασία επικεντρώνεται σε διδιάστατα 
δοµηµένα πλέγµατα, η επέκτασή της σε τριδιάστατα ή µη-δοµηµένα πλέγµατα είναι 
άµεση. Άµεση είναι και η χρήση όλων των άλλων χαρακτηριστικών του λογισµικού 
PUMA, όπως της πολυεπεξεργασίας, της επιτάχυνσης µέσω τεχνικών πολυπλέγµατος 
ή της χρήσης προσαρµοζόµενου στη λύση πλέγµατος. 
 
Σηµερινή κατάσταση 

Οι σύγχρονες µέθοδοι της υπολογιστικής ρευστοδυναµικής (ΥΡ∆) µπορούν να 
υπολογίσουν ροές οποιουδήποτε αριθµού Mach. Ανάλογα όµως µε το αν στοχεύουν 
σε συµπιεστές ή ασυµπίεστες ροές, προτείνονται όχι µόνο διαφορετικοί αλγόριθµοι 
επίλυσης αλλά και διαφορετικές διατυπώσεις. Συγκεκριµένα για τις συµπιεστές ροές 
έχουν επικρατήσει οι µέθοδοι χρονο-προέλασης (time-marching) µε κεντρικές 
διαφορές και όρους τεχνητής συνεκτικότητας ή ανάντι διαφόριση. Για τις 
ασυµπίεστες ροές έχουν επικρατήσει η µέθοδος διόρθωσης πίεσης και αυτή της 
ψευδοσυµπιεστότητας. 

Παρόλα, αυτά η χρήση και συντήρηση, από την ίδια ερευνητική οµάδα, δύο 
διαφορετικών επιλυτών των εξισώσεων ροής, ενός για πολύ χαµηλούς αριθµούς 
Mach κι ενός άλλου για τις συµπιεστές ροές (υψηλά υποηχητικές, διηχητικές, 
υπερηχητικές) είναι ασύµφορη και κυρίως µη αποδοτική. Είναι λοιπόν αναγκαία η 
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υιοθέτηση µιας και µόνο µεθοδολογίας για όλες τις κατηγορίες. Προς αυτή την 
κατεύθυνση υπάρχουν δύο επιλογές. Η πρώτη είναι η επέκταση των αλγορίθµων που 
είναι σχεδιασµένοι για ασυµπίεστες ροές στις συµπιεστές ροές. Λ.χ,  πρόσφατα, 
(Πολίτης 1998), επεκτάθηκε ένας αλγόριθµος επίλυσης ασυµπίεστων ροών µε τη 
µέθοδο διόρθωσης πίεσης για διηχητικές ροές. Η δεύτερη επιλογή συνίσταται στη 
χρήση αλγορίθµων χρονοπροέλασης για συµπιεστές ροές τροποποιηµένων έτσι ώστε 
να καλύπτουν όλες τις κατηγορίες ροών. Η δυσκολία στην επίλυση των συµπιεστών 
εξισώσεων ροής σε χαµηλούς αριθµούς Mach οφείλεται στη µεγάλη διαφορά της 
ταχύτητας των ακουστικών κυµάτων και των κυµάτων που οφείλονται στην ταχύτητα 
του ρευστού. Το πρόβληµα αντιµετωπίζεται µε την προσταθεροποίηση των 
εξισώσεων (Turkel, 1987) που αποτελεί και το αντικείµενο της εργασίας αυτής. 

Ως λογισµικό αφετηρίας χρησιµοποιείται ένας κώδικας του Εργαστηρίου 
Θερµικών Στροβιλοµηχανών του ΕΜΠ (για δοµηµένα πλέγµατα και ανάντι σχήµατα 
επίλυσης) ο οποίος έχει πολύ γρήγορη σύγκλιση και δίνει αξιόπιστα αποτελέσµατα σε 
συµπιεστές ροές, αλλά σε ροές χαµηλών αριθµών Mach η σύγκλισή του (όταν είναι 
εφικτή) καθυστερεί πάρα πολύ. Πρόκειται για µια έκδοση του λογισµικού PUMA. 
Χρησιµοποιεί κεντροκοµβική αποθήκευση και τη µέθοδο των πεπερασµένων όγκων. 
Οι όροι µεταφοράς µοντελοποιούνται λύνοντας µονοδιάστατο πρόβληµα Riemann 
στις ακµές του πλέγµατος, µε σχήµα Roe και παρεµβολή  µεταβλητών της ροής ώστε 
να εξασφαλισθεί ακρίβεια δεύτερης τάξης. Για του όρους διάχυσης χρησιµοποιούνται 
κεντρικές διαφορές, ο χρονικός όρος αναλύεται µε σχήµα Euler (για χρονικά µόνιµα 
προβλήµατα), ενώ η αριθµητική επίλυση γίνεται µε τη µέθοδο Jacobi.  
Η ανάλυση ξεκινά από τις εξισώσεις Navier-Stokes, οι οποίες, σε µητρωική µορφή, 
δίνονται από την σχέση  
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Οι τυρβώδεις ροές που µοντελοποιούνται στη εργασία αυτή χρησιµοποιούν το 
µοντέλο τύρβης µιας εξίσωσης των Spalart – Allmaras (1992), ένα δηλαδή από τα 
πολλά µοντέλα τύρβης του λογισµικού PUMA.  

  
Προσταθεροποίηση των εξισώσεων ροής  
 
Η εφαρµογή της προσταθεροποίησης, σε πρώτη φάση, χαρακτηρίζεται από τον 
πολλαπλασιασµό του χρονικού όρου των εξισώσεων µε ένα µητρώο 1−Γ :  
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Είναι φανερό ότι ο πολλαπλασιασµός αυτός δεν επηρεάζει την χρονικά µόνιµη λύση.  
Το προσταθεροποιηµένο σύστηµα γράφεται για τις συντηρητικές µεταβλητές  
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ενώ για τις µη-συντηρητικές µεταβλητές [ ]TV u v pρ=
r

 γράφεται ως 
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Στο τελευταίο, είναι ευκολότερη η επίλυση του ιδιοπροβλήµατος, το οποίο επίσης 
επηρεάζεται από την εισαγωγή της προσταθεροποίησης στο σύστηµα. Η συσχέτιση 
των µητρώων Γ ,Γ , ,x yA A  κλπ βασίζεται στις γνωστές σχέσεις µετασχηµατισµού.   
Το µητρώο προδιάθεσης επιλέγεται από τη βιβλιογραφία [Eriksson(1996)] και 
ορίζεται ως 
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    ,   όπου 2min(1, )a M=    

Πρόκειται για ένα “σχεδόν” διαγώνιο µητρώο, το οποίο για υψηλούς αριθµούς Mach 
(κοντά στην µονάδα) εκφυλίζεται στο µοναδιαίο µητρώο.   
 
Η παράµετρος α επιλέγεται έτσι ώστε οι νέες ιδιοτιµές του προσταθεροποιηµένου 
συστήµατος να είναι της ίδιας τάξης µεγέθους. Οι ιδιοτιµές του πίνακα AΓ (µε 

( )x x y yA A A n A nΓ = Γ = Γ + ) των µη-συντηρητικών µεταβλητών, υπολογίζονται από 

την σχέση det 0I Aλ Γ− = , οπότε καταλήγουµε στις νέες ιδιοτιµές  

1 2 nλ λ υ= = ⋅
r r       

           [ ]{ }2 22
3,4
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2

a n a n ac nλ υ υ= + ⋅ ± − ⋅ +
r rr r r    

σε αντίθεση µε τις ιδιοτιµές του αρχικού συστήµατος που είναι οι : 

 1 2 nλ λ υ= = ⋅
r r    

3,4 n c nλ υ= ⋅ ±
r r r  

όπου το κάθετο διάνυσµα nr ορίζεται στα όρια της κάθε κυψέλης ελέγχου, κατά τη 
διακριτοποίηση των πεπερασµένων όγκων, όπως θα φανεί στη συνέχεια. 

Στο σχήµα που ακολουθεί τυπώνουµε το λόγο 3

1

λ
λ

, τόσο για το κλασικό όσο και για 

το προσταθεροποιηµένο σύστηµα για µια περιοχή αριθµών Μach από 0,01 έως 0,001. 
Σ’αυτό το σχήµα φαίνεται πόσο πιο συγκεντρωµένες είναι οι ιδιοτιµές του 
προσταθεροποιηµένου συστήµατος από το κλασικό, αυτό που επιθυµούσαµε δηλαδή 
εισάγοντας την προσταθεροποίηση στο σύστηµά µας. 

 



 - 4 -

∆ιακριτοποίηση των Εξισώσεων 
  
 Η διακριτοποίηση των εξισώσεων ροής 
(χωρίς προσταθεροποίηση) σε µια κυψέλη 
ελέγχου, που ορίζεται κεντροκοµβικά όπως 
στο σκαρίφηµα, δίνει   

0
A A

W F Gdxdy dxdy
t x y

 ∂ ∂ ∂
+ + = ∂ ∂ ∂ 

∫∫ ∫∫
rr r

 

Με εφαρµογή του θεωρήµατος Green-Gauss 

το επιφανειακό ολοκλήρωµα µετατρέπεται σε επικαµπύλιο  ∫
∂

=⋅+
A

P
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t

A r
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∆
, 

όπου ˆ ˆ ˆx yH F n G n= ⋅ + ⋅
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και ˆ ˆ,x yn n  οι συνιστώσες του µοναδιαίου διανύσµατος ˆ nn
n

=
rr
r  

Η παραπάνω σχέση γράφεται ως άθροισµα των διανυσµάτων ροής στα όρια της 

κυψέλης ελέγχου 0cell
P

cell sides

A W
t
δ + Φ =

∆ ∑
r r

, όπου το διάνυσµα ροής υπολογίζεται 

επιλύοντας ένα πρόβληµα Riemann µεταξύ δύο γειτονικών κόµβων ενός πλέγµατος. 
∆υνατές σχέσεις για το Φ µεταξύ P και Q είναι : 

1 1( , ) ( , ) ( )
2 2PQ P PQ Q PQ PQ P QH W n H W n A W W Φ = + − − 

r r r rr r r

( , ) ( )PQ Q PQ PQ P QH W n A W W+Φ = + −
r r rr r  

( , ) ( )PQ P PQ PQ P QH W n A W W−Φ = − −
r r rr r  

 
Ο αρχικός κώδικας του εργαστηρίου χρησιµοποιούσε τη δεύτερη σχέση για τον 
ορισµό των διανυσµάτων ροής. Σ’ αυτό το σηµείο έγινε µια σηµαντική – απαραίτητη 
τροποποίηση ώστε τα διανύσµατα ροής να υπολογίζονται πλέον από την πρώτη 
σχέση. Οι λόγοι που µας οδήγησαν σ’ αυτή την αλλαγή σχετίζονται µε τις µεθόδους 
προσταθεροποίησης που απαιτούν παραδοχές κατά τη µαθηµατική τους ανάπτυξη. 
Κρίθηκε προτιµότερο, οι όποιες παραδοχές, να γίνουν στο αρχικό σχήµα 
υπολογισµού των διανυσµάτων ροής κι όχι σε κάποια από τα επόµενα, τα οποία 
ουσιαστικά προκύπτουν από το πρώτο. 
Για το προσταθεροποιηµένο σύστηµα , η διακριτοποίηση των εξισώσεων ξεκινά από 

την 0W F G
t x y

 ∂ ∂ ∂
+ Γ + = ∂ ∂ ∂ 

rr r

. Κατά την ολοκλήρωση στην επιφάνεια ελέγχου 

κάνουµε µία βασική παραδοχή διατηρώντας το µητρώο προσταθεροποίησης έξω από 
το ολοκλήρωµα, ώστε να είναι δυνατή η εφαρµογή του θεωρήµατος Green-Gauss 

0
A A

W F Gdxdy dxdy
t x y

 ∂ ∂ ∂
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∫∫ ∫∫
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. Τελικά καταλήγουµε σε σχέση της µορφής  

0cell
P P

cell sides

A W
t
δ + Γ Φ =

∆ ∑
r r

 όπου τα διανύσµατα ροής είναι τα ίδια µε αυτά του µη-

προσταθεροποιηµένου συστήµατος. Στη συνέχεια, τα διανύσµατα ροής 
τροποποιούνται κατάλληλα ώστε γίνουν συµβατά µε το προσταθεροποιηµένο 
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σύστηµα, Weiss & Smith (1995). Η τροποποίηση συνίσταται στον πολλαπλασιασµό 

µε το µοναδιαίο µητρώο 1−Γ Γως εξής : ( )1 0cell
P P

cell sides

A W
t
δ −+ Γ Γ ΓΦ =

∆ ∑
r r

 

Για το προσταθεροποιηµένο σύστηµα οι κοµβικές τιµές ( , )Q PQH W n
r r , ( , )P PQH W n

r r  
παραµένουν ως έχουν, ενώ ο τελευταίος όρος του δεξιού µέλους ξαναγράφεται ως 
εξής : 

PQ)PQ(
1

PQPQPQPQ
1

PQPQPQPQ
1

PQPQPQ WAWAWAWA ∆Γ∆ΓΓ∆ΓΓ∆ Γ
−−− ≈≈=  

Οπότε το νέο διάνυσµα ροής θα είναι :   

       
( )

11 1( , ) ( , ) ( )
2 2 PQPQ P PQ Q PQ PQ P QH W n H W n A W W−

Γ Φ = + − Γ − 
r r r rr r  

Τελικά  η πεπλεγµένη έκφραση των ολοκληρωµένων εξισώσεων τις σχέσης  είναι:  

    1 0ncell
P P PQ

cell sides

A W
t
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Τελευταία ενέργεια, είναι η προσαρµογή του χρονικού βήµατος το οποίο πρέπει να 
αλλαχθεί καθώς οι νέες, µειωµένες ιδιοτιµές  επιτρέπουν την επιβολή ενός σηµαντικά 
µεγαλύτερου χρονικού βήµατος. Έτσι, σε κάθε κόµβο υπολογίζεται το τοπικό βήµα, 
εφαρµόζοντας τοπικά ένα κριτήριο ευστάθειας (κριτήριο CFL). 

Υπενθυµίζεται ότι τo χρονικό βήµα του αρχικού συστήµατος είναι : CFL xt
cυ
⋅∆

∆ =
+

r   

ενώ το νέο χρονικό βήµα δίνεται από τη σχέση :  

22 21 1(1 ) (1 )
2 4

CFL xt
a a ac nυ υ

⋅∆
∆ =

+ + − +
r r r

 

Οι οριακές συνθήκες τροποποιούνται αντίστοιχα και η επίλυση του συστήµατος 
γίνεται µε τη σηµειακά πεπλεγµένη µέθοδο Jacobi.  
 
Εφαρµογές 
Οι µέθοδος εφαρµόστηκε σε διδιάστατα αγωγούς και  σε πτερυγώσεις 
στροβιλοµηχανών. Η πρώτη περίπτωση που µελετήθηκε είναι αυτή της ροής σε έναν 
αγωγό µε διαµόρφωση στο κάτω τοίχωµα. Η ροή µελετήθηκε για µηδενική γωνία 
εισόδου της ροής και M2,is=0.5 , 0.1 , 0.03. Στα σχήµατα που ακολουθούν φαίνονται 
τα συγκριτικά διαγράµµατα σύγκλισης καθώς και η κατανοµή της πίεσης στο κάτω 
τοίχωµα του αγωγού. Όσο µειώνεται ο M2,is η επίδραση της προδιάθεσης γίνεται όλο 
και πιο αισθητή από το σύστηµα, ενώ οι διαταραχές πίεσης που εµφανίζονται στα 
σηµεία αρχής και τέλους της διαµόρφωσης, κατά την επίλυση του µη-
προσταθεροποιηµένου συστήµατος, οµαλοποιούνται στην περίπτωση επίλυσης του 
προσταθεροποιηµένου συστήµατος. 

 
∆ιδιάστατο δοµηµένο πλέγµα 
(72x41) , Ατριβής ροή 
Γωνία εισόδου της ροής 0ο 
Μελέτη ροής για Μ2,is= 0.5 , 
0.1 , 0.03 
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 Μ2,is = 0.5 

Μ2,is = 0.1 

Μ2,is = 0.03



 - 7 -

Επόµενη περίπτωση που µελετήθηκε αφορά την ροή σε πτερύγωση συµπιεστή µε 
αεροτοµές µορφής NACA 12, γωνία κλίσης 30ο και µοναδιαία στερεότητα. Πρόκειται 
για µια περίπτωση που αρχικά µελετήθηκε από τον Rosenfeld (1984). Για γωνία 
εισόδου 0ο (ή γωνία ροής 30ο) και Μ2,is=0.3 βλέπουµε ότι το προσταθεροποιηµένο 
σύστηµα συγκλίνει ταχύτερα από το µη-προσταθεροποιηµένο. Οι λύσεις των δύο 
συστηµάτων είναι όµοιες πράγµα που επιβεβαιώνεται κι από την κατανοµή του 
συντελεστή πίεσης στο πτερύγιο. Στην τελευταία εικόνα φαίνεται η κατανοµή του 
λόγου των ιδιοτιµών του µη-προσταθεροποιηµένου συστήµατος προς αυτές του 
προσταθεροποιηµένου. Είναι φανερή η επίδραση της προσταθεροποίησης και το 
πόσο πιο συγκεντρωµένες είναι οι ιδιοτιµές (έως και 9 φορές µικρότερες από τις 
αντίστοιχες του µη-προσταθεροποιηµένου συστήµατος). 
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Επίσης, για την ίδια πτερύγωση, µελετήθηκε η στρωτή ροή µε Re =2000, για γωνία 
εισόδου 20ο και M2,is=0.2 . Ακολουθούν σχετικά σχήµατα, όπου και πάλι φαίνεται 
καθαρά η υπεροχή του προσταθεροποιηµένου επιλύτη ως προς το ρυθµό σύγκλισης. 

 
 

 
 
Ως περίπτωση τυρβώδους ροής µελετήθηκε η ροή σε πτερύγωση αξονικού συµπιεστή 
µε γωνία εισόδου της ροής  58ο , 2, 0.2isM =  και Re 10000= , µε χρήση του µοντέλου 
τύρβης των Spalart-Allmaras. Πρόκειται για την πτερύγωση που αρχικά µελετήθηκε 
από τον Zierke (1987). 
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Στα σχήµατα που παρου- 
σιάζονται βλέπουµε την 
κατανοµή του αριθµού Mach 
του προσταθεροποιηµένου 
συστήµατος καθώς και το 
συγκριτικό διάγραµµα σύγκλι- 
σης όπου µετά από 25000 
επαναλήψεις το µη-προστα- 
θεροποιηµένο σύστηµα των 
εξισώσεων δεν έχει συγκλίνει 
ακόµα σε αντίθεση µε το 
προσταθεροποιηµένο σύστη- 
µα.  

 
Τελευταία περίπτωση που µελετήθηκε αφορά την ατριβή ροή σε µια πτερύγωση 
στροβίλου. Συγκεκριµένα για γωνία εισόδου 19,3ο και Μ2,is=0.5 τα δύο συστήµατα 
έχουν ταυτόχρονη σύγκλιση και όµοιες λύσεις, όπως φαίνεται και στα σχήµατα που 
ακολουθούν. 
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Συµπεράσµατα 
 
Σ’ αυτήν τη ∆ιπλωµατική Εργασία παρουσιάστηκε µία µέθοδος προδιάθεσης για την 
επίλυση ροών σε χαµηλούς αριθµούς Mach. Με αφετηρία έναν κώδικα συµπιεστών 
ροών του ΕΘΣ, µετά από την απαραίτητη προεργασία και το κυριότερο, αρκετές 
προγραµµατιστικές παρεµβάσεις, δηµιουργήθηκε ένας κώδικας ικανός να 
ανταποκριθεί σε κάθε κατηγορία ροής (συµπιεστή και ασυµπίεστη) µε την ίδια 
ακρίβεια και το βασικότερο, όσον αφορά στις ασυµπίεστες ροές, µε συντριπτικά 
µικρότερο υπολογιστικό κόστος και, συχνά, ευστάθεια που δεν συναντάται στις 
κλασικές διατυπώσεις των µεθόδων χρονο-προέλασης.  
 Παρά το γεγονός, ότι η µελέτη έγινε σε διδιάστατα, δοµηµένα πλέγµατα, η 
επέκταση της µεθόδου σε τριδιάστατες ροές και µη δοµηµένα πλέγµατα είναι άµεση 
καθώς η επίλυση των εξισώσεων, (άσχετα µε το αν αναφερόµαστε σε διδιάστατες ή 
τριδιάστατες ροές, δοµηµένα ή µη δοµηµένα πλέγµατα) γίνεται στις ακµές του 
πλέγµατος µε προσεγγιστικούς επιλύτες Riemann. Επίσης είναι προφανές ότι ένας 
κώδικας µε µεθόδους προδιάθεσης µπορεί να γίνει εύκολα παράλληλος, αν ο 
βασικός-αρχικός κώδικας είναι σχεδιασµένος για παράλληλη επεξεργασία.  
 Τέλος, ενδιαφέρουσα επέκταση, αλλά ταυτόχρονα και µεγάλη πρόκληση, είναι η 
διερεύνηση άλλων µητρώων προσταθεροποίησης και η σύγκριση αποτελεσµάτων 
µεταξύ προσταθεροποιηµένων συστηµάτων, για διαφορετικά µητρώα προδιάθεσης. 
Αυτή η σύγκριση απαιτεί επιπλέον “προετοιµασία στο χαρτί” και προγραµµατισµό 
που όµως µπορούν πλέον να ενταχθούν άµεσα στην αλγοριθµική δοµή – κώδικα που 
είναι το αποτέλεσµα της εργασίας αυτής. 
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